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ÉTAT 

DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 

Ali  COMMENCEMENT  DE  I/ANNÉE  190C    ('). 


f  MM.  APPELL. 

DARBOUX. 

GUYOU. 

HATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE. 

HUMBERT. 

Membres  honoraires  du  Biireai 

JORDAN. 

MANNHEIM. 

MITTAG-LEFFLKR. 

PICARD. 

POINCARÉ, 

VOLTERRA. 

ZBUTHEN. 

Président MM.  HADAMARD. 

1 

RIOCHE. 

Vice-Présidents 

BLUTEL. 

1 

BRIGARD. 

1 

PERRIN(R.). 

GRÉVY. 

RAFFY. 

VSee-SecréUires 

ESTANAVE. 
MAROTTE. 

Archiviste 

SERVANT. 

Trésorier 

CLAUDE-LAI'ONTAINE. 

ANDOYER.  1907. 

ANDRÉ,  1907. 

ROREL,  1909. 

BOLRLET,  1908. 

CAR  V  ALLO,  1908. 

Membres  du  Conseil(  ') 

FONTENÉ,  1908. 

FOURET,  1907. 

LAISANT,  1909. 

LÉVY(L.),  1909. 

MAILLET,  1908. 

D'OCAGNE,  1909. 

PAINLEVÉ,  1907. 

(■)  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
tea  rectifications  qu'il  y  aurait  lien  de  faire  k  cette  liste. 

(')  La  date  qui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année  au  com- 
mencement de  laquelle  eipire  le  mandat  de  ce  membre. 
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1872.     AGHARD,  onclen  directeur  de  In   Compagnie  d'astii rinces  sur  la  via  lu  Foncière^ 
rue  de  la  Terrasse,  6  bis,  à  Paris  (17*). 

1900.     AGKERMAXN-TBOB^BB,  éditeur,  h  Leipzic  (  Allcmacne). 

-^    1900.     AMKIAR  (▼leomte  Robert  d'),  professeur  suppléant  à  la  Faculté  libre  des  Sciences, 
'  place  de  Genevièrcs^  i4».à  Li-lle  (Mord). 

^  1896.     AXDOYEB.  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Val-de-Gr&ce,  i,  k  Paris  (5*). 

1894.     ARDRAiB,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Mouillière,  i,  à  Besançon. 

1872.  AKDRK  (Désiré),  docteur  es  sciences,  rue  Bonaparte,  70  bis,  à  Paris  (6*). 

^1879.     APPELL,  membre  de  l'Institut,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  et  professeur  à  l'École 
Gentraledes  Arts  et  Manufactures,  rue  Bonaparte,  17,  à  Paris  (6*). 

1900.  ACRIG,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  à  Valence  (Drôme). 

1882.  AVTORRK,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  rue  Mont-Bernard,  9,  ii  I.you. 

^^1900.  K.URE,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon. 

18)6.  BAKER,  professeur  à  l'Universilé  de  Toronto  (Canada). 

1891.  BALITRAKD,  ingénieur,  à  Métlaoui  (Tunisie). 

1905.  BABRB,  lieutenant  du  génie,  à  Verdun. 

1889.     BEfiOliN,  ancien    élève    de    TÉcole  Polytechnique,   rue  du   Champ-de-Mars,    aa,  à 

Paris  (7«). 

1875.     BERDELLB,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Kioz  (Haute-Saône). 

1901.  BERi\STEIX,  docteur  es  sciences,  rue  Pouchkinskala,  10,  à  Saint-Pétersbourg  (Russie). 

1888.     BIOCBE,  professeur  «u   lycée    Louisrle^Grand,   rue   Notre-Dama-dea-Champs,   56,    ii 

Paris  (6*). 

1875.     BISCHOrPSHElM,  membre  de  l'Instiiut,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris  (9*). 

1898.     BLAKB  (Edwin-M.),  Université  d'Arizona,  a  Tucson  (Arizona,  États-Unis). 

1900.     BLOSIBNTOAL  (Otto),  docteur  en  philosophie,  Vinccnzstrasse,  à  Aix-la-Chapelle  (Allc> 
magne). 

1891.  BLUTEli,  profeksenr  au   lycée  Saint-Louis,  chargé  de  conférences   à  la  Faculté  des 

Sciences,  rue  Dcnfert-Rochereau,  iio,  à  Paris  (i4*)* 

1902.  BOBBRIL  (vicomte  Roger  du),  rue  d'Orléans,  3o,  à  Rennes. 

1892.  RO.\APARTB  (prince  Roland),  avenue  d'Iéna,  10,  à  Paris  (16*). 

^  1895.     BORBL,  professeur-adjoint  a  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  Arago,  a,  k  Paris  (1 3*). 
1896.     BOULANCEB,  professeur-adjoint  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Caumartin,  78,  à  Lille. 

1896.  BOORCBT  (Henry),  professeur  adjoint  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Jacques, 

20,  à  Toulouse. 
'*1896.     BOURLET,  professeur  à  l'École  des  Beau z- Arts  et  au   lycée  Saint-Louis,  avenue  de 
l'Observatoire,  aa,  k  Paris  (i4*)« 

1903.  BOUT»,  rue  U  Vieuville,  a6,  à  Paris  (i8«). 

1904.  BOOTBOUX  (P.),  maître  de  conférences  k  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Firmin,  2, 

à  Montpellier. 

1900.  BREmi^Ifi,  proviseur  du  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint- Michel,  44,  k  Paris  (6*). 

,^^^1807.     BBIGABD,  ingénieur  des  manufactures  de  l'État,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 
boulevard  Raspail,  396,  à  Paris  (i4')* 

1873.  BROCARD, chef  de    bataillon   du  génie  en   retraite,  Ville-Haute,  76,   k  Bar-le-Duc. 

1901.  BilBL  (Adolphe),  maître  de  conférences   à  la  Faculté  des  Sciences,    rue  de  Ville- 

franche,  6,  à  Montpellier. 

1803.     DURKUARDT,  professeur  k  l'Université,  Kreuzplatz,  i,  k  Zurich  (Suisse). 

1897.  GABREIRl,  membre  de  rAcadémie  royale  des  Scicnpet»,  rua  da  Alegria,  Sa,  à  Lisbonne. 
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^ — 1894.     CARIX,  profctMtir  au  eo11è(re  Rollin,  rue  Cortambert,  /i6,  hParU  (i6*). 

1893.  CALDARBBA,  profeueur  à  rUtiiversiié)  palnzzo  Giampaolo,  vin  délia  Libéria,  à  Païenne. 
1888.     CA?{BT  (Giittare),  ingénieur  civil,  directeur  de  l'artillerie  de  MM.  Schneider  et  0% 

avenue  Henri-Martin,  87,  à  Paris  (16*). 

1885.     CAROX,  proreftfteur  de  géométrie  descriptifo,  rue  Claiide-nernard,  71,  à  Paris  (5*). 

1892.     GARONNKT,  docteur  es  scietn-es  mathémaliques,  rue  Demours,  6a  hit,  à  Paris  (17*). 

1896.     GARTAN, -chargé  de  cours  h  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  faubourg  Saint-Jean,  <;6, 
à  Nancy. 

1887.  CARVALLO,  examinateur  des  élèves  k  TÉcole  Polytechnique,  rue  Clovis,  t,  h  Paris  (5'). 

1890.  CRRERCRRUTZ  (baronne  Nanny),  Unionsgatan,  4,  à  llelsingrors  (Finlande). 

1892.  GELLÉRIER  (Gustave),  cours  de  Rive,  la,  &  Genève  (Suisse). 

1887.  CKRRIITI,  professeur  à  PUniversité,  piazza  S.  Pietro  in  vincoli,  5,  à  Rome  (Italie). 

1888.  ClIAlLAfl  (Edouard),  rue  Berthollet,  16,  h  Paris  (5«). 

1896.     GI4RVE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  cours  Pierre-Puget,  60,  à  Marseille. 

1884.  GIRYSTAL,  professeur  k  l'Université,  k  Edimbourg  (Ecosse). 

1901.     GLAIRI^i,  docteur  es  sciences,  maître  de  conférences  k  la  Faculté  des  Sciences,  rue 
Jacquemars-Giclée,  67  6û,  k  Lille. 

1875.  CLADDR-UrOlITAINE,  banquier,  rue  de  Tréviae,  3a,  k  Paris  (9*). 

1890.  COLOT,  château  du  Seuil,  k  Gérons  (Gironde). 

1898.  C09REEUC,  capitaine  du  génie,  docteur  es  sciences,  rue  de  Dun,  Sa,  k  Bourges. 
1900.  COMTE  (Firmin),  ingénieur  des  ponls  et  chaussées,  k  Commercy  (Meuse). 

1896.  GOSSERAT  (E.),  professeur  k  la  Faculté   des  Sciences,  rue  de  Melx,  i,  k  Toulouse. 

1896.  GOSSERAT  (  F.),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  d'Alsace,  a3,  k  Paris  (  io«). 

1900.  COTTOII  (émile),  professeur  adjoint  k  TUniversité  de  Grenoble. 

1904.  CORTISS,  Shcrman  avenue,  1939,  k  Evanslon  (Illinois,  États-Unis). 

y^  1872.     DARBOUX,  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  doyen  honoraire  de  la 
Faculté  des  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  36,  k  Paris  (5*). 

1885.  DABTDRVILLB,  doyen  do  la  Faculté  des  Sciences,  cours  Gambetta,  27,  k  Montpellier. 

1901.  BELASSCS,   professeur  k  la   Faculté  des   Sciences,  chemin   de  Chastre-Monjouz,  k 

Besançon. 

1895.  BBLAilNAY  (N.),  professeur  k  l'Institut  Polytechnique  Empereur  Nicolas  11,  k  Varsovie. 

1899.  BBLBIEB,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  place  Simon-Vollant,  10,  k  Lille. 

1885.  BSNABTBKS,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  avenue  Saint-Maur,  k  la  Madeleine- 

lès-Lille  (Nord). 

1892.     BE1I01}UN(  Alph.),  professeur  k  l'Université,  rue  de  la  Vullce,  79,  k  Gand  (Belgique). 
^   1883.     DBBOYTS,  professeur  k  l'Université,  rue  des  Augustins,  3.*),  k  Liège  (Belgique). 

1894.  BBSAINT,  docteur  es  sciences,   boulevard  Gouvion-Saint-Cyr,  47i  k  Paris  (17*). 

1900.  BIGKSTEM,  Martzatkowska,  117,  k  Varsovie. 

1902.  DIE60EZ  (D.-F.),  professeur   de  mathématiques  k    l'École   provinciale  des   Arts  et 

Industries,  calle  del  Orzan,  4-3*',  k  La  Corugiie  (Espagne). 

'^''^1899.     BBAGH  (Jules),  chargé  de  cours  k  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des  Carmélites,  68, 
k  Poitiers. 

1896.  BCIAS  (G.),  docteur  de  l'Université  de  Paris,  privatrdocent  k  l'École  Polytechnique 

fédérale,  k  Zurich  (Suisse). 

1897.  BllOBIT,  professeur  au  lycée,  avonuo  Bouvard,  6,  k  Annecy  (Hautc-Savoic). 

1886.  BGi^CAN,  Consulting  Eitgineor,  Empire  Bnililin([,  Broadway,  71,  New-Yuri  City. 
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1897.    NIAN-LOIMiA  (commandant),  pUia  de  Maria  PiU,  ao,  à  la  Corogne  (Eapacne). 

1885.    BYCK  (  Walther),  Technische  Hochscbule,  k  Miiiiicli  (Barière). 

.  1902.     E60K0FF  (Dimitri),   proreaseur  à   rUnlTeraité,  Raigonloî,   a*  (gymnase,  à  Moscou 
(Russie). 

1903.  ESPAN8T,  ingénieur  ciril,  rue  BertboUet,  a,  à  Paris  (5*). 

1900.     KSTANAVB,  docteur  èa  sciences,  k  la  Sorbonne,  k  Paris  (5*). 

1896.     BOVEKTB,  ancien  élèfe  de  l'École  Polytechnique,  ancien  capitaine  d'artillerie^  ingé- 
nieur aux  Forges  de  Denain  (  Nord  ). 

1888.  PABIT,  proreaseur  k  la  Faculté  des  Sciences,  17,  rue  Chaptal,  k  Montpellier. 

1904.  PATOO,  astronomcHidjoinl  k  rObserratoIre,  rue  des  Ursulines,  i5,  k  Paris  (5*). 
1891 .    PACOI'BIKMOB,  professeur  an  lycée,  k  Mont-de-Maraan. 

-^  1892.     flïït  (Henri),  professeur  k  rUnirersité,  rue  Ph.-Plantamour,  19,  k  Génère  (Suisse). 

1885.    PIBLBS  (J.),  professeur  k  rUnÎTemité,  Toronto  (Ontario,  Canada), 

1881 .    FLO9DET,  professenrk  la  Faculté  desSciences,  rue  de  la  Commanderie,  ai,  k  Nancy. 

1872.    Pi*VB  SAUrrB-SARIK,  chef  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  k  l'École 
Polytechnique,  place  Roy er-Col lard,  k  Vitry-le-François  (Marne). 

1896.  FORTANBAU,  ancien  officier  de  marine,  cours  Rugeaud,  8,  k  Limoges. 

1897.  POXTBNÉ,  inspecteur  de  l'Aradémie  de  Paris,  rue  Le  Goff,  7,  k  Paris  (5*). 

1891.  MffTYlOLAlIT  (db),  professeur  k  l'École  Centrale,  rue  d'Erlanger,  ag,  Paris  (16*). 
1903.    POBB  (  Walter  R.),  k  Ann  Arbor  (Michigan,  ÉUIs-Unis). 

1889.  FAUCBB,  répétiteur  k  l'École  Polytechnique,  rue  Sonfllot,  5,  k  Paris  (5*). 

^  1905%  PA0BT  (Tabbé),  professeur  k  Tlnstitul  catholique,  rue  Pérou,  11,  k  Paris  (6"). 

.  1872.  PMBBT,  répétiteur  k  l'École  Polytechnique,  «Tenue  Cainot,  4,  k  l*aris  (17*). 

X-1904.  PRiCBBT,  agrégé  de  Mathématiques,  rue  Rausaet,  7,  k  Paris  (i5«). 

1892.  PBOLtV  (le  général),  quai  des  Eaux-Vives,  36,  k  Genève  (Suisse). 
1903.  PDBTEB,  Seevogelstrasse,  7,  k  Râle  (Suisse). 

1900.     CALDBANA  (Z.-S.  db),  professeur  k  l'Université,  corso  99,  3,  k  Saragosse  (Espagne). 
1872.    CABIBL,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chanasées,  professenrk  la  Faculté  de  Médecine, 
rue  Édouard-DeUille,  6,  k  Paris  (17*). 

^1896.     CAOTBIBB-YILLABS,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  éditeur,  quai  des  Grands- 
Augustins,  55,  k  Parts  (6«). 

1890.  6BBBIA,  professeur  libre  k  l'Université,  k  Palerme  (Italie). 

1872.    CENTT,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  avenue  Rnpp,  ao,  k  Paris  (7*). 

1890.     6EIBALDI,  professeur  k  l'Université,  via  Daita,  11,  k  Palerme  (Italie). 

1897.    CBRRANS,  professeur  k  Worcester  Collège,  Saint-John  street,  ao,  k  Oxford  (Crande- 
Rretogne). 

1896.     CIIABDVILIB,  capitaine  d'artillerie,  rue  Michelot,  6,  k  Montreuil-sous-Rois  (Seine). 

1903.     COUBY,   ancien   élève   de   TÉcole   Polytechnique,   rue    du   Rois-de-Roulogne,    7,    k 
Paris  (i6*). 

1881.    COURSAT,  professeur  k  la  Faculté  des  Sciences,  répétiteur  k  TÉcole  Polytochnique, 
boulevard  Raspail,a70,  k  Pari»  (14*). 

1896.     CBRElIkIlILL,  professeur  k  l'École  d'artillerie,  h  Wooiwich  (Grande-Rretagne). 

1896.     CRBVV,  professeur  au  lycée  Saint-TA>ui8,  me  Saint-Placide,  6a,  k  Paris  (6*). 

1899.     COADET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  a{o  hii,  k 
Paris  (7«). 

1880.     CUCCIA  (Jean  ),  professeur  h  l'Universiti^,  via  Ruggiero  Settimo,  3o,  k  Palerme  (IUlie). 
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1900.  CCWBAU,  professeur  ii  TUnlfersité  de  Clermont-Ferrand. 

1891.  CCIIARAES,  officier  da   génie,  membre   de  l'Académie  des  Sciences   do  Lisbonne, 

k  Elvas  (Portugal). 

1881 .  €1IIITIIR  (D' Sigismond),  proresseur  à  l'École  Polytechniquei  h  Munich  (  Bavière). 

1885.    COTM,  membre  de  TlnsUtiit,  capitaine  de  frégate,  rue  Margucrin,  4»  ^  Paris.  (  i4*). 

1873.     lAAfi,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  h  l'École  Polytechnique* 
rue  Chardin,  1 1  big,  à  Paris  (i6*). 

1882.  lABICI,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Lima  (Pérou  ). 

^    1896.     lADAMARD,  professeur  adjoint  à  la  Faculté  des   Sciences,   professeur  suppléant  au 
Collège  de  France,  rue  Humboldt,  a5,  6  Paris  (i4*)* 

1904.  HALIBBSTAVT,   Ingénieur  des  Arts  et  Manufactures,  boulevard  Saint-Germain,  68,  à 

Paris  (5«). 

1894.  lALSTEDi  professeur  au  Kenyon  Collège,  à  Gambier  (Ohio,  Étals-Unis). 

1901.  RAXGOCK  (Harris),   professeur  à   l'Université  de  Cincinnati,  Auburn  Uotel  (Ohio, 

États-Unis). 

1900.     lARiBL,  villa  italienne,  à  Dieppedalle-Croisset  (Seine-inférieure). 

1872.     lATM  iS  LA  CODPIUIBRE,  membre  de  l'institut,  inspecteur  fpénéral  des  mines,  direc- 
teur honoraire  de  l'École  des  mines,  rue  de  Vaugirard,  56,  à  Paris  (6*). 

1905.  IBDMCK  (Earle),  professeur  h  l'Université,  South  Ninth  strcet,  3oa,  à  Columbia  (Mis- 

souri, États-Unis). 

1892.  URMAIIfl,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  h  Paris  (5*). 

1893.  llfOX,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés-Saint-Jacques,  i6,  h  Paris  (5*). 
1879.     IOLST(Elling),professeuràrÉGolePolyteehnique,âHôvilc,  près  Christiania  (Norvège). 

1895.  lOTT  (SUnislas),  professeur  à  l'École  S^*-Geneviève,  rue  Bausset,  4,  à  Paris  (i5*). 

^^^^^1880.     lOlBIRT,  membre  de  l'institut,  îiigénionr  en  chef  des  mines,   professeur  à  l'École 
Polytechnique,  rue  Daubigny,  6,  à  Paris  (17*). 

1881 .    IIBKB,  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  33,  boulevard  Voltaire,  h  Paris  (11*). 

1903.     ISSALI  (l'abbé),  rue  Poquelin-Molière,  g,  à  Bordeaux. 

1896.  JACQCKT  (E.),  profeaseur  au  Prytanée  militaire,  rue  Couchot,  8,  à  la  Flèche. 

1898.    JAB1KB  (D' E.)»  professeur  h  l'Académie  des  Mines,  Ludwigskirchstrasse,  6,  k  Berlin  W>^ 
(Allemagne). 

1898.    JABIY  (N.),  ingénieur  civil,  avenue  du  Bel-Air,  7,  à  Paris  (la*). 

1872.    JAYARY,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  k  l'École 
Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Lemoine,  i,  k  Paris  (5*). 

1903.     JERSBff  (J.-L.-W .•¥.),  ingénieur  en  chef  des  Téléphones,  Gl.  Kongcvej,  80,  k  Copen- 
hague, V  (Danemark). 

1872.    JOBDAR,  membre  de  l'institut,  professeur  k  l'École  Polytechnique  et  au  Collège  de 
France,  rue  de  Varenne,  48,  à  Paris  (7*;. 

1875.    JONC,  professeur  k  l'Institut  technique  supérieur,  via  Fatebencfrotelli,  19,  k  Milan 
(Italie). 
^   1890.     KOBB  (GusUf),  maître  deconférences  k  l'Université,  k  Stockholm  (Suède). 

1892.     KO€l  (H.  vo!i),  professeur  k  l'École  Polytechnique,  k  Djursholm-Stockholm  (Suède). 

^    1880.     XCmCS,  professeur  k  la  Faculté  des  Sciences  do  Paris,  répétiteur  k  l'École  Poly- 
/  technique,  boulevard  Arago,  loi,  k  Paris  (i4*). 

1897.  LAGAOCni,  ingénieur  civil,  chef  du  laboratoire  de  la  Compagnie  générale  des  Omni- 

bus, rue  de  Douai,  48,  k  Paris  (9*). 
yXZlZ.     LAISANT,  docteur  es   sciences,  répétiteur  et  examinateur  k  l'École  Polytechnique, 
X  avenue  Victor-Hugo,  162,  à  4*aris  (i6»). 
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1893.     LAHCBLII,  aitronome  adjoint  à  rObterraloir^,  rue  BoiMoonade,  3,à  Parii  (i4*)- 

1899.  LiNDAIl  (Edmond),   profeMcur   à   rtniversité   de   Berlin,  Uardenborgstrasse,  i3,  à 

Cbarlottenburg  (  Alleniaene). 

1896.     LADCfiL,  ancien  atUcbé  d'ambassade,  ▼illa  Ensoleillée,  à  Bcaalieo -sur-Mer  (Alpes- 
Maritimes). 

1873.     LAUn,  manu  facturier,  à  Tliann  (Alsace). 

1896.     LBAO,  professeur  au  lycée  Michelet,  rue  Vavin,  6.  a  Pari*  (6*). 
^1880.     LKAOTB,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Courcelles,  i8,  à  Paris  (17*). 
1896.     LBBCL,  professeur  au   lycée   de  Montpellier,  Yilla  Mout-Carmcl,  avenue  Roiiisson- 
Bertrand,  à  Montpellier. 

1902.  LBKSfillI,  docteur  es  sciences,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue 
de  la  Palestine,  33,  à  Ken  nos. 

1903.  LBIEIP,  directeur  de  Tobservatoirc  de  Besançon. 

1893.     LKCMXII,  ingénienr  en  chef  des  mines,  professeur  à  TÉcole  Polytechnique,  rueC-iy- 

Lussae,  3,  à  Paris  {b" ). 
1895.     LÉIEIAT,   licencié  es  sciences,    in{;énieur   civil    du  (vénie  maritime,    boulevard    de 

rOcf^an,  5i,  à  Saint-Nazaire  (Loire-Inférieure). 
1872.     LEI013iB( Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  place  Pc reire,  5,  à  Paris  (17*). 

1904.  LEIOYXE  (T.),  rue  des  Anglais,  9,  à  Paris  (5-). 

1879.     LE  PAICK,  professeur  à  rUniverstté,  à  l'observatoire  de  Coi nte,  k  l.ié{*e  (Belgique). 
1895.     LKIOUX,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,   rue  de  Cliàteaudun,   17,  à  Rennes. 
1898.     LE  BOT,  docteur  es  sciences,  rue  Notre-Dame -des-Champs,  17,  à  Paris  (6*). 
1891.     LEBT,  agent  voyer  d'arrondissement,  à  Pontoise  (Seine-et-Oisc). 

1900.  LEVI  CIVITA  (T.),  professeur  à  TCniversilé,  via  Altinate,  i4.  à  Padoue  (Italie). 
1882.     LEVT  (Lucien),  répétiteur  et  examinateur  d'admission  à  TÉcole  Polytechnique,  rue 

du  Regard,  ta,  à  Paris  (6*). 
1872.     LÉVr  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  ponts  et  chausséen, 
professeur  au  Collège  de  France,  avenue  du  Trocadéro,   i5,  à  Paris  (16*). 

1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1898.     LIIDELOP  (Ernst),  professeur  à  PLuiversité,  Sandvikskajan,  i5,  à  Helsingfors  (Finlande). 
1877.     LINDEIANN,  professeur  à  l'Université,  Franz-Josepbstrasse,  13,  à  Munich  (Bavière). 
1886.     LIOUVILLE,  ingénieur  des  poudres,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytechuique, 

quai  Henri-lV,  13,  à  Paris  (4*)' 
1900.     LOVETT  (E.-O),  professeur  à  Princeton  Univcrsity,  New-Jersey  (ÉUts-Unis). 

1888.     LDGAS  (Félix),    ingénieur  en  chef  des  ponts   et    chaussées,    rue   Boissière,  3o,    à 

Paris  (i6*). 
1902.     LCCAS-CIRABDVILLB,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  Tabacs,  rue  de  Charcnton,  Siq,  à 

Paris  (i3-). 
1902.     LICAS  DE  PESLOUX,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Marbeuf,  8,  à  Paris  (S*)- 
1886.     LY03l,docteurès  sciences  mathématiques,  chemin  de  lu  Roseraie,  aS,  à  Genève  (Suisse). 

1882.     VACÉ  DE  LBPINAT,   professeur  de  mathématiques  spéciales  au    lycée    Henri    IV,   rue 

Claude-Bernard,  79,  à  Paris  (5*). 
1895.     MAILLET,   ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue 

de  Fonteuay,  11,  à  Bourg-la-Rcine  (Seine). 

1905.  HALUSKI,  professeur  au  lycée  de  Montpellier. 

1872.     lA.^NIIEIJI,  colonel  d'artillerie  en  retraite,    professeur  honoraire  à  l'École  Polytech- 
nique, boulevard  Beauséjour,  i,  à  Paris  (16*). 

1905.     MAXTELL  (M"*  L.),  rue  Dutot,  3o,  à  Paris  (i5»). 

1904.     MAROTTE,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  de  Reuilly,  35  bis,  a  Paris  (la*). 

1884.     MARTIM(Artcmah),  N.  Sircit,  f)'3,   N.  VV.,  k  Wabliiuclou  D.  C.  (  Élats-lTnis). 
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1889.    lAITIN  (Emile),  ancien  élève  de  TÉcele  Polytechnique,  professeur  de  mathémn- 
tiques,  rue  des  Fossés-Saint-Jacques,  22,  à  Paris  (5*). 

1901.  IlSSAIl  (J.)f  professeur  ii  l'Université,  avenue  des  Arts,  43,  à  Gaiid  (Be1(jique). 
1894.     HAUPIN,  professeur  au  collège,  rue  de  TArceau,  3o,  h  Saintes  (Charente-Inférieure). 

1897.     IKHMKE,    professeur  à  l'École    technique    supérieure,  Wcisseinburgstrasse,  39,    à 

Stuttgard  (Wurtemberg). 
1889.     nnDIZAlAL  TAMBOREL  (de),  membre  de  la  Société  de  Géographie  de  Mexico,  calle  de 

Jésus,  i3,  h  Mexico  (Mexique). 

1884.  IKRCKIEAU,  licencié  es  sciences,  rue  de  FUniversité,  igS,  h  Paris  (7'). 
'1902.     lERLIN  (E.),  avenue  Négrié,  46,  à  Forcst-lès-Bruxcllcs  (Belgique)» 

1902.  MKSXY  (R.),  professeur  d'hydrographie  à  Saint-Tropez  (Var). 
1904.     lEnLEI,  professeur  à  l'Université,  à  Syracuse  (État  de  New-York). 

1893.     IICUBli  (François),  chef  de  parcours  de  la  Compagnie  des  chemins  de  for  du  Nord, 

faubourg  Saint-Denis,  a  10,  h  Paris  (10*). 
1899.     HiLLKB  (D'  G.-A.),  professeur  à  Stanford  Univcrsity,  Californie  (États-Unis). 
1873.     mnAC-LEPFLER,  professeur  à  l'Université,  &  Stocliholm  (Suéde). 

1904.  mWA,  professeur  à  l'Université  de  Kyoto  (Japon). 

^  1902.     MOLE  (J.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  d'Alliance,  8,  h  Nancy. 

1897.  HONTCilEOIL  (l'abbé  db),  docteur  es  sciences,  rue  du  Languedoc,  9,  à  Toulouse. 

1898.  MONTESSOS  RE  RALLORE  (vicomte  Robert  de),  professeur  suppléant  à  la  Faculté  libre 

des  Sciences,  boulevard  de  la  Liberté,  121,  à  Lille  (Nord). 

1903.  lOLLER  (J.-O.),  Kirchweg,  1%  à  Gôltingen  (Allemagne). 

1885.  NEDRER€,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 
1897.     NICOLLIER,  professeur,  à  Monireux  (Suisse). 

1903.  NIEliS  NIELSEN,  inspecteur  général  de  l'enseignement  secondaire,  Norrebrogade,  67,  à 
Copenhague  (Danemark). 

^^1900.  NIBWEIICLOWSEI,  docteur  es  sciences,  inspecteur  général  de  l'Université,  rue  de  l'Ar- 

^  baléte,  35,  à  Paris  (5*  ). 

^  1882.  OCACRE  (M.o*),   ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  l'École  des  Ponts 

^^  et  Chaussées,  répétiteur  k  l'École  Polytechnique,  rue  La  Boëtie,  3o,  h  Parts (8*). 

1905.  OOIVET,  licencié  es  sciences,  rue  d'Allemagne,  60,  à  Paris  (19*). 

1873.  OVIRIO  (Eorico  d'),  professeur  à  l'Université,  Corso-Oporlo,  3o,  à  Turin  (Italie). 
^1901.     PARE  (H.),  professeur  à  l'Université,  rue  de  Turcnnc,  89,  à  Bordeaux. 

y^  1893.  PAIXLEVB,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  et  h  l'École 

^  Polytechnique,  rue  d'Assas,  33,  à  Paris  (6"). 

1888.  PAPELIER  (Georges),  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  de  Re- 
couvrance,  90,  à  Orléans  (Loiret). 

1884.  PARAP,  professeur-adjoint  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 

1881.  PELLET,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Pascal,  3o,  à  CIcrmont-Ferrnnd. 

19U0.  PERGUOT,  astronome  adjoint  à  l'Observatoire,  avenue  do  l'Observatoire,  i,  à  Paris  (6*). 

1874.  PERCm,  général  de  division,  rue  de  la  Faisanderie,  116,  h  Paris  (16*). 
1881.  PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  a  Worcester  (Massachusetts,  États-Unis). 
1873.  PERRIll  (R.),  inspecteur  général  des  mines,  rue  de  Grenelle,  80,  à  Paris,  (7'). 
1892.  PERRIII  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rueTarbc,  3,  à  Paris  (17*). 

1896.     PETROVITCH.  professeur  à  l'Université,  Kossantch-Venac,  a4,  à  Belgrade  (Serbie). 
1902.     PETROVITCH  (S.),  capitaine  d'artillerie  de  la  garde,  professeur  adjoint  ii    l'Académie 

d'artillerie  Michel,  Sabalkansky  prospect    17   log.  i5,à  Saint-Pétersbourg. 
1887.     PEZZO  (dbl),  professeur  à  l'Université,  piazza  San   Marcellino,  a,  h  Naples  (Italie). 
1905.     PPEIPFBR,  maître  de  conférences  à  l'Univcrsilé  de   Kiew  (Russie),  rue  Toullior,  9,  à 

Paris  (3"). 


Digitized  by 


Google 


—  XII  ■— 

Due 

de 

raitoiUslon. 

^  1879.    riGARD  (Émîle),  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  et  h 
rÉcole  Centrale  des  Arts  ec  Manufactures,  rue  Bara,  4i  <^  Paris  (6*). 

1872.     PIGQIIET,  clief  de  bataillon  du  génie,  examinateur  des  élèves  h   TEcoIe  Toly tech- 
nique, rue  Monsîeur-le-Prince,  4t  À  Paris  (6*). 

1896.     PIBEO?!,  inspecteur  général   do   l'Instruction  publique,  rue  du  Cherche-Midi,    91,  à 
Paris  (6«). 

1899.     PIEBPOXT  (James),  professeur  à  l'Université  Yale,  Mansfield  street,  43,  à  New  llavcn 
(Gonnecticut,  £UU-Unis). 
^1882.     rOIXGAIIÉ,  membre  de  l'Institut  et  du  Bureau   des  Longitudes,   ingénieur  en  chef 
des  mines,  professeur  à   la  Faculté  des  Sciences,  rue  Claude-Bernard,  G3  (5*). 

1894.     P0TII05i,*docteur  es  sciences,  rue  du  Yal-de-Gr&ce,  11,  à  Paris  (5*). 

1872.     rOLICNAG  (prince  C.  db),  à  Radmannsdorf  (Carniole,  Autriche). 

1899.  PEl\CSHBII,  professeur  à  l'Université,  Arcisstrasse,  13,  à  Munich  (Bavière). 

1896.     PBUVOST,   inspecteur  généraP  honoraire  de  l'Instruction   pulilique,  11,   rue  de  la 
Tour,  h  Paris  (16*). 

1902.  PUl  (  Victor),  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  professeur  de  Mathématiques, 

rue  des  Fossés-Saint-Jacques,  16,  à  Paris  (5*). 
1896.     OilIQUKT,  actuaire  de  la  Compagnie  la  KationaUy  rue  Laffltte,  17,  h  Paris  (9*). 
1898.     BABUT,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Duplessis,  77,  à  Versailles. 
^^  1883.     BAF^Y,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Pierre-Nicole,  7,  h  Paris  (5*). 

1903.  RBMOUNIKiS,  professeur  de  mathématiques,  rue  Soultani,  17,  à  Athènes  (Grèce). 

1900.  BKNABD,  rue  de  la  Tour,  7,  à  Paris  (16*). 

1903.  BIGBARD,  professeur  au  lycée,  place  du  Rosoir,  i,  à  Dijon. 

1893.  BIVEBEAU  (l'abbé),  professeur  à  l'Institut  catholique,  à  Angers  (Maine-et-Loii-e). 

1903.  BOCHE,  agrégé  de  l'Université,  rue  d'Assas,  76,  à  Paris  (6*). 

1872.  BOUAB'T,  ingénieur  civil,  rue  de  Lisbonne,  34,  à  Paris  (8*). 

1872.  BOUCHÉ,  membre  de  l'Institut,  boulevard  S^-Germnin,  ai3,  à  Paris  (7*)* 

1896.  ROUCIEB,  docteur  es  sciences,  rue  Sylvabelie,  84,  à  Marseille. 

1885.     BOOOOST  (V.),  professeur  honoraire  de  mathématiques  spéciales,  à  Belpeeh  (Aude). 

1900.  SALTTKOW,  maître  es  sciences  mathématiques,  professeur  à  l'Institut  Polytechnique, 

rue  Pankovskala,  10,  à  Kiew  (  Russie). 

1872.    SABHAOX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  chef  de  l'exploitation  à  la  Com- 
pagnie du  chemin  de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

1885.     SAOVACB,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 

1897.  SGIIOD  (Erik),  Gl.  Antvorskov,  à  Slagelse  (Danemark). 

1881 .  SGHODTE,  professeur  h  l'Université,  h  Groningue  (Hollande). 

1901.  SBE  (Tbomas-J.-J.),  Observatory  Mare  Island  (Californie). 

f  1896.     SÉCUIEB  (J.-A.  db),  docteur  es  sciences,  rue  des  SainU-Pères,  56,  à  Paris  (7*). 

1882.  SÉLIVANOFF  (Démétrius),  professeur  à  l'Université,  Fontanka,  ti6,  log.  16,  à  Saint- 

Pétersbourg  (Russie). 
1900.     SEEVANT,  docteur  es  sciences,  rue  des  Saints-Pèrei»,  8,  h  Paris  (7*). 

1900.  SPABRE  (comte  Msgnus  db),  avenue  de  l'Archevêché,  7,  à  Lyon. 

1879.     STEPHANOS  (D'  Cyparissos),  professeur  ii  l'Université,  à  Athènes  (Grèce). 

1901.  STETSO.N  (Orlando),  à  Franklin  (Massachusetts,  États-Unis). 

1898.  STORRER  (Cari),  professeur  à  l'Université,  Davcsgade,  1 4,  à  Christiania  (Norvège). 

1903.  SDCIIAR,  docteur  es  sciences,  rue  Saint-Lszarc,  43,  à  Paris  (8*). 

1904.  SUDRIA,  professeur  à  l'École  pratique  d'électricité  industrielle,  rue  Ernest-Renan,  28, 

à  Paris  (i5«). 
1904.     SljXDXA5i,    maître  de   conférences  à   l'Université  d'Hclsingfors,    Villagatan,   2,    Hos 
Roscnqvist  (Finlande). 
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SYLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (NorYèce). 

TANNBNBBRC  (de),  rue  d'Assas,  ii8,  à  Paris  (6*). 

TANIIKIT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  sous-directeur  de  l'École  Normale 

supérieure,  rue  d'UIm,  ^5,  à  Paris  (5*). 
TABRY  (Gaston),  boulevard  Pereire,  177,  à  Paris  (17*). 
TBBBIBB,  professeur  au  collè(je  Chaptal,  avenue  Léonie,  i,  à  Saint-Cloud  (S.*et-0.). 

TUYBADT  (Alexandre),  docteur  es  sciences,  professeur  au  l)'cé6  Carnot,  rue  du  Ro- 
cher, loi,  k  Paris  (8*). 
1873.    TISSOT,  ancien  examinateur  d'admission  à  TEcole  Polytechnique,  à  Voreppe(  Isère). 
1896.    TISSOT,  enseigne  de  vaisseau,  professeur  au  Borda,  &  Brest  (Finistère). 

1896.  TOBBBS,  membre  de  TAcadéoiie  des  Sciences,  Yalçame  Dios,  3,  à  Madrid  (Espagne). 
1893.    TOIICHB,   lieutenant-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  Truflault,  23,  à  Paris  (17*). 
1872.    TBBSCA,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées  en   retraite,  rue   du   général 

Henrion-Kertbier,  7,  à  Neuill y-sur-Seine  (Seine). 
1893.     YALLBB-rODSSIiN  (Cu.-J.  db  la),  professeur  k   l'Université,  rue  Léopold,  38,  à  Lou- 
vain  (Belgique). 

1904.  YAX  BKUBBN,  lieutenant  du  génie,  avenue  Maca^,  16,  à  Bruxelles. 

1905.  VAN  YLBCK,  professeur  de   Mathématiques.  Hesleyan  University,  à  Middletown  (Con- 

necticut,  Etats-Unis  ). 

1897.  YASSILAS-VITALIS  (J.)»  professeur  à   l'Ecole  militaire  supérieure,  rue  Epicurc,  36,  à 

Athènes  (Grèce). 

1898.  YASSILIBF,  président  de  la  Société  physico-mathématique,  à  Kasan  (Russie). 
1901.     YBSSMT,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  chemin  des   Granges,  ^S,  k  Lyon. 
1888.     VOLTBBBA  (  Vlto),  professeur  à  rUniversité,  via  Lucina,  17,  à  Rome. 

1904.  YOBONOÏ,  professeur  à  l'Université,  rue  Yilcza,  t8,  h  Varsovie  (Russie). 

1900.  YOIBBBT,  éditeur,  boulevard  Saiut-Germain,  63,^  à  Paris  (5*). 

1880.  WALCUBABB,  ingénieur  en  chef  des  mines,  boulevard  St-Germain,  218.  à  Paris  (7*). 
1879.  WEILL,  directeur  du  collège  Chaptal,  boulevard  des  Batignolles,  45,  à  Paris  (8*). 
1878.  WIIBM  DB  BOIILLY,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Balzuc,7,  à  Paris  (8*). 

1882.    ZABOUDSKl,  membre  du  Comité  d'artillerie  et  professeur  à  l'Académie  d'Artillerie,  rue 

Znamenkaia,  aa,  à  Saint-Pétersbourg  (Russie). 
1890.    ZABBSBA»  docteur  èa  sciences,  professeur  à  l'Université  de  Cracovie  (Autriche). 
1903.     ZBBYOS,  docteur  de  l'Université,  rue  Filis,  7,  à  Athènes  (Grèce). 

1881.  UOTBBN,  professeur  k  l'Université,  Rose uvonget,  Sa nct-Kanutkestrœde,  11,  à  Co- 

penhague (Danemark). 
1898.    ZIWET,  South  lugalls  street,  644,  à  Ann  Arbor  (Mîchigan,  ÉUtsUnis). 
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SOCIETAIRES    PRRrKTURLS. 


ACKERiANN-TElB^IEB,  à  Leipzig.-  BBNOIST  (décédé).  -  BIBDRLLK,  à  Rios. -  BlElVAYME 
(décédé).  —  BIOCHE,  à  Paris.  —  BISCHOrrSflKlM,  à  Paris.  ^  BOBEBIL  (vioomte  R.  do), 
à  Rennes.  ^  BOBCBABOT  (décédé).  -  BOBEL,  à  Paris.  —  BBOCARD,  à  Bar-le-Duc.  — 
GANBT,  à  Taris.  —  CABVALLO,  à  Paris.  —  CRASLBS  (décédé).  —  CLAODE.LAreflTiiKB, 
à  Paris.  —  COnON,  h  Grenoble.  —  FOIBET,  à  Paris.  -  CAUTBIER-YILLABS  (décédé).  — 
COURSAT,  à  Paris.  —  RALPIIEN  (décédé).  —  HALSTEB,  à  Austin.  —  HADAHARO,  à  Paris. 

—  RATON  BE  LA  COOPILUÈRE,  à  Parts.  —  HERIITE  (décédé).  —  IIIRST  (décédé).  — 
UOTT,  à  Paris.  — JORDAN,  à  Paris.  —  LAPPON  DE  LADÉBAT  (décédé).  —  LÉAUTÉ,  à  Paris. 

—  MAILLET,  h  Bourg-la-Reine.  —  HANNREIM,  à  Paris.  -  DE  MENDIZABAL  TAHBOBEL,  à 
Mexico.  —  MBRCEBEAU,  à  Paris.  —  D'OCACNE,  à  Paris.  -  PEBOTT,  à  Worcester.  — 
PERRIN,  à  Paris.  —  POINCARÉ,  k  Paris.  —  POLICNAG  (prince  C.  de),  à  Radmannsdorff.  — 
RArrV,  à  Paris.  —  SALTYKOW,  à  Kiew.  —  SÊLIVANOPP,  à  Saint-Pétersbonrg  —  SPAKRB, 
(comte  M.  dk),  à  Saint-Gcor(res-de-Reneins.  »  SYLOW,  à  FrederiIcKhaid.  —  TANNER V 
(Paul)  (décédé).  —  TARRY  ( G.),  à  Paris.  —  TCRBBICIIEP  (décédé).  —  VIELLABD  (décédé). 


LISTE 


PRÉSIDENTS  DE  LA  SOCIÉTÉ  NATIIÉMATIQUE  DE  FltAKE 


DEPUIS   SA    FONDATION. 


HH. 

HN. 

1873 

CI1ASLI<&. 

1890 

ilATON  DE  LA  fiOUPILLIBRE 

1874 

LAPPON  DE 

LADÉRAT. 

1891 

COLLICNON. 

1875 

BIENAYMÉ. 

1892 

VIGAIRE. 

1876 

DE  LACOUBNERIE. 

1893 

nUHBERT. 

1877 

MANNHEIIH. 

1894 

PlCaUET. 

1878 

DABBOUX. 

1895 

COURSAT. 

1879 

0.  BONNET. 

1896 

kCNlCS. 

1880 

JOBDAN. 

1897 

PICARD. 

1881 

LACUEBBE. 

1898 

LECORNU. 

1882 

HALPHEN. 

1899 

CUYOU. 

1883 

ROUCRE. 

1900 

POINGARE. 

1884 

PICARD. 

1901 

D'OCACNE. 

1885 

APPELL. 

1902 

RAPFY. 

1886 

POINGARÉ. 

1903 

PAINLEVË. 

1887 

POURET. 

1904 

GARVALLO. 

1888 

LAISANT. 

1905 

ROREL. 

1889 

ANDRÉ  (DÉSIRÉ). 
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Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam. 
Amsterdam. 
Amsterdam. 

B&ie 

liaitimoro.  . 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Bologne. . . . 

Bordeaux..  . 

Bruxelle». . . 

Bruxelles... 
Cambridge. 
Cambridge  . 
Christiania. 
Coimbre.  . . 

Copenhague 
Craeovie. . . . 
Edimbourg. 
Edimbourg. 

Gand 

Gôttingen . . 

Halifax 

Hambourg.. 

Harlem 

Helsingfors. 

Kansas 

Kasan 

Kharkov. . . . 
Kharkov.. . . 
La  Haye 

Leipzig 

Leipzig 

Leipzig 

Leipzig 


Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Revue  semestrielle  des  publications  mathéma- 
tiques, 

Naturforschende  Gescllschaft. 

American  Journal  of  Matkematics , 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Archiv  fur  Mathematik  und  Physih. 

Jahrbuch  iiber  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matik. 

Journal  fiir  die  reine  und  angewandte  Ma- 
thematik. 

Académie' dos  Sciences  de  l'Institut  de  Bo- 
logne. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturclleb 
de  Bordeaux. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Beaux- Arts  do  Belgique. 

Société  scientifique  de  Bruxelles. 

Cambridge  philosophical  Society. 

Annals  of  Matkematics. 

Arckiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab. 

Annats  scienti^cos  da  Acadrn*ia  Poljtech- 
nica  Jo  Porto. 

Nyt  Tidsskrift  for  Mathematik. 

Académie  des  Sciences  de  Crncovio. 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  mathématique  d'iîdirabourg. 

Mathesis. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Gottingon. 

Nova  Scotian  Institute  of  Science. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Université  de  Kansas. 

Société  physico-mathénialique. 

Annales  de  l'Université. 

Société  mathématique  de  Kharkov. 

Archives  néerlandaises  des  Sciences  exactes 
et  naturelles. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 

Mathematische  Annaîen. 

Archiv  der  Mathematik  und  Phjrsik. 

Bibliotheca  mathcmatica. 


Pays-Bas. 
Pays-Bas. 

Pays-Bas. 

Suisse. 
États-Unix. 
Allemagne. 
Allemagne. 

Ailemagno. 

Allemagne. 

Italie. 

France. 

Belgique. 

Belgique. 

(irande-Bretagne. 

Massachusetts. 

Norvège. 

Portugal. 

Danemark. 

Autriche. 

Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne. 

Belgique. 

Allemagne. 

N  "•-Ecosse  (Canada) 

Allemagne. 

Hollande. 

Finlande. 

États-Unis. 

Russie. 

Russie. 

Russie. 

Pays-Bas. 
Allemagne. 
Allemagne. 
Allemagne. 
Allemagne. 
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Lidge 

LiTouriie 

Londres 

Londret 

Londres 

Liizembourc 

Marseille 

Mexico 

Milan 

Moscou ' 

Munich • 

Naples < 

NeW'Haven 

New-York 

Odessa 

Palerme 

Paris 

Pari» 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Parw 

Pise 

Pise 

Pise 

Prague 

Prague 

Prague 

Home 

SainuPétersbourg 

Stoekholm 

Tokyo  

Toulouse 

Turin 

Upsal 

Varsovie 

Venise 

Vienne , 

Vienne 

Washington 

Zurich 
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Société  Royale  des  Sciences. 

Periodieo  di  Matematica . 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Londres. 

Société  Royale  de  Londres. 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

AnnalcB  de  la  Faeuhédes  Scieneet  de  Marseille. 

Sociedad  cienlifica  Antonio  Alzate. 

Institut    Royal    lombard  des    Sciences  et 

Lettres. 
Société  mathématique  de  Moscou. 
Académie  des  Sciences  de  Munich. 
Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et 

mathématiques  de  Naples. 
Académie  des  Sciences  et  Arts  du  Connec- 

ticut. 
American  mathematical  Society. 
Société  des  naturalistes  de  la  Nouvelle-Russie. 
Rendiconii  del  Circolo  materoatico. 
Académie  des  Sciences  de  Paris. 
Association  Trançaise  pour  l'avancement  des 

Sciences. 
Société  philomathique  de  Paris. 
Bulletin    des  Sciences    mathémaiiquee. 
Journal  de  t École  Polytechnique, 
Institut  des  Actuaires  français. 
Intermédiaire  des  Mathématiciens, 
École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 
Université  Royale  de  Pise. 
lllfuovo  Cimento. 
Académie  des  Sciences  de  Bohème. 
Casopis  pro  péstovâni  nuuhematikj  a  fysikj , 
Société  mathématique  de  Bohème. 
Académie  Royale  des  Lincei, 
Académie  Impériale  des  Sciences. 
Acta  Mathematica, 
Mathematico-physical  Society. 
Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Tou* 

louse. 
Académie  des  Sciences. 
Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal. 
Pracc  Matcmatyczno  Fizyczne. 
Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres 

et  Arts. 
Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 
Monatshe/te  fur    Mathematik    und  Physik, 
Philosophical  Society. 
Naturforscheude  Oeseilschafl. 


Belgique. 

Italie. 

Grande-Bretagne  ^ 

Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne . 

Luxembourg. 

France. 

Mexique, 

Italie. 
Russie. 
Bavière. 

lUlie. 

ÉUU-Unis. 
ÉUts-Unis. 

Russie. 

Italie. 

France. 

France. 

France. 

France. 

France. 

France. 

France. 

lUiie. 

lUlie. 

Italie. 

Autriche. 

Autriche. 

Autriche. 

lUlie. 

Russie. 

Suède. 

Japon* 

France. 
Italie. 
Russie. 
Suède. 

luIie. 

Autriche. 

Autriche. 

États-Unis. 

Suisse. 
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Publication  trimestrielle. 


BULLETIN 


PB     LA^ 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE 

DE  PRANCE 


PUBLIÉ 

PAR  LES   SECRÉTAIRES. 


S'aJresser,   pour  la  rédaction,  à  M.  Raffy,  rue  Pierre-Nicole,  7,  Paris,  5*  ; 
pour  la  dislributioD,  à  M.  Grévy,  rue  Saint-Placide,  62,  Paris,  6*. 


TOME    XXXIV.    ~    FASCICULE    I. 


PARIS, 
AU    SIÈGE    DE   LA    SOCIÉTÉ, 

A     LA.    SORBONNK. 
1906 


I 


MM.  les  Membresde  la  Société  sont  priés  d'adresser  leur  cotisation  à  M.  Claude-Lafontaine, 
banquier,  rue  de  Trévise,  n*  32,  à  Paris , Trésorier  de  la  Société.  ^ 

On  s'abonne  et  Ton  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  au  siège  de  la  Soqtj^ézêd  à/ifej-iiiCS^'y^.^ 
Ganthier-Villars,  55,  quai  des  Grands-Augustius,  Paris.  ^ 


Les  séancoB  de  la  Société  mathématique  ont  lieu  les  premier  et  troi- 
sième jeudis  de  chaque  mois  à  9  heures  du  soir. 

Depuis  le  1"^.  mars  ■  190Ûr  les  «éances^de  la  Société  ont  Ueu  dans  une 
salle  de  la  Faculté  des  Sciences  Centrée  place  de:  la  Sorbonne/  escalier 
tout  au  boutide  la  gàleriey  deuxième  étage  à  droite). 

Les  Membres  <  de  la  Société  ont' dû  recevoir  une  carte,  portant  le 
timbre  du  Secrétariat,  leur  donnant  accès  à  la  Bibliothèque  de  l'Uni- 
▼ersité,  et  fournissant  à  ce  sujet  les  renseignements  nécessaires:  ceux 
qui  ne  l'auraient  pas  reçue  sont  priés 'd'en  informer  le  Secrétariat. 

La  correspondance  peut  être  adressée,  soit  à  la.  Faculté  des  Sciences, 
place  de  la  Sorbonne,  soit  au  domicile  de  l'un  des  secrétaires,  de  pré- 
férence à  M.  Grévy,  sauf  ce .  qui  concerne  la  rédaction  du  Bulletin, 
..qui  doit  être  adressé  de  préférence>à.M.  RaBy. 


•AVIS. 


'Dans  sa  séance  du '2  février  i883,  le  Conseil  de  la  Société  ma- 

.  thémalique  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  loùl  Membre  de  la 

Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  An  Bulletin  aura  le 

droit  personnel  de  le  faire,  une. seule  fois  pour  chacun  des  volumes 

•  publiés  avant  son  admission,  aux  prix  suivants  : 

Le  volume. 

fr 

Dix  volumes  auimoiRS 4 ,60 

'pe  cinq  à  neuf  volumes 5, 00 

Moins  de  ciqq  volumes 6,00 


Dans  sa  séance  du  28  février  1900,  le  Conseil  de  la  Société 
•  nMtbéma tique  de  France  a  décidé  qu*à  l'avenir»  tout  Membre  de 
fia  Société,  auteur  d'un  iid^y M  quelconque  inséré  dd.n^  le  Bulle- 
(  tin  et  désirant  en  obtenir  'des  tirages  à  parL^  devra  en  faire  la 
«  demande  en  retoumant  l'épreuve  corrigée.  * 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  paiS  cinquante,  les  frais  du 
1  tirage  à  part  seront  faits  par  la'Société. 


Conformément  à  des  décisions  prises  »  par  le<  Conseil  et  par  la 
«  Commission  d'impression  : 

i*»  Le  BaUetiny  depuis  île  Tome  XXVII,  i paraît  tous  les 
trois  mois; 

2''  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  au  Bulletin  sont 
instammant' priés  d'inscrire  en  tète  de  leurs  manuscrits  la 
classification  que  leur  assigne,  d'après  le  sujet  traité,  V Index  du 
Répertoire  hihlio  graphique  des  Sciences  mathématiques  ; 

3°  !  Ils  sont  également  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  pos- 
sible, la  proportion  de  une  figure  pour  quatre  pages  de  texie 
imprimé. 
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DE    LA  ^   ^^V^^ 

SOCIÉTÉ   MATHÉMATiaUE   DE  FRANCE. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  2  NOVEMBRE  1905. 

PRKSIDKNCI^  1>K   U.    BORICK. 

Communications  : 

M.  Andojer  :  Sur  C éclipse  de  Soleil  du  3o  août  igoS. 
M.  Lecornu  :  Sur  Vherpolodie, 

M.  Fontené  :  Sur  une  configuration  remarquable  dans  Ves- 
pace. 

M.  de  Sparre  adresse  une  Note  au  sujet  du  valet  de  menuisier 


SÉANCE  DU  16  NOVEMBRE  1903. 

PRKSIDRNCK   DK   M.   BORKL. 

Communications  : 

M.  Hadamard  :  Sur  les  caractéristiques  des  systèmes  aux 
dérivées  partielles. 

M.  Frcchet  :  Sur  ta  formule  dUnterpolation  de  M.  BoreL 

M.  Suchar  ;  Sur  les  lois  de  force  centrale  qui  font  décrire  à 
un  point  matériel  une  conique. 

M.  Hadamard  |)réseiilc  quelques  observations  à  ce  sujet* 


XXXIV. 
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SÉANCE  DU  7  DÉCEMBRE  1905. 

PRBSIDENCB  DB  M.   DRICARD. 

Élections  : 
.    Sont  élus,  à  runanimilé,  membres  de  la  Société  :  M.  Barré, 
présenté  par  MM.  Clairin  et  Demartres;  M.  Denjoy,  présenté  par 
MM.  Baire  et  Borel;  M.  Van  VIeck,  présenté  par  MM.  Hadamard 
et  Borel. 

Communications  : 

M.  Hadamard  :  Conférence  sur  la  théorie  des  équations  aux 
dérivées  partielles  linéaires. 

M.  de  Sparre  adresse  une  Note  au  sujet  du  frottement  de 
glissement, 

SÉANCE    DU    21    DÉCEMBRE    100.%. 

PRBSIDUNCB   DB   M.   TOUCHB. 

Communications  : 

M.  Falou  :  Sur  un  point  de  la  théorie  arithmétique  des  formes 
quadratiques  binaires. 

M.  Andoyer  :  Sur  la  discussion  des  problèmes, 
M.  Fouchc  :  Sur  le  théorème  de  Dupin, 


SÉANCE  DU  11  JANVIER  1906. 

PRÉSIDENCE   DB   M.   BOREL. 

La  Société,  réunie  en  Assemblée  générale,  procède  au  renou- 
vellement de  son  Bureau  et  à  Télection  de  membres  du  Conseil. 
Elle  entend  et  approuve  le  Rapport  de  la  Commission  des  finances 
sur  Pexercice  i 904-1905. 

Communications  : 

M.  Suchar  :  Sur  les  lois  de  force  centrale  qui  font  décrire 
à  un  po in t  ma térie lune  con iq ue . 

M.  Raffy  :  Sur  Inéquation  d^Ossian  Bonnet  pour  le  problème 
de  la  déformation,  considérée  comme  équation  de  Laplace. 

M.  Hadamard  :  Sur  les  transformations  planes. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  UNE  CONFIGURATION  REMARQUABLE  DANS  ^ESPACE; 
Par  M.   G.  Fowtené. 

I. 

1.  Définition  d'un  octuple  gauche  complet.  —  Les  trois 
couples  de  sommets  d'un  quadrilatère  complet  sont  trois  couples 
de  points  tels  que  la  droite  joignant  un  point  du  premier  couple 
à  un  point  du  deuxième  couple  passe  par  un  point  du  troisième 
couple;  le  nombre  de  ces  droites  est  2  x  2.  La  figure  corrélative, 
en  géométrie  plane,  est  le  quadrangle  avec  ses  trois  couples  de 
côtés,  L'exiension  à  l'espace  va  donner  une  figure  qui  est  sa  propre 
corrélative. 

(Le  lecteur  fera  bien  de  se  familiariser  immédiatement  avec  la 
figure  I,  où  Ton  voit  nettement  deux  quadrangles  situés  dans  les 


Fig. 


plans  P4  et  P^,  deux  autres  dans  les  plans  Pi  et  P^  et,  avec  un  peu 
d'attention,  deux  encore  dans  les  plans  P2,  P^,  deux  dans  les 
plans  Pa,  P^,  d'après  les  indications  du  Tableau  ci-après.  Les 
deux  contours  quadrangulaires  4^4'^'  et  3  i  3'i,  par  exemple, 
sont  des  contours  gauches.) 
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Soient  dans  V espace  quatre  couples  de  points 

<i  T),  ■  (a  2'),      (3  3'),      (4  4'), 

tels  que  le  plan  déterminé  par  un  point  du  premier  couple,  un 
point  du  deuxième  couple  et  un  point  du  troisième  couple, 
passe  par  un  point  du  quatrième  couple;  le  nombre  de  ces 
plans  est  '^  x  2  x  a,  et,  si  run  d^eux  est  (i  :i3  4),  l^s  sept 
autres  sont  (i2  3'4'),  ...,  (i'2'3'4')j  '^  nombre  des  accents 
étant  pair. 

Ces  plans  forment  quatre  couples  : 

P,  =  (4  i  l'-i'h  Pi  =  (4'i''-*  3), 

P,=  (4  1  3'i'),  P;  =  (4'2'3  I  ), 

P,=  (4  3  r^'),  Pi  =  (4'3'i  2), 

P4=(i  a  3  4),  Pi  =  (i'2'3'4'); 

et,  coimÉLATivEMEJST,  CCS  quatre  couples  de  plans  sont  tels  que 
le  point  commun  à  trois  plans  pris  dans  les  trois  premiers 
couples  appartient  à  un  plan  du  quatrième  couple  : 

i  =  (PvP,p;pi),      i'=(p;p;p,p,), 

Chacun  des  8  plans  contient  quatre  des  8  points,  et  par  chacun 
des  8  points  passent  quatre  des  8  plans» 

Nous  nommerons  la  figure  ainsi  définie  un  octuple  gauche 

COMPLET. 

2.  Conditions  et  paramètres. — Les  8  conditions  apparentes 
imposées  aux  8  points  fihr  V existence  des  8  plans  se  réduisent 
à  7  ;  la  figure  dépend  de  paramètres  en  nombre  3x8  —  7=17. 

En  effet,  soient  donnés  trois  couples  de  plans  (Pj,  P'^),  (Pj?  l^i)> 
(PsjP!,)  formant  un  hexaèdre  avec  ses  quatre  couples  de  sommets 
(1,  i')('^>  2'),  (3,  3'),  (4,  40;  le  trièdre  Pj,  Pa,  P3  aura  pour  som- 
met le  point  4,  et  pour  arêtes  les  droites  4  i',  4  2',  4  3'.  Ces  8  points 
communs  à  trois  quadriques  (P^,  P',),  ...  sont  8  points  de  Lamé; 
dès  lors,  si  Ton  suppose  que  les  4  points  i,  2,  3,  4  î»ont  dans  un 
même  plan,  la  même  chose  a  lieu  pour  les  4  autres.  Un  raisonne- 
ment corrélatif  peut  être  fait  en  parlant  d'un  octaèdre.  On  se 
rappellera  que  les  8  points  du  système  sont  8  points  de  Lamé;  les 
8  plans  du  système  soûl  de  même  8  plans  de  Lame. 


Digitized  by 


Google 


—  5  - 

3.  Divers  points  de  vue.  —  a.  Le  couple  de  plans  (V^^  V\) 
contient  deux  quadrangles  1284  et  §'2' 3' 4'»  t.els  que  deux 
côtés  de  notations  différentes  2  3  et  4'»'  sont  dans  un  même 
plan,  et  coupent  par  suite  en  un  même  point  la  droite  d'in- 
tersection des  deux  plans;  on  a  ainsi  les  8  plans  P. 

Si  Ton  se  donne  les  plans  P,  et  P'^,  avec  le  c|iiadrangle  1  2  3  4?  cl 
si,  par  les  points  P«,  Pj,  P3  où  les  droites  4  »  j  4  2»  4  3  rencontrent 
l'arête  du  dièdre,  on  mène  3  droites  dans  le  plan  P'^,  de  manière  ù 
former  le  triangle  i'2'3',  on  peut  démonlrer  direclement  ceci  : 
P|,  Pj,  Pj  étant  les  points  où  les  côtés  dn  triangle  1  2  3  rencontrent 
Tarête  du  dièdre,  les  trois  droites  qui  joignent  respectivement  ces 
points  aux  points  1',  2',  3'  concourent  en  un  même  point  4';  il  y  ^ 
là  une  condition  remplie  d'elle-même.  (Les  notations  P|,  P2,  .. ., 
qui  représentent  réellement  des  plans,  ont  été  employées  ici  pour 
représenter  les  sommets  d'angles  contenus  dans  ces  plans.) 

b.  Si  Ton  partage  les  8  points  en  2  couples,  de  manière  que 
chaque  couple  renferme  les  4  indices  et  un  nombre  impair  d'ac- 
cents, on  obtient  deux  tétraèdres  dont  chacun  est  inscrit  à 
l'autre  :  tels  sont  les  tétraèdres  i'2  3  4  et  i  2'3'4';  on  ^  h\cn  les 
8  plans  P.  La  figure  donne  4  couples  de  tels  tétraèdres.  M.  G. 
Humbert,  dans  un  Mémoire  inséré  au  ^f///e/m  (t.  XXXIT,  i()o4, 
p.  i4o-i44))  9  rencontré  des  couples  de  tétraèdres  dont  chacun  se 
trouvait  être  inscrit  à  l'autre  par  la  nature  de  la  question  étudiée, 
et  il  a  observé  que  les  8  sommets  et  les  8  plans  des  faces  pouvaient 
se  grouper  quatre  à  quatre  de  trois  nouvelles  manières  pour  former 
deux  tétraèdres  analogues. 

c.  On  a  considéré  jusqu'ici  les  points  et  les  plans  du  sjstèine. 
Considérons  les  droites  qui  joignent  2  points  n'appartenant  pas  à 
un  même  couple;  ce  sont  en  même  temps  les  droiles  d'intersection 

de   2  plans  n'appartenant  pas  à  un  même  couple;  leur  nombre 

6x8  ,.  ,  .  ,  .., 

est ou  24,  puisque  chaque  point,   par  exemple,  est  joint  a 

6  autres.  Ces  24  droites  se  partagent  en  3  groupes  de  8,  que 
nous  appellerons  les  groupes  I,  II,  111,  et  chaque  groupe  se  sub- 
divise en  2  sous-groupes;  les  droites  du  groupe  I,  par  exemple, 
sont 

(  4  ».      4'i',      '^  3',      ï^, 

i  ',  r.     4'i,     V»  s,     2' 3'. 
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(p„po,    (Pi,p;),    (p«,Pi),    (Pi.p»)i 
(p„p,),    (Pi, Pi),    (p*,p;),    (Pi,Pi). 

Les  8  droites  d\in  même  groupe  sont  8  génératrices  d^un 
hyperboloïde,  4  dUin  système  et  4  de  Vautre;  la  droite  4  i  ou 
(P4,  Pi),  par  exemple,  rencontre  les  4  droites  4 'S  4''»  (P4P'i)> 
(P[^Pi).  Les  8  droites  du  groupe  I  (marquées  d'un  trait  sur  la 
figure  i)  forment  sur  un  hj^perboloïde  H|  deux  contours  quadran- 
gulaîres  4  1  4'  >'  et  2  3  p/S'aj'ant  pour  sommets  les  8  points  du  sj^s- 
tème;  ces  mêmes  droites  forment  deux  autres  contours  quadran- 
gulalres  dont  les  plans  des  angles  sont  P4,  P,,  P'^,  P'^  et  Pj,  P3, 
P!j,  P',.  Chacun  des  groupes  II  el  III  donne  des  résultats  ana- 
logues. 

Sur  la  figure  2,  où  la  disposition  des  8  points  n'est  pas  la  même 

Fig.  a. 


que  dans  la  figure  i  (déplacement  des  points  1  et  i'),  on  a  repré- 
senté seulement  les  groupes  de  droites  II  et  III,  que  l'on  aura  à 
combiner  plus  loin;  on  voit  nettement  rii}'perboloïde  du  groupe  II 
avec  les  deux  contours  4  2  4'^')  3i3'i'  et  les  deux  contours 
P4P2P;P;,  PaPiP;?;  ;  rhvperboloïde  du  groupe  III  ne  se  détache 
pas,  mais  les  cpn tours  4  3  4' 3',  i  2  1^2'  et  P4P3P;P'3  PiP^P'.P; 
sont  bien  visibles  (les  derniers  au  centre  de  la  figure). 

Les  17  paramètres  sont  les  9  paramètres  de  Thypcrboloïde  Hj, 
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par  exemple,  ci  les  8  paramèlres  des  généralrices.  On  oblient  en- 
core ce  nombre  de  17  paramèlres  en  observant  que  les  16  condi- 
lîons  d'inlerseclîon  des  8  droites  du  groupe  II,  par  exemple,  se 
réduisent  à  i5  conditions  distinctes  (82  —  15  =  17);  la  16°  condi- 
tion est  remplie  d'elle-même. 

d.  Chacun  des  8  plans  P contient,  par  définition,  un  quadrangic; 

le  nombre  des  côtés  de  ces  quadrangles  est ou  24,  chaque 

côté  étant  commun  à  deux  quadrangles.  Chacun  de  ces  quadrangles 
emprunte  un  couple  de  côtés  à  chacun  des  groupes  I,  II,  III,  et 
donne  lieu  à  trois  contours  quadran  gui  aires  en  négligeant  l'un 
des  couples  de  côtés.  (Corrélativement,  chacun  des  8  points  du 
système  est  le  sommet  d'un  angle  tétraèdre  complet  donnant  lieu  à 
trois  angles  tétraèdres  ordinaires.) 


Fig.  3. 


Si   le   groupe   négligé   est,    par    exemple,   le   groupe    [,    on   a 
ceci  (Jig-  3)  :  Les  huit  quadrilatères 


4213, 
4^  i'3', 


4' 2  I  3', 
4' 2  i'3, 


4'2'i'3', 
4'a'i  3, 


4  a'i'3; 
4  a'  I  3' 


sont  les  faces  d^ un  polyèdre  IIi,  lequel  a  8  sommets ,  8  faces, 
16  arêtes^  les  faces  étant  groupées  quatre  par  quatre  autour 
de  chaque  sommet.  Les  8  points  et  les  8  plans  d'un  octuple 
gauche  complet  sont  ainsi  les  sommets  et  les  plans  des  faces  de 
trois  polyèdres  dilTércuts  de  l'espèce  indiquée. 
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(Avec  la  figure  i,  si  l'on  néglige  les  droites  dti  groupe  111,  les 
8  faces  du  polyèdre  U»  sont  les  quatre  quadrilatères  convexes 
4  1  3  2,    2  3  i'4'9   •••?   6t   les  quatre  quadrilatères  à  côtés  croisés 

4  i'3'2,  23'i4',  •...) 

Ces  polyèdres  à  8  sommets,  8  faces,  i6  arêtes,  rentrent  dans  la 
catégorie  des  polvèdres  homogènes  de  genre  un  (F-f-S=A), 
que  j'ai  considérés  en  vue  de  l'extension  à  Tespace  du  théorème 
des  polygones  de  Poncelet  {Bulletin j  t.  XXXII,  p.  284).  Les 
polyèdres  homogènes  de  genre  un  comprennent  des  polyèdres 
tétragonaux,  dont  les  faces  sont  des  quadrilatères  assemblés  4 
par  4  autour  de  chaque  sommet;  pour  ceux  que  j'avais  indiqués 
tout* d'abord,  le  nombre  des  faces  est/?y,  /?>3,  <7>3.  M.  Bricard 
a  signalé  le  premier  le  polyèdre  de  la  (y^vive  ^  {Nouvelles  Annales, 
4®  série,  t.  IV,  p.  554);  j'ai  ensuite  retrouvé  ce  polyèdre  en  fai- 
sant /?  =  4,  <7  =  4  et  en  supposant  que  les  sommets  se  confondent 
deux  à  deux  {Bulletin,  t.  XXXIII,  p.  1 15;  la  figure  donnée  à  cet 
endroit  représente  un  polyèdre  identique,  comme  disposition,  au 
polyèdre  Uj  de  la  figure  1  dont  il  est  question  ci-dessus). 

II. 

4.    OCTUPLES   GAUCHES   COMPLETS,   EN  NOMBRE   TIUPLEMENT  INFINI, 
INSCRITS   A    UNE   BIQU ADRATIQUE.    CoUPLES  DE  POINTS  EN    INVOLUTION 

SUR  UNE  biquadratique;  TROIS  SÉRIES.  —  La  considération  des  qua- 
drilatères complets  inscrits  à  une  cubique  plane  introduit  pour  une 
telle  courbe  une  correspondance  bien  connue  {couples  steineriens) 
et  Ton  sait  avec  quelle  élégance  les  fonctions  elliptiques  expriment 
la  relation  entre  deux  points  associés.  Une  correspondance  ana- 
logue S' introduit  pour  une  biquadratique  gauche  par  la  consi- 
dération des  octuples  complets  qui  lui  sont  inscrits;  M.  Htim- 
bert,  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  a  rencontré  cette  correspondance 
par  l'intermédiaire  de  quadriques  que  nous  retrouverons  au  para- 
graphe III,  et  en  considérant,  connue  il  est  dit  plus  haut,  des  sys- 
tèmes de  deux  tétraèdres  inscrits  Tun  dans  l'autre  :  il  y  a  intérêt  à 
établir  la  correspondance  en  question  sans  le  secours  de  ces  qua- 
driques. On  peut  d'ailleurs  donner  à  une  telle  correspondance  le 
nom  iVinv'olution,  et  ces  in  vol  niions  sont  au  nombre  de  trois; 
nous  les  nommerons  à  l'occasion  -'>',  .">",  A"', 
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Appe\ons  biquadraligue ponctuelle  la  courbe  d'înlerseclion  de 
deux  quadriqnes,  et  biquadralique  tangentielle  la  courbe  dont 
les  plans  osculateurs  sont  les  plans  tangents  communs  à  deux  qua- 
drîques  (arête  de  rebroussement  de  la  dëveloppable  circonscrite 
aux  deux  quadriqucs);  Tune  ou  Tautre  de  ces  courbes  dépend  de 
i6  paramètres.  Toute  biquadratique  ponctuelle  qui  passe  par  7 
des  8  points  d'un  octuple  gauche  complet  passe  par  le  8®;  il  passe 
donc  par  ces  8  points  des  biquadratiques  ponctuelles  en  nombre 
doublement  infini.  De  même,  toute  biquadratique  tangentielle  qui 
admet  pour  plans  osculateurs,  etc.  ;  il  existe  donc,  en  nombre  dou* 
blement  infini,  des  biquadratrqu.es  tangenlielles  admettant  pour 
plans  osculateurs  les  8  plans  d'un  octuple  gauche  complet. 

L'ensemble  d^m  octuple  gauche  complet  et  d'une  biquadralique 
circonscrite  dépend  ainsi  de  17  +  2  ou  19  paramètres.  Si  l'on  se 
donne  la  biquadratique  (16  paramètres)  et  un  plan  (3  paramètres) 
qui  la  coupe  aux  4  points  i,  2,  3,  4;  il  existe  donc  sur  la  biqua- 
dratique 4  autres  points  i',  2',  3',  4'?  formant  avec  les  premiers  un 
octuple  gauche  complet.  La  question  est  de  savoirs!  la  position  du 
point  1'  dépend  uniquement  de  la  position  du  point  1.  Or,  dési- 
gnons par  a  l'argument  elliptique  d'un  point  de  la. biquadratique, 
la  représentation  paramétrique  étant  supposée  telle  que  les  argu- 
ments de  quatre  points  de  la  courbe,  situés  dans  un  même  plan, 
aient  une  somme  nulle;  soit  co  l'une  des  trois  demi-périodes  des 
/onctions  elliptiques  introduites.  Les  arguments  des  quatre  pre- 
miers points  étant  ai,  a^,  . . .,  si  l'on  prend 

riijrpothèse 

donne  six  égalités  telles  que 

«1-+- «i-f- «i-h  «4^  o        (modacj), 
et  une  dernière  égalité 

a', -4- a, -h  «i -4- «i  =  o        (mod2(u); 
réciproquement,  même  si  l'on  se  borne  aux  cinq  plans 

(12  3  4),      (i'-2  3  4').      (1/3  4'),      (I  2  3'4')«      (i'2'3'4'). 
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c'est-à-dire  si  Ton  part  du  plan  i  ti  3  4  et  du  point  6!  pour  déter- 
miner les  points  i',  2',  3',  et  obtenir  un  plan  \*7!V  passant  parle 
point  4')  on  obtient 

a|  =  a|H-ci),        .... 

Les  arguments  des  4  couples  de  sommets  d'un  octuple  gauche 
complet  inscrira  une  biquadratique  sont  donc  «i  et  af  +  co,  a^ 
et  a2  -I-  co,  . . .,  ce  qui  démontre  le  fait  annoncé;  deux  points  asso- 
ciés ont  des  arguments  qui  diffèrent  de  o>.  Les  octuples  gauches 
complets  inscrits  à  une  biquadratique  dépendent  de  3  paramètre^. 

On  aurait  des  faits  corrélatifs. 


IlL 

5.  Octuples  gauches  complets,  en  ivombre  doublement  infini, 
inscrits  a  une  biquadratique  et  circonscrits  a  une  quadrique. 
—  Un  quadrilatère  complet  étant  inscrit  à  une  cubique  plane,  si 
Ton  inscrit  une  conique  à  ce  quadrilatère,' il  existe  une  infinité  de 
quadrilatères  complets  inscrits  à  la  cubique  et  circonscrits  à  la 
conique;  le  système  de  la  cubique  et  de  la  conique  dépend  de  pa- 
ramètres en  nombre  9  +  2  +  1  —  1  ou  11.  On  peut  se  donner  la 
conique,  les  coordonnées  de  ses  points  étant  exprimées  en  fonc- 
tions rationnelles  d'un  paramètre  /,  et  définir  les  quadrilatères 
complets  par  les  valeurs  que  prend  le  paramètre  /  aux  4  points  de 
contact,  ces  valeurs  étant  fournies  par  Téquation  du  quatrième 
degré 

/(0-+-X(p(0=o, 

où  \  est  variable;  le  nombre  des  paramètres  est  5  +  9  —  3  ou  11, 
en  raison  de  la  substitution  linéaire  que  Ton  peut  effectuer  sur  X. 
La  question  suivante  se  pose  alors  pour  l'espace  : 

Un  octuple  gauche  complet  étant  inscrit  à  une  biquadra- 
tique û,  si  Von  considère  une  quadrique  S  tangente  aux  8  plans 
de  cet  octuple,  existe-t-il  une  double  infinité  d'octuples 
gauches  complets  inscrits  à  la  biquadratique  et  circonscrits  à 
la  quadrique? 

Le  nombre  de  paramètres  pour  le  système  de  la  biquadratique  et 
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de  la  quadTrique  serait  i6  -f-  3  H-  2  —  2,  ou  19.  La  biquadratique 
étant  donnée,  la  quadrique  dépendrait  de  3  paramètres. 

6.  Une  courte  digression  est  ici  nécessaire.  J'ai  donne  en  1899 
(Nouvelles  Annales,  p.  67)  le  théorème  suivant  que  j'ai  démon- 
tré analytîquement  : 

Étant  données  deux  quadriques  S'  et  S,  pour  que  les  té- 
traèdres inscrits  à  S'  et  circonscrits  à  S  dépendent  de  5  para- 
mètres,  au  lieu  de  4,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  quadriques 
aient  4  génératrices  communes  (soient  quadritangentes).  Si  l'on 
se  donne  à  volonté  l'un  des  sommets  du  tétraèdre  sur  l'une  des 
quadriques,  et  le  plan  de  la  face  opposée  langent  à  l'autre  qua- 
drique, le  tétraèdre  dépend  encore  d'un  paramètre.  Au  début  du 
Mémoire  cité  plus  haut,  M.  G.  Humbetl  a  établi  géométriquement 
le  même  théorème,  et  il  lui  a  donné  sa  portée  véritable  en  obser- 
vant que,  dans  les  conditions  indiquées,  de  quelque  façon  que  Ton 
commence  et  que  l'on  poursuive  la  construction  d'un  tétraèdre 
inscrit  à  l'une  des  quadriques  et  circonscrit  à  l'autre,  cette  con- 
struction aboutit  toujours  :  on  peut  se  donner  à  volonté  le  som- 
met D  sur  l'une  des  quadriques,  le  trièdre  DA,  DB,  DC  circonscrit 
à  l'autre  par  les  plans  de  ses  faces. 

[Klein  a  montré  que  la  surface  de  Kummer  admet  une  série  cinq 
fois  inGnie  de  tétraèdres  à  la  fois  inscrits  et  circonscrits;  or  une 
telle  surface  peut  dégénérer  en  un  sjstèmis  de  deux  quadriques 
quadritangentes;  le  théorème  en  question  est  un  cas  singulier  du 
résultat  obtenu  par  Klein.] 

7.  Revenons  à  la  question  posée  plus  haut.  On  peut  chercher  la 
condition  nécessaire  et  sudRsanle  pour  qu'une  biquadratique  û  et 
une  quadrique  S  admettent  une  double  infinité  d'ocluples  gauches 
complets  inscrits  à  û  et  circonscrits  à  S;  on  va  voir  que  la  biqua- 
dratique doit  passer  par  les  sommets  de  deux  quadrilatères 
tracés  sur  la  quadrique. 

Pour  montrer  que  la  condition  est  nécessaire,  considérons  l'un 
des  8  points  communs  à  û  et  à  S,  soit  A.|,  et  désignons  par  G,  G' 
les  deux  génératrices  de  S  qui  passent  par  ce  point  {fig,  4)-  Un 
plan  quelconque  mené  par  G  est  un  plan  tangent  à  S;  s'il  coupe 
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encore  Û  aux  points  A2  cl  i,  3,  il  existe  donc  un  ocluple  gauche 
complet,  inscrit  à  Û  et  circonscrit  à  S,  admetlaot  pour  quatre  de 
ses  sommets  les  points  A4,  A2,  i  et  3.  Des  trois  plans 

(A„i,Ai,3'),    (A„A„3\r),    (A„3,  i',  Ai), 

tangents  à  la  quadrique  S,  le  deuxième,  par  exemple,  passe  par  G 
comme  le  plan  d'où  Ton  est  parti,  les  deux  autres  passant  par  G'; 


Fig.  4. 


a: 


Ai 

3 

\   \ 

U 

1 

AS 


G' 


le  point  A2  est  donc  sur  G,  le  point  A^  sur  G'.  La  biquadratique  û 
passe  ainsi  par  les  sonimets  Aji,  Aj,  A'^,  A'^d'un  quadrilatère  tracé 
sur  la  quadrique  S.  Elle  passe  encore  parles  sommets  d'un  second 
quadrilatère  AjAj  AjA',  analogue  au  premier.  On  remarquera  que 
les  8  points  A  sont  les  sommets  d'un  octuple  gauche  très  particu- 
lier, inscrit  à  û  et  circonscrit  à  S. 

Réciproquement,  soit  une  biquadratique  û  qui  passe  par  les 
sommets  A  de  deux  quadrilatères  tracés  sur  une  quadrique  S;  nous 
supposerons  que  le  point  A/  est  le  point  i  de  la  figure  3,  où  Ton 
négligera  les  lignes  pointillées.  La  quadrique  S^  menée  par  Û  el  par 
la  corde  4  2  contient  les  cordes  3  i  et  3'  l'qui  s'appuient  sur  4  2,  et 
aussi  la  corde  4'  ^'  qui  s'appuie  sur  3  i  :  cette  quadrique  contient 
donc  le  contour  quadrangulaire  P4P2l^iP2  tracé  sur  S;  une  autre 
quadrique  S''  menée  par  Q  contient  le  contour  quadrangulaire 
PaPi  (*3  V\  ;  fa  biquadraliqae  il  est  ainsi  r intersection  de  deux 
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qundriques,  S'  et  S'',  quadritan génies  à  S.  Si  l'on  mène  à  S  un 
plan  langent  quelconque,  on  voit  aisément,  par  le  théorème  du 
n*^  6,  que  ce  plan  fournit  un  octuple  gauche  complet  inscrit  à  û  et 
circonscrit  à  S. 

Le  raisonnement  précédent  appartient  pour  le  fond  à  M.  Hum- 
beri;  ce  géomètre,  après  avoir  établi  le  théorème  du  n®  6,  s'est 
proposé  de  rechercher  à  quelles  conditions  une  biquadratique  Û  et 
une  quadrique  S  admettent  une  double  infinité  de  tétraèdres 
inscrits  à  û  et  circonscrits  à  S;  il  a  trouvé  la  condition  énoncée  ci- 
dessus,  et  introduit  à  ce  propos  les  couples  de  tétraèdres  men- 
tionnés précédemment. 

Le  nombre  de  paramètres  dont  dépend  ici  le  système  de  la  qua- 
drique et  de  la  biquadratique  est  g  -f-  8  -|-  2  ou  1 9.  Comme  c'est  le 
nombre  de  paramètres  indiqué  à  la  fin  du  n®  o,  il  y  a  tout  lieu  de 
croire  que  la  question  posée  dans  ce  numéro  se  résout  par  l'affir- 
mative. 

[Le  théorème  rappelé  au  début  du  n**  6  donne  celte  conséquence  : 
Étant  données  deux  quadriques  quelconques  S'  et  S,  si  l'on 
considère  les  tétraèdres  en  nombre  doublement  infini  qui  sont 
inscrits  à  S' et  circonscrits  à  S,  l'un  des  sommets  étant  donné  sur  S', 
le  plan  de  la  face  opposée  passe  par  un  point  fixe;  si  l'on  considère 
en  effet  le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  donné  et  qui  est  cir- 
conscrit à  S,  il  existe  une  quadrique  Sq  inscrite  à  ce  cûne  et  qua- 
dritangenle  à  S',  et  le  plan  dont  il  s'agit  est  langent  à  la  qua- 
drique So;  ce  plan  dépend  d'un  paramètre,  et,  quand  on  l'a  choisi, 
on  obtient  une  infinité  simple  de  tétraèdres  répondant  à  la  question. 
En  ce  qui  concerne  la  biquadratique  û  et  la  quadrique  S,  si  l'on 
se  donne  sur  Û  le  sommet  1'  du  tétraèdre  i' 2  3  4?  ce  tétraèdre 
dépend  encore  d'un  paramètre,  et  le  plan  de  la  face  284  passe 
par  un  point  fixe,  le  point  i:  ce  fait  se  comprend  bien  d'après  ce 
qui  précède,  en  considérant  une  quadrique  passant  par  û,  à 
l'exception  des  deux  quadriques  S^  et  S''  qui  sont  quadritangentes 
àS.] 

IV. 

8.  TÉTHAÊDRES  en  nombre  simplement  infini,  INSCniTS  A  UNE 
BIQUADRATIQUE  PONCTUELLE,  ET  DONT  LES  PLAINS  DES  FACKS  SONT 
0SCULATEUR5  À    UNE   BIQUADRATIQUE   TANGENTIELLE.   —    La  COndillOU 
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doQDée  au  paragraphe  111,  pour  qu'une  hiquadratique  û  el  une 
quadrique  S  admettent  une  double  infinité  d'octuples  gauches 
complets  inscrits  à  Û  et  circonscrits  à  S,  peut,  comme  on  l'a  vu  au 
cours  de  la  démonstration,  s'énoncer  ainsi  :  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  puisse  faire  passer  par  la  hiquadratique  deux  quadriques  S' 
et  S"  quadrilangentes  à  S.  M.  Humbert,  qui  considère  dans  son 
Mémoire  deux  tétraèdres  (par  analogie  avec  les  triangles  de  Pon- 
celet),  indique  en  terminant  le  théorème  suivant  : 

Pour  qu'il  existe  une  série  simplement  infinie  de  tétraèdres 
inscrits  à  une  quadrique  S'  et  circonscrits  à  la  fois  aux  qua* 
driques  S|  et  S2)  il  suffit  que,  parmi  les  quadnques  du  faisceau 
tangentiel  déterminé  par  S|  et  S2,  il  j  en  ait  une  qui  soit  quadri- 
tangente  à  S';  le  lieu  des  sommets  de  ces  tétraèdres  est  une  hiqua- 
dratique tracée  sur  S'.  On  a  ainsi  une  série  simplement  infinie 
de  tétraèdres  inscrits  à  une  biquadratiqne  ponctuelle  -r,  et 
dont  les  plans  des  faces  sont  osculateurs  à  une  hiquadratique 
tangentielle  t.  Et  il  j  aurait  à  rechercher  si,  à  toute  quadrique 
passant  par  tc,  correspond  une  quadrique  tangente  aux  plans  oscu- 
lateurs de  T,  par  la  condition  que  ces  deux  quadriques  soient  qua- 
dritangentes;  cela  n'est  pas  certain,  la  condition  ci-dessus  n'étant 
pas  donnée  comme  nécessaire. 


9.    OCTUPLES    GAUCHES    COMPLETS    INSCRITS    A    UNE    QUADRIQUE    ET 

CIRCONSCRITS  A  UNE  AUTRE.  —  Lc  problème  de  construire  un 
octuple  gauche  complet,  circonscrit  à  une  quadrique  S  et  inscrit 
à  une  quadrique  S',  est  un  problème  triplement  indéterminé  en 
apparence  :  un  octuple  gauche  dépend  en  effet  de  17  paramètres, 
et  on  l'astreint  à  14  conditions  seulement,  les  8  points  d'un  octuple 
formant  un  système  de  points  de  Lamé,  ses  8  plans  formant  un 
système  de  plans  de  Lamé.  J'ai  déjà  rencontré  ce  problème  à  un 
autre  point  de  vue.  On  a  remarqué,  à  la  fin  du  paragraphe  I,  que 
les  8  points  et  les  8  plans  d'un  octuple  gauche  complet  sont,  de 
trois  manières  différentes,  les  sommets  et  les  plans  des  faces  d'un 
poljrèdre  U  qui  rentre  dans  la  catégorie  des  polyèdres  tétragonaux 
de  genre  un  {fig*  3)j  et  j'ai  montré  {Bulletin,  t.  XXXlll,  p.  118) 
que  le  problème  de  construire  un  polyèdre  II,  circonscrit  à  une 
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quadrique  S  et  inscrit  à  une  quadriqiie  S',  est  très  probablement 
un  problème  généralement  impossible  ^  et  qui  ne  désolent  possible 
qu'en  devenant  quadruplement  indéterminé;  s'il  en  est  bien 
ainsi,  la  condition  d'indétermination  est  que  les  racines  du  discri- 
minant de  la  forme  ArS  4-  S',  soit 

oA:^-f-  eyt»4-  (pyt«-+.  O'X:  -t-  o', 
vérifient  la  relation 

J'ai  rencontré  cette  même  condition  pour  un  autre  problème  (NoU' 
scelles  Annales,  1905,  p.  119).  J'ai  alors  été  conduit  à  remarquer 
que,  si  elle  est  satisfaite  pour  deux  quadriques  S  et  S',  elle  l'est 
encore  lorsque  l'on  remplace  la  <|uadrique  S'  par  une  quadrique 
quelconque  du  faisceau  ponctuel  déterminé  par  S  et  S',  ou  la  qua- 
drique S  par  une  quadrique  quelconque  du  faisceau  tangentiel 
déterminé  par  S  et  S'.  J'ai  également  été  conduit,  en  traitant  ce 
nouveau  problème,  au  résultat  suivant  :  la  racine  carrée  du  polj- 
nome 

étant 

A -+- B/i  4- CA«-f.  D  A»-f- E^^-t-. . ., 

la  condition  ci-dessus  est  simplement 

D  =  o.  ' 

NOTE  I. 

En  ce  qui  concerne  les  trois  involutions  d  sur  une  biquadratique,  d*après 
les  formules 

a'=a4-a>^        (*  =  i,  a,  3), 

j'indiquerai  les  faits  suivants,  qui  ne  sont  d'ailleurs  pas  des  faits  nouveaux. 
Considérons  les  couples  de  points  de  la  biquadratiquedont  les  arguments 
elliptiques  satisfont  à  l'une  des  relations 

m  -H  /i'  =  u)|,        /w  H-  Ti"  =  coj,        /»  H-  rC"  =0)3,        /ii  -4-  n  =  o, 

le  double  de  chacune  des  quantités  coi,  (1)2,  (Uj,  o  étant  de  la  forme 
2/t(jJi-f-  2X'h>t,  les  choses  étant  d'ailleurs  telles  que  4  points  coplanaires  de 
la  biquadratique  aient  des  arguments  de  somme  nulle. 
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Si  Ton  prend,  par  exemple,  la  première  relalion,  deux  couples,  m,  n!  et 
m,  n\  sont  dans  un  même  plan,  puisque  la  somme  des  4  arguments  est 
nulle,  à  une  période  près,  de  sorte  que  les  cordes  mn!  et  mn*  se  coupent 
en  un  point  A;  une  troisième  corde  du  même  système  doit  rencontrer  cha- 
cune des  deux  premières,  et  par  suite  passer  en  Â.  Les  cordes  mn*  sont 
donc  les  génératrices  du  cône  de  sommet  A  qui  passe  par  la  biquadratique, 
et  Ton  a  de  môme  les  génératrices  des  3  autres  cônes  (sommets  B,  C,  D) 
qui  passent  par  cette  courbe.  Si  Ton  mène  alors  par  DA  un  plan  sécant  qui 
coupe  la  courbe  aux  points  m,  m! ^  /i,  n\  les  cordes  mn  et  m'/i/  passent 
en  D,  les  cordes  m/i'  et  m' n  passent  en  A,  et  Ton  a 

i  m  -f-  n  =  o,         J  m  -+-  /*'=  cdi, 

On  a  donc 

m'  =  m  -\-  toi,         n  =  /i  -4-  a>i, 

de  sorte  que,  dans  le  quadrilatère  m /z  m' n',  deux  sommets  opposés  m  et  m\ 
ou  n  et  n\  se  correspondent  dans  rinçolution  A'.  Un  plan  sécant  mené 
par  BC  donnerait  le  même  résultat.  Les  cordes  telles  que  mm'  rencontrent 
DA  et  BG. 

En  second  lieu,  si  ab  est  une  corde  fîxe  de  la  biquadratique,  prise  arbi- 
trairement, il  y  a  involution  entre  les  plans  abm  et  abm'\  car  un  plan 
mené  par  ab  donne  les  points  m  et  jxavec  les  arguments  m  et  —  a  —b  —  m^ 
et  les  points  associés  m'  et  {jl'  ont  pour  arguments 

m -f- (Oi        et        — a  —  b  —  /in- tO|, 
de  sorte  que  les  plans  abm'  et  ab[i'  sont  identiques. 

NOTE   M. 

Si  Ton  voulait  représenter  sur  une  figure  les  24  droites  dont  il  est  ques- 
tion au  no  3,  on  pourrait  dessiner  les  8  droites  qui  sont  en  trait  plein  sur 
la  figure  -i,  mettre  Pi,  Pj,  ...,  P',,  P',,  ...  là  où  il  y  a  1,  yt,  ..,,  T,  9/,  .. ., 
et  inversement,  puis  dessiner  les  iG  droites  qui  portent  les  derniers  côtés 
des  quadrangles  i  2  3  4»   l'a' 3' 4',  4^1'  3',  4  1'  \  3. 
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SUR  CERTAINS  SYSTÈMES  LINÉAIRES,  PONCTUELS  ET  TANGENTIELS. 
DE  QUADRIQUES; 

Par  M.  R.  Bricird. 

1.  Soit  (S)  nn  système  linéaire  ponctuel,  à  trois  paramètres,  de 
quadriques,  représentées  par  l'équation 

(i>  S  =  X,Si-4-XjS,  H-  XjS,  4-X4S^  =  o, 

où  S|,  Sa,  S3,  S4  sont  les  premiers  membres  des  équations  de 
quatre  quadriques  fixes,  X|,  X2,  X3,  X4  des  coefficients  variables. 
Le  système  (S)  ne  comprend  évidemment  en  général  qu'un  nombre 
fini  de  quadriques  dégénérées  en  un  système  de  deux  plans;  les 
conditions  d^une  telle  dégénérescence  sont,  en  effet,  au  nombre  de 
troisy  et  l'on  dispose  de  trois  paramètres. 

M.  Reye  a  montré  que  le  nombre  de  ces  quadriques  dégénérées 
est,  en  général,  de  dix  (*).  Peut-il  arriver  qiCun  système  (S) 
contienne  une  infinité  de  quadriques  réduites  à  deux  plans,  et, 
dans  le  cas  de  l'affirmative,  comment  définir  un  tel  système  ? 
Tel  est  l'objet  de  ce  travail. 

Le  problème  peut  être  aussi  posé  sous  sa  forme  corrélative  : 
trouver  les  systèmes  linéaires,  tangentiels,  à  trois  paramètres, 
de  quadriques^  qui  contiennent  une  infinité  de  quadriques 
réduites  à  deux  points.  Il  arrive  que  c'est  ce  second  problème 
qu'il  est  le  plus  avantageux  d'aborder  :  c'est  donc  ce  que  je  vais 
faire. 

2.  Je  commencerai  par  établir  un  théorème  qui  semble,  au 
premier  abord,  étranger  à  la  question  qui  nous  occupe,  mais  dont 
la  connaissance  préalable  me  permettra  tout  à  l'heure  d'éviter 
une  digression  ;  ce  théorème  est  le  suivant  : 

Considérons  une  cubique  gauche  G  et  une  involution  {\)sur 
cette  cubique.  Soient  (a,  a'),  {b,  6'),  (c,  c')  trois  couples  de 
points    de  C,   conjugués   dans   (I).    Construisons    l'octaèdre 

(*)  Journal  de  Crelle,  t.  86,  1879,  p.  89. 
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{abcàb'c')^  qui  a  pour  sommets  les  points  a,  a',  b,  b\  c,  c',  et 
pour  arêtes  les  droites  qui  joignent  ces  points  deux  à  deux, 
à  V exception  des  trois  droites  aa! ^  bb\  ce'.  Les  faces  de  cet 
octaèdre  se  répartissent  en  deux  groupes  de  quatre  faces,  deux 
faces  quelconques  d'un  même  groupe  ayant  en  commun  un 
sommet  et  un  seul.  Je  dis  que  les  quatre  faces  d^un  même 
groupe  {que  j^ appellerai  faces  associées)  ont  un  point  commun, 
qui  se  trompe  sur  la  corde  de  C  dont  les  extrémités  a,  et  j3«  sont 
les  points  doubles  de  (I). 

Remarquons  lout  d'abord  qu'il  existe  sur  C  une  involulion  (F), 
dont  trois  couples  de  points  sont  (a,  3),  (a,  6),  (a',  b').  On  le 
voit  rapidement  comme  il  suit  :  faisons  correspondre  homogra- 
phiquement  C  à  une  conique  G,  et  soient  «i ,  6| ,  a\^  b\^  a, ,  ^i ,  les 
points  de  G  qui  correspondent  h  a,  6,  «',  b\  a,  P;  a,  et  Pi  sont 
sur  G  les  points  doubles  d^jne  ÎRvoIulion  dont  deux  couples  sont 
{a^^a\)  et  (6|,  b\).  Autrement  dit  a\a\  et  bxb\  passent  par  le 
pôle  de  a,  j3,  par  rapport  à  G.  De  là  résulte  que  a^  b%  et  a\  b\  se 
coupent  sur  a,  p|.  Par  conséquent  (ai,^,),  (a,,  6,),  (a',,  b\)  sont 
trois  couples  de  points  en  iuvolution  sur  G.  Donc,  etc. 

On  peut  encore  dire  que  ap,  ab  et  a' b'  sont  trois  génératrices 
d'un  niônie  système  d'une  quadrique  (Q)  qui  coiilieut  la  cu- 
bique C.  Soit  alors  D  la  génératrice  de  (Q),  de  l'autre  système, 
qui  passe  par  le  point  C  :  D  rencontre  aè,  a' b'  et  aj3.  En  d^autres 
termes^  les  plans  (aie)  et  (a'  b'  c)  passent  par  le  même  point  rfde  a^. 
On  verrait  de  même  que  le  point  d  appartient  aux  plans  {ab'd) 
et  (a' 6c').  On  a  donc  établi  que  les  quatre  plans  {abc)y  {ab'&)j 
(a'bc')  ei  (a^b'c)  passent  par  un  même  point  d  de  la  corde  a^. 

On  reconnaît  de  la  même  façon  que  les  plans  (a'bc),  {ab' c)^ 
{abc'),  {a' b'cf)  passent  par  un  même  point  d'  de  afi  (  *  ). 

3.  Voici  encore  une  remarque  qui  nous  sera  utile  :  soient  {a,  a'), 
{bt  b'),  (c,  c')  trois  couples  de  points  dont  quatre  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan,  et 

A  =  o,        A'  =  o,         B  =  o,         B' =  o,         G=o,         C'  =  o, 


(')  On  peut  encore  démontrer  que  les  points  d  et  d'  divisent  harmoniquement 
le  segment  s^.  Mais  on  n'aura  pas  besoin  de  ce  résultat. 
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leurs  équations  tangcnlîelles  respeclîves.  Les  quadriques  du  ré- 
seau tangentiel  représenté  par  l'équation 

XAA'-f-|JiBB'-4-vCG'  =  o 

sont  évidemment  inscrites  à  Toctaèdre  (abca'b'c^). 

Ce  réseau  peul-il  encore  contenir  une  quadrique  dégénérée  en 
lin  système  de  deux  points  rf,  rf'? 

S'il  en  est  ainsi,  Tun  de  ces  points  devra  appartenir  à  quatre 
faces  de  Toctaèdre,  qui,  on  le  voit  tout  de  suite,  sont  nécessairement 
quatre  faces  associées.  Réciproquement,  si  quatre  faces  associées 
sont  concourantes  en  un  point  d,  le  réseau  tangentiel  considéré 
contient  une  quadrique  dégénérée  en  deux  points  dont  Fun  esld; 
les  quatre  faces  associées  de  l'autre  groupe  concourent  alors  né- 
cessairement en  un  autre  point  d^j  qui  complète  avec  d  la  qua* 
drique  dégénérée  dont  il  s'agit. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  le  réseau  tangentiel  contient  quatre  qua- 
driques réduites  à  deux  points;  il  ne  peut  contenir  d'autre  qua- 
drique ainsi  dégénérée. 

4.  Abordons  maintenant  la  question  posée.  Soit  {^)  un  système 
linéaire  tangentiel  à  trois  paramètres,  do  quadriques,  que  nous 
supposons  satisfaire  à  la  condition  énoncée.  (2)  contient  une  infi- 
nité de  quadriques  dégénérées  en  deux  points  m,  m'.  Ces  points 
décrivent  une  certaine  courbe  C  irréductible  ou  non  (il  pourrait 
arriver  que  l'une  dea  parties  de  C  fût  décrite  par  le  point  m,  l'autre 
par  le  point  /n').  Je  supposerai  expressément  que  C  n'est  pas 
une  courbe  plane  et,  plus  généralement,  que  deux  couples  de 
points  constituant  une  quadrique  dégénérée  de  (2)  ne  sont  pas, 
en  général,  dans  un  même  plan.  Les  cas  ainsi  exclus  sont  plus 
faciles  à  traiter  et  ne  paraissent  présenter  que  peu  d'intérêt. 

L'ordre  total  Aq  C  est,  d'après  cela,  au  moins  égal  à  tf^ois.  Je 
vais  montrer  que  C  est  une  biquadratique  gauche. 

Montrons  d'abord  que  C  ne  peut  être  une  cubique  gauche  seule. 
Si,  en  elTet,  il  en  est  ainsi,  il  est  bien  clair  que  les  points  /;/,  m' 
engendrent  une  involution  sur  cette  courbe.  Soient  alors  (a,  a'), 
(6,  b'),  (c,  c')  trois  quadriques  dégénérées  du  système  (S^. 
(2)  comprend  toutes  les  quadriques  du  réseau  défini  par  ces  trois 
quadriques  dégénérées,  c'est-à-dire  loules  les  quadriques  inscrites 
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à  Toctacdre  {abc  a'b'c').  Mais  on  a  reconnu  que  quatre  faces  asso- 
ciées de  cet  octaèdre  vont  concourir  en  l'un  ou  Tautre  de  deux 
points  (d,  d')y  situés  en  dehors  de  C  (n^  2).  (S)  contiendrait  donc 
des  quadriques  dégénérées  en  points  n'appartenant  pas  à  C,  ce 
qui  est  contraire  à  l 'hypothèse. 

Il  résulte  de  là  que  C  est  une  courbe  d'ordre  au  moins  égal  à 
quatre.  Soient  alors  (a,  a'),  {b,b')^  (c,V),  (e,e')  quatre  qua- 
driques dégénérées  de  (S),  les  divers  points  qui  les  constituent 
n'étant  pas  quatre  à  quatre  dans  un  même  plan.  C  doit  rencontrer 
le  plan  (abc)  au  moins  en  un  pointa,  autre  que  les  points  a,  6,  c. 
Si  l'on  désigne  par 

A  =  o,        A'  =  o,        •••>        E'=o, 

les  équations  tangentielles  des  points  a,  a\  • . . ,  e',  on  a 

(i)  D  ==aA-i-pB-hYC. 

Mais,  par  hypothèse, 

(9.)  DD'=XAA'-HfjiBB'-f-vCG'H-pEE'. 

On  en  tire,  en  combinant  les  identités  (i)  et  (2), 

D'(a A  ■+-  PB  4-  yC)  =  X  AA'-+-  fjiBB'-4-  vCC  -h  p EE', 
ou 

pEE'  =  («  D'— 7.A')  A  -h  (  ?D'-.  jjlB')  B  -h  (^D'  -  v  C)  C. 

Si  p  n'est  pas  nul,  cette  identité  montre  que  la  quadrique  ré- 
duite à  deux  points  e  et  e'  est  inscrite  dans  l'octaèdre  dont  les 
sommets  ont  pour  équations  respectives 

A  =  o,        B  =  o,        C  =  o, 
aD'— XA'  =  o,         pD'  — [jlB'  =  o,        yD'-'^C^o. 

Chacun  de  ces  points  doit  donc  (n°  3)  appartenir  à  quatre  faces 
de  l'octaèdre  en  question  ;  mais  une  de  ces  faces  est  le  plan  (abc), 
qui  devrait,  en  conséquence,  contenir  un  des  points  e,  e'  :  or  on  u 
supposé  expressément  le  contraire. 

Il  faut  donc  que  p  soit  nul,  et  Tidenlité  (2)  se  réduit  à 

DD'  =  XAA'4-(iBB'-4-vGC'. 
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Il  résulie  de  lout  cela  que  : 

i"*  Le  Heu  des  points  conslituant  les  quadrîques  dégénérées*  du 
syslème  (S)  esl  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  C; 

a°  Si  (a,  a'),  (i,  6'),  (c,  c')  sont  trois  couples  de  points  con- 
stituant Tune  de  ces  quadriques  dégénérées,  quatre  faces  asso- 
ciées de  Toctaèdre  {abca'b'd)  passent  par  Tun  ou  Taulre  des 
deux  points  d^  d\  qui  appartiennent  à  C;  les  deux  points  d^  d 
forment  une  quadrique  dégénérée  de  (S). 

On  sait  qu'il  existe  deux  espèces  de  courbes  gauches  du  qua- 
trième ordre  :  les  biquadratiques  gauches,  et  les  quartiqucs 
gauches  de  seconde  espèce,  qui  sont  tracée^  sur  une  seule  qua- 
drique. 

C  ne  peut  être  une  quartique  gauche  de  seconde  espèce.  En 
effet,  les  points  a,  a',  6,  6',  c,  c',  rf,  rf'  peuvent  être  répartis  de 
quatre  manières  dans  deux  plans,  comme  Tindiquent  les  groupe- 
ments suivants  : 

a  b  c  d    et    a*b* d d^ 

a  b'c'd    et    a' b  c  d^ 

a' h  c'd    et    a  b'c  d, 

a'b'c  d    et    a  b  c'd. 

Ces  points  forment  donc  un  système  ponctuel  de  Lamé  (^) y 
c'est-à-dire  que  les  quadriques  qui  les  contiennent  sont  en  nombre 
doublement  infini. 

Si  donc  m  est  un  point  quelconque  de  C,  il  existe  une  infinité 
de  quadriques  contenant  les  Aie^^/ points  a,  a',  6,  6',  c,  c',  rf,  rf',  m 
et,  par  suite,  la  courbe  C  tout  entière.  Cette  courbe,  appartenante 
une  infinité  de  quadriques,  est  donc  une  biquadratique  gauche. 

Introduisons  maintenant  la  représentation  de  la  biquadratique  C^ 
supposée  sans  point  double,  au  moyen  de  paramètres  elliptiques, 
cette  représentation  étant  faite  de  telle  manière  que  quatre  points 
de  la  courbe,  situés  dans  un  même  plan,  aient  des  paramètres  de 
somme  nulle.  Désignons  Targument  elliptique  d'un  point  par  la 
lettre  même  qui  désigne  ce  point,  mise  entre  parenthèses.  On  a  les 


(')  Il  suffirait  pour  cela  que  ces  points  fussent  répartis  dans  deux  plans  de /rtfii 
manières  différentes. 
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(a)  -h(b)  -4-(c)-f-(6/)--=o, 
(a')-h(b')-^{c)-h(d)  =  o; 

(a)-^(b)  =  (a')-^(b'); 

(a)-^(c)  =  (a')  +  (c'), 
(6)-+-(c)  =  (6')-f-(cr'). 


Par  suite 

(a)-^(6)-i-  (c)  =  (a')'h{b')-{'(c')  -+■  une  demi-période. 

Celte  demi-période  n'est  pas  nulle,  sans  quoi  les  points  a,  a',  ... 
coïncideraient  deux  à  deux. 

Appelons-la  (0|.  On  aura  alors,  par  des  combinaisons  simples, 

(a')~(a)  =  (6')-(^.)  =  (c')-(c)  =  (rf')-(^)  =  a>.. 

Ainsi,  deux  points  constituant  une  quadrique  dégénérée 
de  {lu')  ont  sur  C  des  arguments  différant  d'une  demi-période. 
Ils  sont  donc  conjugués  dans  Tune  des  trois  involutions  fonda- 
mentales bien  connues,  qui  transforment  cette  courbe  en  elle- 
même  (*). 

5.  En  résumant  l'analyse  précédente,  nous  pouvons  dire  que  : 

Si  le  système  (S)  satisfaisant  à  la  condition  imposée  existe, 
il  est  défini  de  la  manière  suivante  :  Soient  C  une  biquadratique 
gauche^  (a,  a'),  (6,  t'),  (c,  c'),  (rf,  d)  quatre  couples  quelconques 
de  points  conjugués  sur  cette  courbe,  deux  points  étant  dits 
conjugués  lorsque  leurs  arguments  elliptiques  diffèrent  d'une 
même  demi-période  tOi.  Le  système  (S)  est  le  système  linéaire, 


(*)  La  configuration  formée  par  les  points  a,  a\  b,  b\  c,  c',  d,  d'  est  bien 
connue.  On  pourra  consulter  à  son  sujet  une  Note  de  M.  Humbert  :  Sur  les 
tétraèdres  inscrits  et  circonscrits  à  des  quadrigues  (ce  Bulletin,  igo'j,  p.  i35), 
et  une  autre  de  M.  Foutené  :  Sur  une  configuration  remarquable  dans  l'es- 
pace, et  qui  figure  dans  ce  môme  Bulletin  (t.  XXXIV,  p.  2),  dont  l'auteur  a  bien 
voulu  me  communiquer  le  manuscrit. 

La  configuration  dont  il  s'agit  est  désignée  dans  cette  dernière  Note  sous  le  nom 
doctuple  gauche  complet.  J'adopterai  cettf:  expression  dans  la  suite  du  présent 
travail. 
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tangentiel,  à  trois  paramètres,  défini  par  les  quatre  qua- 
driques  réduites  à  deux  points  {a^  a'),  (6,  6'),  (c,  c'),  (rf,  d')  (*). 

Je  vais  maintenant  montrer  que,  réciproquement,  tout  système 
ainsi  défini  (!')  est  satisfaisant,  c'est-à-dire  qu*il  contient  une  infi- 
nité de  quadriques  réduites  à  deux  points;  Tune  quelconque  de 
ces  quadriques  dégénérées  est  constituée  par  deux  points  conju- 
gués sur  C. 

A  cet  eflet,  rappelons  tout  d'abord  que,  si  a  et  6  sont  deux 
points  fixes  de  C,  m  et  m!  deux  points  conjugués  variables  sur  la 
même  courbe,  les  plans  (abm)  et  (abm')  engendrent  un  faisceau  en 
învolulion.  [La  démonstration  de  cette  propriété  connue  est  im- 
médiate. Un  plan  (P)  quelconque  passant  par  a6  rencontre  C  en 
deux  points  m  et  /7t|,  dont  les  arguments  (m)  et  ("ii)  satisfont  à 
la  relation 

(m)4-(m,)-*-(a)  -4-(6)  =  o. 

Leurs  conjugués  m'  et  m\  sont  donc  lels  que  l'on  ait  aussi 

(/n')-i-(m5  )-+-(a)H-(6)  =  o. 

Donc,  au  plan  (abm)  ne  correspond  qu'un  plan  (abm'),  ce  qui 
suffit  à  établir  la  proposition.] 

Cela  posé,  considérons  sur  C  cinq  couples  de  points  conjugués 
(a,a'),(b,b'),{c,c'),{d,d%(e,e'). 

Soit  Q  la  quadrique  unique  du  faisceau  tangentiel  défini  par  les 
quadriques  réduites  à  deux  points  (rf,  rf')  et  (e,  c'),  qui  touche  le 
plan  (abc).  Les  deux  plans  tangents  menés  à  Q  par  ab  sont  con- 
jugués dans  l'involution  définie  par  les  deux  couples  de  plans 
(aérf),  (abd')  et  (abe)j  (abe!).  Mais,  l'un  de  ces  plans  tangents 
élant  le  plan  (abc)^  l'autre  est  nécessairement  (abcf)y  en  vertu  de 
la  propriété  rappelée  un  peu  plus  haut. 

De  môme,  (Q)  étant  tangente  au  plan  (aie')  est  tangente  au 
plan  (ab'd).  En  continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  voit 
que  (Q)  est  inscrite  à  V octaèdre  (abcolV d). 


(')  C,  dans  cet  énoncé,  est  supposée  indécomposable  et  sans  point  double.  Il 
existe  des  cas  de  dégénérescence  d'un  certain  intérêt  :  par  exemple,  C  peut  se 
réduire  à  une  cubique  gauche  et  une  corde  de  cette  cubique. 
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Désignons  alors  par 

A  =  o,        ...,        E'=o 

les  équations  tangenlielles  des  points  a,  ..-,«',  comme  je  Ta!  fait 
précédemment.  Soit  aussi 

Q  =  o, 

Féqualion  tangentielle  de  (Q). 

Puisque  (Q)  appartient  au  faisceau  tangenliel  défini  par  (d,  d')^ 
(^,  e'),  on  a  une  identité  de  la  forme 

(3)  Q  =  8DD'-h6EE', 

8  et  e  étant  des  nombres.  Puisque  (Q)  est  inscrite  à  Foclaèdre 
(abcolVd)^  on  a 

(4)  Q  =  a AV-h  PBB'4- yGC, 

a,  p,  Y  é^^nt  d'autres  nombres.  En  éliminant  Q  entre  (3)  et  (4)  il 
vient 

eEÇ'=aAA'-hPBB'-+-YCC'— 8DD', 

ce  qui  montre  bien  que  le  couple  {e^  e)  constitue  une  quadrique 
du  système  tangentiel  (S)  défini  par  les  couples  (a,  a'),  (6,  6'), 
(c,  c!)y  (rf,  d').  La  proposition  que  f  avais  en  vue  est  donc  dé- 
montrée, puisque  les  cinq  couples  de  points  conjugués  considérés 
sont  absolument  quelconques. 

6.  Le  système  (S)  contient  oo'  quadriques  et  oo^  coniques.  Pour 
les  définir  d'une  façon  aussi  simple  que  possible,  je  ferai  d'abord 
la  remarque  suivante  : 

Considérons  l'identité 

EE'=:  aAA'-+-  p  BB'-+-  yGG'-+-  SDD', 

à  laquelle  donnent  lieu  les  cinq  couples  de  points  conjugués  (a,  a'), 
{b,bf),{c,<^),{d,a),{e,e'). 

Si,  les  quatre  premiers  couples  restant  fixes,  le  cinquième  varie, 
les  rapports  des  coefficients  a,  [â,  y,  S,  pris  à  deux  à  deux,  ne 
peuvent  être  constants. 

Supposons,  en  effet,  qu'un  autre  couple  quelconque  (/,  /') 
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donne  lieu  à  l'identité 

FF=KaAA'-+-KpBB'-i-Y'CC'-4-o'DD'; 

on  tirera  des  deux  identités  précédentes 

KEE'—  FF  =  (Y  —  t')  GG'-f-  (5  —  8')  DD', 

ce  qui  exigerait  que  les  points  /  et/' soient  les  deux  points  par 
où  vont  passer  respectivement  les  deux  groupes  de  faces  associées 
de  Toctaèdre  {cdei! d e!).  Or  cela  contredit  le  fait  que  (/,  /') 
est  un  couple  quelconque. 

On  en  conclut  que,  si  (e,  e')  varie,  tous  les  rapports  tels  que  -g 
prennent  au  moins  une  fois  toutes  les  valeurs  possibles. 

Cela  posé,  soit  U  une  quadrique  quelconque  de  (S).  On  a 

U  =aAA'-hpBB'H-YCG'H-8DD', 

Il  résulte  de  la  remarque  précédente  que  je  puis  trouver  un 
couple  (e,  e')  tel  que  Ton  ait 

EE'  =  a  A  A'  -t-  p  BB'  -h  ^  CC  -h  o'  DD'. 
On  peut  donc  écrire 

U  =  EE'-+-  (y  -  f)  GG'-f-  (8  -  8')  DD'. 

Autrement  dit,  U  est  inscrite  à  l'octaèdre  {dced'  ce'). 
Donc  : 

Les  diverses  quadriques  du  système  (2)  sont  les  quadriques 
inscrites  dans  les  divers  octaèdres  qui  ont  leurs  sommets  oppo^ 
ses  conjugués  sur  C. 

Mais  ces  divers  octaèdres  sont  en  nombre  oo',  et  chacun  d'eux 
est  circonscrit  à  oo*  quadriques.  Comme  il  n'y  a  que  oo'  quadriques 
dans  (S),  il  faut  en  conclure  que  chacune  de  ces  quadriques  est 
inscrite  à  oo^  octaèdres  définis  comme  on  vient  de  le  dire.  Ainsi  : 

On  peut  inscrire  à  C  une  double  infinité  d'octaèdres  circon- 
scrits à  une  quadrique  quelconque  de  (S). 

On  peut  interpréter  autrement  ce  résultat.  Soit  {abca^b'd) 
l'un  de  ces  octaèdres;  les  quatre  faces  associées  (a6c),  {ab'c'). 
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{a'bd)j  {a!b'c)  vonl  concourir  en  un  niérae  point  d  de  C,  elle 
tétraèdre  a' b'</d  est  inscrit  à  C  et  circonscrit  à  la  quadrique  con- 
sidérée. Par  conséquent  : 

On  peut  inscrire  à  C  une  double  infinité  de  tétraèdres  cir- 
conscrits à  une  quadrique  quelconque  de  (S)  (*). 

Or,  M.  Humbert  a  déterminé  {loc.  cit.)  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  que  Ton  puisse  inscrire  à  une  biquadra- 
tique  gauche  oo^  tétraèdres  circonscrits  à  une  quadrique.  En 
tirant  parli  de  son  résultat,  on  voit  que  : 

Les  huit  points  où  G  coupe  une  quadrique  quelconque  de  (1) 
sont  les  sommets  de  deux  quadrilatères  de  génératrices  tracés 
sur  cette  quadrique. 

On  peut  d'ailleurs  retrouver  ce  résultat  de  la  manière  suivante  : 
soient  (a,  a  ),  (6,  b')  deux  couples  variables  de  points  conjugués 
sur  C.  Les  quadriques  représentées  par  l'équation  tangentielle 

(5)  AA'h-XBB'=o, 

où  X  est  un  paramètre  variable,  sont  en  nombre  oo'  et  appartien- 
nent au  système  (Z)  :  elles  se  confondent  donc  avec  l'ensemble 
des  quadriques  de  ce  système. 

Ce  raisonnement  ne  tomberait  en  défaut  que  si  toute  quadrique 
du  système  (S)  pouvait  être  représentée  par  une  infinité  d'équa- 
tions de  la  forme  précédente.  S'il  en  était  ainsi,  on  trouverait 
(d'une  infinité  de  manières)  de  nouveaux  couples  (ai,  a',), 
(^1)  ^i)i  (û^2)  «a)»  (*2î  ^i)  donnant  lieu  aux  identités 

A  A'  -h  XBB'  =  Al  a;  h-  Xi  B,  B;  =  A,  A',  -+-  X,B,  B',. 

Cela  exige  que  les  couples  (a,  a'),  (6,  U)^  (a,,  a',),  (i,,  b\) 
soient  les  sommets  d'un  octuple  gauche  complet.  Il  en  sera  de 
même  pour  les  couples  (a,,  a\)y  (6<,  b\)^  (aa,  a\)^  (éaj  b'2)  ^^ 
<a2,  «;),  (62,  b'^),  (a,  a'),  (6,  b'). 

On  aurait  donc  les  relations  suivantes  entre  arguments  ellip- 


(')  On  peut  donner  une  troisième  interprétation  de  ce  même  résultat,  en  fai- 
sant intervenir  des  octaèdres  tétragonaux  de  genre  un.  Je  renvoie  pour  cela  à 
la  Note  citée  de  M.  Fonlené. 
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liques  : 

(a)-r-  (b)  -+-(ai)-+-(^^i)  =  o. 

(«j)-*-(*t)-t-  («)  -^  (^)  =o. 
D'où  l'on  tire  aisément 

(a)-+-(6)  =  deiui-période, 

ce  qui  contredit  le  fait  que  les  couples  (a,  a')  et  (b,  U)  varient 
indépendamment. 

Cela  posé,  la  quadrique  représentée  par  Téqualion  (5)  contient 
le  quadrilatère  aba!V.  Cela  est  bien  d'accord  avec  le  théorème  de 
M.  Humbert. 

7.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  les  oo^  coniques  du 
système  (S). 

Elles  sont  représentées,  comme  toutes  les  quadriques  du  sys- 
tème (S),  par  des  équations  de  la  forme 

AA'-+-XBB'. 

Or  une  telle  équation  représente  une  quadrique  qui  contient 
les  côtés  du  quadrilatère  abo! V ^  et  qui  ne  peut  se  réduire  à  une 
conique  que  si  le  quadrilatère  est  plan.  Réciproquement,  si  celle 
dernière  condition  est  réalisée,  Téquation  représente  bien  une 
conique  inscrite  dans  le  quadrilatère  abdV , 

Les  coniques  du  svstème  (2)  sont  donc  les  coniques  inscrites 
dans  les  quadrilatères  plans  ayant  leurs  sommets  opposés  conju- 
gués sur  (S).  Un  lel  quadrilatère  donne  lieu  à  la  relation 

(a)-^(a')^(6)-^(6')  =  o 

ou  (a)  -4-  (f/)  =  demi-période.  Autrement  dit,  la  droite  ab  est  une 
génératrice  de  l'un  des  quatre  cônes  contenant  C. 

Ces  quatre  cônes  correspondent  respectivement  aux  demi- 
périodes  O,  (0|,  (1)2,  (O3. 

En  désignant  leurs  sommets  respectifs  par  Sq,  Si,  Sa,  S3,  on 
parvient  aisément  au  résultat  suivant  : 

Tout  plan  passant  par  la  droite  SoSj  rencontre  C  en 
quatre  points  qui  forment  deux  couples  de  points  conjugués 


Digitized  by 


Google 


—  28  — 

(a,  a')  et  (6,  6').  Une  première  série  de  coniques  du  système  {I^) 
est  constituée  par  les  diverses  coniques  inscrites  dans  les  qua- 
drilatères tels  que  abdV. 

On  obtient  une  seconde  série  de  coniques  du  système  (S)  en 
remplaçant  dans  V énoncé  précédent  la  droite  SoS|  par  la 
droite  S2S3. 

On  a  ainsi  toutes  les  coniques  du  système  (S).  On  voit  que 
les  plans  de  ces  coniques  passent  par  Vune  ou  r autre  de  deux 
droites  fixes. 

8.  Il  est  à  remarquer  que  l'élude  précédente  fait  connaître 
l'extension  à  l'espace  de  propriétés  bien  connues  des  réseaux 
tangentiels  de  coniques,  dans  le  plan. 

On  sait  qu'un  tel  réseau  contient  00*  coniques  qui  se  réduisent 
à  deux  points,  dont  le  lieu  est  une  courbe  du  troisième  ordre,  la 
cayleyenne  du  réseau.  Les  deux  points  qui  constituent  une 
conique  dégénérée  sont  conjugués  sur  la  cayleyenne. 

Des  faits  analogues  ne  peuvent  se  présenter  relativement  à  un 
système  tangentiel  à  trois  paramètres  de  quadriques^  que  dans  le 
cas  des  systèmes  (S)  dont  j'ai  montré  l'existence.  On  peut  dire 
que  la  biquadratique  G  est  la  cayleyenne  du  système  (S). 

9.  Il  y  a  lieu  de  signaler  une  particularisation  métrique  du 
système  (I),  que  l'on  obtient  en  supposant  qu'une  des  coniques 
de  ce  système  se  réduit  à  l'ombilicale.  On  voit  alors  aisément 
que  G  est  la  courbe  commune  à  deux  cylindres  de  révolution. 
Gette  courbe  possède  un  axe  de  symétrie,  et  deux  points  conju- 
gués sont  symétriques  par  rapport  à  cet  axe. 

Pour  ne  pas  allonger  outre  mesure  celte  Note  je  me  contenterai 
d'énoncer  les  résultats  que  Ton  obtient  dans  ce  cas  remarquable. 

Soit  {abca'b'c')  un  octaèdre,  tel  que  ses  sommets  opposés 
soient  symétriques  par  rapport  à  une  droite  D.  //  existe 
une  infinité  de  quadriques  de  révolution  inscrites  dans  cet 
octaèdre  (*).  Leurs  foyers  ont  pour  lieu  une  biquadratique  G 


(M  On  peut  démontrer  que  l'on  définit  ainsi  le  réseau  tangentiel  le  plus  géné- 
ral, à  part  certains  cas  de  dégénérescence,  contenant  une  inûnité  de  quadriques 
de  révolution. 
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qui  contient  les  sommets  de  V  octaèdre  y  et  qui  admet  D  pour  axe 
de  symétrie.  Les  deux  foyers  d^une  quadrique  de  révolution 
inscrite  dans  V octaèdre  sont  symétriques  par  rapport  à  D. 

Les  quadriques  inscrites  dans  l'octaèdre  sont  en  nombre 
doublement  infini.  L'ensemble  des  quadriques  qui  leur  sont 
homofocales  constitue  un  système  linéaire  tangentiel,  à  trois 
paramètres,  (S),  qui  contient  une  infinité  de  quadriques  ré- 
duites à  deux  points  :  deux  tels  points  sont  sur  G  et  symétriques 
par  rapport  àD. 

Les  diverses  coniques  du  système  (S)  sont  les  focales  des 
quadriques  inscrites  à  r octaèdre. 

LfC  syslème  (S),  parliciilarisé  métriquemeiil  comme  je  viens  de 
le  dire,  se  rattache  à  certains  systèmes  articules.  C'est  ce  que  je 
ferai  voir  dans  un  prochain  travail. 

10.  Les  résultats  de  cette  Note  peuvent  s'étendre  à  Pespace  à  n 
dimensions.  En  répétant,  mutatis  mutandis^  le  raisonnement  du 
n**  5,  le  lecteur  établira  sans  peine  le  théorème  suivant,  que 
j'énonce,  en  me  bornant  pour  plus  de  simplicité  au  cas  de  l'espace 
à  quatre  dimensions;  Textension  au  cas  général  se  fait  d'elle- 
même. 

Considérons  la  courbe  C  de  genre  un  et  d^ordre  cinq,  repré- 
sentée, dans  l'espace  à  quatre  dimensions,  par  les  équations 

X\  X\  T^  T^  Ti 

où  pu  est  la  fonction  de  JVeierstrass,  de  périodes  awi  et  2i»}.2^ 
Deux  points  m  et  m'  de  cette  courbe  seront  dits  conjugués  quand 
leurs  arguments  elliptiques  diffèrent  de  la  demi-période  wi. 

Cinq  couples  de  points  conjugués,  sur  la  courbe  C,  déter- 
minent un  système  linéaire,  tangentiel,  à  trois  paramètres,  (S), 
de  quadriques  (*);  le  système  S  contient  une  infinité  de  qua- 
driques réduites  à  deux  points;  les  deux  points  constituant 
une  telle  quadrique  dégénérée  sont  conjugués  sur  C. 


C)  Il  est  bien  citiir  que  j'entends  ici   par  quadrique  la   variété  représentée 
par  Téqualion  liomogcnc  du  second  degré  /(^p  x^^  j?,,,  x^^  x^)  —  o. 
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On  peut  encore  dire,  en  employant  le  langage  analytique  : 

Considérons  les  six  polynômes  homogènes^  du  second  degré, 
à  cinq  variables y^,  y^.y^ïj  yu  Xz^ 

x[yi-i-p{^t'^^i)yi-^p'{^i-^^\)yt'^p''(^i-^f^i)y^-^p'^{i^i-^^i)ys] 

(i  =  i,  2,  3,  4,  5,  G), 

0(1  les  arguments  ui  sont  des  constantes  quelconques  :  il  existe 
entre  ces  six  polynômes  une  relation  linéaire  et  homogène. 


PROPRIÉTÉS  DUNE  FONCTION  HOLOHORPHE  DANS  UN  CERCLE 
Oil  ELLE  NE  PREND  PAS  LES  VALEURS  ZÉRO  ET  UN  (M; 

Par  M.  Pierre  Boutroux. 

i.  M.  Landau  a  démontré  le  théorème  suivant  {^)  qui  se  pré- 
sente comme  une  généralisation  du  ihéorème  de  M.  Picard  sur  les 
fonctions  entières  : 

Soit  une  fonction  entière 

F  (a?)  ==  Uo-h  aix  -\-  OiX'  -i- . . , 

et  soit  «oT^o,  AotZ^i,  ai^z^o.  Il  existe  un  nombre  R  indépen- 
dant des  coefficients  r/a,  a^^  ...,  c'est-à-dire  fonction  de  a^  eideezi 
seulement,  tel  que  F  (x)  prenne  sûrement  Tune  des  valeurs  oou  i 
dans  le  cercle  de  rayon  B  ayant  son  centre  à  Torigine. 

(1)  Les  résultais  que  je  vais  exposer  ont  élé  résumés  dans  une  Noie  présentée 
à  rAcadémic  des  Sciences  le  3i  juillet  1906.  A  celte  époque  j'ignorais  absolu- 
ment l'existence  du  Mémoire  très  important  que  M.  le  Professeur  Schotlky  avait 
publié  quelques  mois  plus  tôt  sur  le  théorème  de  M.  Picard  {Sitzungsberichte 
d.  k.  preussischen  Ak\  d.  W.,  27  octobre  1904),  Mémoire  qui  contenait  une 
série  d'énoncés  semblables  à  celui  que  j^ai  obtenu.  M.  Landau  vient  d'être  assez 
obligeant  pour  me  signaler  celte  inadvertance.  Je  me  décide  néanmoins  à  publier 
ce  travail  tel  qu'il  est,  quitte  à  revenir  ultérieurement  sur  la  même  question  en 
m'inspirant  des  beaux  résultats  de  M.  Schotlky.  J'ajoute  qu'une  démonstration, 
extrêmement  élégante  et  précise  du  principal  théorème  exposé  ci-dessous  a  élé 
récemment  obtenue  par  M.  C.  Caralhéodory  (  voir  Comptes  rendus,  a6  dé- 
cembre 1905.) 

(-)  Landau,  Ueber  eine  Veratlgemeinerung  des  Picardschen  Satzes{Sitzungs- 
berichle  d.  k.  preussischen  Ak.d,   ir..  juillet  igo'i). 
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J*ai  élé  conduit  depuis  lors  à  quelques  résultats  d\in  caractère 
analogue  que  je  vais  brièvement  exposer. 
Ces  résultats  se  résument  comme  il  suit  : 

Considérons  la  fonction  F(^)  dans  un  cercle  C,  ayant  son 

centre  à  Vorigine,  où  elle  est  holomorplie  et  dans  lequel  elle 

est  supposée  ne  pas  prendre  les  valeurs  o  et  i.  Soit  M  le  mo- 

dule  maximum  que  prend  F(:c)  dans  un  cercle  concentrique  à 

C  et  de  rayon  XR,  ().  <[  i),  par  exemple  dans  un  cercle  C  de 

3R 
rayon—' 

Le  module  maximum  M  est  ijmférieur  a  un  nombre  fixe  X  qui 

NE  DÉPEND    QUE    DU    COEFFICIENT  a^. 

2.   Soit  la  fonction 

holomorphe  dans  un  cercle  G  de  rajon  R,  aj^ant  son  centre  à 
l'origine,  et  ne  prenant  dans  ce  cercle  ni  la  valeur  o,  ni  la  valeur  i. 
Dans  le  cercle  G,  \o^¥{x)  est  une  fonction  holomorphe  qui  ne  prend 

pas  les  valeurs  0,2/7:,  4*^>   ••••  De  même  log  ^^  .  ^^  =  Ft  {x) 

est  une  fonction  holomorphe  qui  ne  prend  dans  G  aucune  des 
valeurs  suivantes  : 

mi'"'         ^Î,-Î=l0g2  — ÎÏTÎ,         A:i,o  =  log2,         A-î,,  =  log2-+-2tTT, 

..,       X'3-i  =  log3  — 2«7r,       A'3,o  =  log3,       A'3,2  =  logS-h^t-,       ..., 


De  F|(x)  on  pourrait  passer  à  la  fonction  log     ^   ! — -  et  ainsi 

de  suite.   Je  m'arrêterai  pour   Tinstant  à  la  fonction  F{(j;)  que 
j'étudierai  en  place  de  F{x), 

3.  Lemme  I.  —  Soit  une  fonction  entière 

ff{x)  =  i-f-aix  -h  ajj7î-r-. . .. 
Posons 
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et  appelons  A(r)  la  plus  grande  valeur  positive  de  la  partie 
réelle  de  ^{x)  pour  |j;|  =  r,  A(r)  étant  assujetti  à  être ^  par 
exemple,  supérieur  (*)à  lo.  Quel  que  soit  r,  on  a 


(2)  i)ll(er)<ioA(r)logA(r)    pour    0<i- 


logA(r) 


La  démonstration  de  ce  lemme  résulte  d'une  remarque  due  à 
M.  Borel  (^).  Soit  3?  =  re'**  et  soit  P(r,  w)  la  partie  réelle  de  o  (a:). 
On  vérifie  que 

'ïf/""|a/«|-Hî*«<   /       (|P|-+-P)<iu)<4  7r.Arr), 

et,  par  suite,  que 

01l(Or)<i-+-[4A(r)H-'2]y-5-^<[4A(r)  +  311ogA(r). 

On  en  déduit  Tinégalité  (2).  Nous  pouvons  ajouter  que  l'inéga- 
lité subsiste  si  0(0)  au  lieu  d'être  égal  à  1  est  assujetti  seule- 
ment à  avoir  un  module  inférieur  à  ^tz. 

4.  Lemme  IL  —  Supposons  que  pour  |ar|<Rfe  module  de 
o{x)  reste  inférieur  à  un  nombre  donné  JU.  Dans  ces  condi- 
tions, je  dis  que  l'on  a  pour 

l'inégalité 

m 

(3)  |a;nar"«|-h|a,„_Hia:««+»|-h...<)J^l», 

POURVU     QUE    m     DÉPASSE    UNE    CERTAINE    VALEUR    CHOISIE    DE    TELLE 

MANIÈRE   QUE 

m 

(4)  (^j    >ioIogJl.. 

En  effet,  supposons  que  Tinégalité  (3)  ne  soil  pas  vérifiée.  Alors 


(')  Je  n*fii  point  cherché  à  duniicr  aux  constaoles  numériques  leur  valeur 
minimum.  Elles  ne  figurent  ici  que  pour  fixer  les  idées. 

(')  Voir  BoRKL,  Sur  les  zéros  des  fonctions  entièi'es  {AcCa  math.y  t.  XX). 
M.  Landiiu  a  fait  usage  d'un  lemme  voisin. 
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on  aura  pour  R'=  Rf  i  —  m"  )  l'i"égalité 

I  «m  I  R'"*  -+-  I  «/«-f-1 1  R''«-^'  H- . . .  >  -4;^  X, 

el  l'on  en  conclura,  d'après  le  lemme  I  etrinégalité  (4),  que  l'on  a 
en  certains  points  du  cercle  de  rayon  R 

|«p(x)|>.t, 

ce  qui  est  contraire  à  nos  hypothèses. 

5.  Lemme  III.  —  Soit  f{x)  une  fonction  holomorphe  dans 
un  cercle  C  de  rayon  R,  et  soit  M(r)  le  module  maximum  de 
cette  fonction  pour  \x\'^r.  Je  suppose  (*)  que  Von  ait  par 
exemple  (  *  ) 

i<R<2,        m(^)>io; 

OBI      AURA,      POUR      UNE     INFINITÉ     DE     VALEURS     /'o    DE    /',    COMPRISES 

3R        7R      >      . 

ENTRE  -T-  ET  ^>  L  INÉGALITÉ 

4  «> 

M(r)<M«(ro)     pour    r<ro-h       ''^ 


/M(ro) 


On   voit  en  effet  immédiatement  que,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  la 
fonction  y(j7)  deviendrait  infinie  dans  le  cercle  C. 

D'ailleurs  il  existera  pour  |  j^j^To  des  points  x  où  Ton  aura 

1^,(^)1, M(M-|/(o)|, 
\x\ 

En  ces  points  x  on  aura  donc  simultanément  : 

[y^(;)>M(^'o)-|/(o)l 

j  M(|a?|)<M«(ro)     pour     |  x  -  ar  |  < -— ^?=r 
(  v/M(/-o) 


3    .^ 
(*)  Les  nombres  ^y  ^  peuvent  nalurellcment  élre  remplacés  par  des  nombres 

quelconques  inférieurs  à  i. 

XXXIV.  3 
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avec 


6.  Revenons  mainlenant  à  la  fonction  Fi(x)  du  n"  2,  et 
appelons   M|(r)   $on    module    maximum    dans    le    cercle   C    de 

—  j  est  inférieur  à  un  nombre 

fixe  qui  ne  dépend  que  de  «o»  c^ est  à-dire  de  F|(o).  (On  ob- 
tiendrait le  même  résultat  si  l'on  remplaçait  le  coefficient  numé- 
rique -   par  un  nombre  quelconque  inférieur  à  i .  j 

L'unité  de  longueur  restant  arbitraire,  nous  avons  le  droit  de 
supposer  [après  avoir  fait  au  besoin  un  changement  de  variable 
de  la  forme  j:'  =  \x^  lequel  n'affecte  pas  F|  (o)]  que 

i<  R <  i. 

Nous  admettrons,  d'autre  part,  que 

^3R 


'■■(^) 


>^|l^(o)|, 


et  nous  chercherons  à  étudier  F^  (j?)  dans  ces  conditions. 

Soit  Xq  un  point  de  G  où  Ton  ait  les  inégalités  (5  )  du  lemme  UI. 
^\{x)  est  holomorphe  dans  un  cercle  F,  de  centre  Xq  et  de  ra^oii 
supérieur  à 

«  ~        ^0  3R  7R 

On  a,  dans  ce  cercle, 

Fi  {x)  —  bQ-h  bi(x  —  Xo)  -h... 
avec 

(0)  „.,^M.(M--|F,ro)|. 

I  ««ol 

Considérons  dans  le  cercle  Ff  la  fonction 

Gi(x)  =  Fi(j7)-f-^  =  6-f-^>i(a7  — Ï^)h-..., 

la  constante  /:  étant  l'un  des  éléments  du  Tableau  I  (n"  l)  que  l'on 
choisira  de  telle  manière  que 
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Par  hypolhèse  d  (x)  ne  s'annule  pas  dans  le  cercle  T^  et  n'j 
prend  pas  un  ensemble  de  valeurs  k'^j  qui  (comme  les  éléments 
du  Tableau  I)  sont  deux  à  deux  à  une  distance  au  plus  égale  à  2ir. 
D'autre  part,  le  module  maximum  de  G|  (:r)  pour  j  a;  —  ard^pi 
est,  d'après  le  lemme  111,  inférieur  ou  égal  à  IVr;;(ro)-  Nous  le  dési- 
gnerons par  [JL|,  et  le  supposerons  plus  grand  que  lo. 

7.  Considérons  maintenant  la  fonction 

Gj(a:)  =  iog     ^  .^^  -h  F=  C-+-  -7^(jr— ^)-h...=  c-+-C|(a:-~ïi)  -h..., 
2.nz  o 

la  constante  k'  étant  encore  choisie  de  telle  sorte  que  2îc<  |  c  |  <  4^- 
Comme  on  a 

c  =  Iog  —i — V  k'        aie  <  1 6 1  <  4'ïîi 

on  aura  (*)  évidemment 

La  fonction  G2(^)  est  holomorphe  dans  le  cercle  Fj,  ne  s'y  annule 
pas  et  n'y  prend  pas  un  ensemble  de  valeurs  /rj  dont  la  dislance 
deux  à  deux  est  au  plus  égale  à  2ir.  D'autre  part,  dans  le  cercle  Fi, 
la  plus  grande  valeur  positive  de  la  partie  réelle  de  G2  est  com- 
prise entre  Iog  (  —  —  anj  et  Iog  (^  +  2tzj;  elle  est  a  fortiori 
inférieure  à  log[Ji|  (puisque  nous  supposons  [Ji|  >•  10).  II en  résulte, 
d'après  le  lemme  I,  que,  dans  un  cercle  Fq  concentrique  à  F|  et  de 
rayon 

la  somme  des  modules  des  termes  de  G2 

OHîd  a:  I)  =  I  c  I  -+-  I  ci(a:  -  ^)  I  -+- 1  c^{x  -  ^)t  |  +. . . 
est  inférieure  (')  à  iolog|jL|  loglogjjii. 

(^)  Nous  supposerons  toujours  que  l'un  considère  la  plus  petite  détermination 
du  logarillime. 

(^)  De  la  fonction  0^{x)  on  passerait  par  le  môme  procédé  à  une  fonction 
G3(:r),  et  ainsi  de  suite.  La  fonction  G, (or)  aurait  un  module  maximum  [jl-  com- 
parable à  log(JL,_p  et  la  somme  des  modules  de  ses  termes  serait  inférieure  à 
iologjx^_j  Iog  Iog  |JL,_i  dans  un  cercle  T,  de  rayon 


Iog  Iog  11^ 
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Cela  posé,   il  va  nous  élre  facile  de  monlrcr  c|iie  Ton  aboutirait 
à  une  conlradîclion  si  Ton  supposait  que  jjli  satisfasse  à  Tinégalité 

(7)  l^i>^^, 

où  JU  est  un  nombre   fixe  [fonction  de  F|(o)]  que  nous  allons 
déterminer. 

8.  Nous  supposerons  que  Ton  ait  déterminé  le  nombre  positif  JU 
de  manière  à  satisfaire  aux  conditions  suivantes  : 

i"  L'inégalité  (7)  entraîne 

('■"rogiogfiij^s* 

a°  Si  l'on  a  Tinégalité  (7),  on  a,  a  fortiori, 

Mi(ro)>/X. 
Nous  supposerons  que  <JU  soit  assez  grand  pour  que  Ton  ait 


3^  Enfin,  nous  assujettirons  X  à  être  supérieur  à  10  et  à  satis- 
faire à  la  condition 

(9)  /jL>2|Fi(o)|. 

9.  Gela  posé,  considérons  la  fonction  G^i^)»  Nous  savons  que, 

dans  un  cercle  1%  de  centre  Xo  et  de  raj^on  supérieur  à  ^  pi,  la 

somme  0Tl2(|^|)  des  modules  des  termes  de  cette  fonction  est 
inférieure  à  iolog[ji|  loglog|JL|.  Je  vais  montrer  que  nous  serions 
en  présence  d'une  contradiction  si  nous  admettions  que  [Xi  est 
supérieur  au  nombre  positif  X  déterminé  au  /i'*  8. 

En  efl'et,  nous  avons  vi  que  Qt^{x)  se  développe,  à  1  intérieur 
de  r^,  sous  la  forme 
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|ci|  élanl  supérieur  à -Lî-S  c'est-à-dîre,  d'après  (6)  61(9),  à 
^^'  [5f;=M,(ro)]. 


^\Xo\iTZ 


On  en  conclura  que  l'on  a,  pour  les  points  x'  de  l\  voisins  du 
contour  de  ce  cercle, 


Or,  on  a 


3n.,(|:r'|)>2£l_^. 
o     2|aro|4'ïî 


/Mi(/-o) 


On  aura,  dès  lors,  en  vertu  de  Tinégalité  (8) 


D\lt{\x'\)>   ^^  ^     '^  >2Ol0gflil0gl0gîX,. 

Or,  par  hypothèse,  ^2  reste  inférieur  à  lologjxi  logIog|X|  dans 
le  cercle  V^]  donc  l'inégalité  (7)  conduit  à  une  contradiction. 

c.    Q.    F.    D. 

10.  Ainsi  se  trouve  démontré  le  théorème  que  j'ai  annoncé. 
Résumons,  en  eflel,  pour  plus  de  clarté,  les  résultats  acquis  aux 
n**»  6-9.  Nous  avons  considéré  la  fonction  F|(a?)  dans  un  cercle  G 
de  rayon  R  dans  lequel,  par  hypothèse,  elle  ne  prend  aucune  des 
valeurs  A"/;  du  Tableau  I,  et  nous  avons  appelé  Mi(r)  le  module 
maximum  (pour  |j?|  =  r)  de  F|  (x)  dans  ce  cercle.  Nous  avonç 
ensuite  supposé  que  l'on  ait  l'inégalité  (7),  laquelle  résulte  par 
a  fortiori  de  l'inégalité 

(10)  M.(^)>X', 

où  X  est  un  nombre  fixe  qui  ne  dépend  que  de  F|  (o),  et  cette 
hypothèse  nous  a  conduits  à  une  contradiction.  Nous  en  concluons 
que  V inégalité  (10)  ne  saurait  avoir  Izi  u. 

Revenant  maintenant  à  la  fonction  F  x)  qui  ne  prend  dans  C 
ni  la  valeur  o,  ni  la  valeur  1,  et  appelant  M  (/*)  son  module  maxi- 
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mum  pour  (:r|^r,  nous  pouvons  aftirmer  que  Von  a 


m(^)<.w„ 


«.1.1  étant  un  nombre  qui  ne  dépend  que  de  F  (o),  c^est-à-dire 
du  coefficient  a^, 

11.  De  cette  proposition  on  déduit  immédiatement  le  théo- 
rème de  M.  Landau.  Considérons  en  effet  la  fonction 

(i)  F(j^)  =  «0 -^«1^ -H  «fX* -+-..., 

les  deux  premiers  coefficients  étant  fixes  et  les  coefficients  suivants 
variables.  Diaprés  le  lemme  I,  si  R'  est  un  nombre  positif  quel- 
conque, on  aura  en  certains  points  de  la  circonférence  de  rajron 

lo  I  F{x)  I  log  I  F(x)î  >  I  «o|  -4-  I  ai  I  R'. 

On  peut  donc  évidemment  déterminer  un  nombre  R,  fonction 

—  \  soit  supé- 
rieur à  cl>f,  par  suite  tel  que  F(j:)  prenne  sûrement  Tune  des 
valeurs  o  ou  i  dans  le  cercle  de  rajou  R. 

Nous  sommes  d^ailleurs  en  mesure  de  varier  l'énoncé  du  théo- 
rème en  prenant  pour  coefficients  fixes,  outre  a»,  un  ou  plusieurs 
coefficients  de  (i)  autres  que  a|.  Quels  que  soient  les  invariants 
choisis,  il  existera  toujours  un  cercle  ne  dépendant  que  de  ces 
invariants  dans  lequel  F(x)  prendra  sûrement  Tune  des  va- 
leurs o,  I. 

12.  Une  autre  conséquence  du  résultat  que  nous  avons  établi 
sera  la  suivante,  relative  à  la  convergence  du  développement  de 
F{x)  daus  le  cercle  C. 

Diaprés  le  lemmc  II;  si  X  est  un  nombre  inférieur  ù  i,  on  peut 
déterminer  un  entier  m  tel  que  Ton  ait  pour 


i''<TK'-iér.' 


Digitized  by 


Google 


-  39  - 
rinégalité 

e  étant  un  nombre  arbitrairement  petit  assigné  à  Favance.  D'ail- 
leurs, ici  comme  plus  haut,  on  peut  remplacer  le  coefficient  numé- 

3 
rique  j  par  un  nombre  quelconque  inférieur  à  i. 

En  d'autres  termes,  soit  un  cercle  C  de  rajon  R  dans  lequel  la 
fonction  Iiolomorphe  F(x)  ne  prend  pas  les  valeurs  o  et  i,  et 
soit  C  un  cercle  concentrique  à  C  ayant  pour  rayon 

X'R  (  I —  r ;—  )         (X'<  I,  t;i9t  fonction  de  a^  exclusivement). 

\  IOge.\.i/ 

//  existe  un  entier  rn^  dépendant  exclusivement  du  coeffi- 
cient ûTo,  tel  que  ton  ait  dans  le  cercle  G'  V inégalité  (12).  — 
Quels  que  soient  les  coefficients  ai,  a^,  •••  la  partie  principale  de 
la  valeur  de  F(x)  en  un  point  quelconque  de  C  est  déterminée 
par  un  nombre  de  termes  du  développement  (1)  qui  est  au  plus 
rgal  à  m,  m  étant  fonction  de  a^  seulement. 

13.  J^observe,  en  terminant,  que  le  mode  de  démonstration 
employé  plus  haut  conduit  à  une  généralisation  du  théorème  qui 
fait  l'objet  de  cette  Noie. 

Imaginons  que,  dans  un  cercle  C,  une  fonction  holomorphe 
F(x)  ne  prenne  qu'un  nombre  fini/?  de  fois  les  valeurs  o  eM .  Ou 
pourra  déterminer  à  l'intérieur  de  C  un  cercle  F  de  centre  o?©,  où 
F(j:)  ne  prendra  aucune  des  valeurs  du  Tableau  1  et  où  Ton  aura 
l'inégalité  (6)  :  la  limile  inférieure  du  rayon  de  F  sera  d'ailleurs 
d'autant  plus  grande  que  p  sera  plus  petit.  On  en  conclura  que 

M  /  —  j  est  nécessairement  inférieur  à  un  certain  nombre  «A>^, 
fonction  de  a^  et  de  p  exclusivement. 
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SUR  L'HERPOLHODIE; 
Par  ÎM.    L.   Lecornu. 

L'absence  de  points  d'inflexion  dans  TherpoUiodie  s'élablil  aisé- 
ment de  la  manière  suivante  : 

Soient  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux  du  solide  rela- 
tivement à  son  point  fixe?  0(  A  >B  >  C);  A,  la  conslantedes  forces 
vives;  A*,  l'axe  résultant  des  moments  des  quantités  de  mouvement. 
L'équation,  par  rapport  aux  directions  principales,  du  cône  décrit 
par  l'axe  instantané  est 

A(A'«— AA)x«-f.B(^«— B/i)j^«-+-C(A«  — CA)5«=o. 

Le  vecteur  OE  ayant  pour  composantes 

X  =  X{k''-Ah)p,        \i  =  B(A«—  Bh)q,        v  =  C(^>-  Ch)r 

est  normal  au  cône,  pour  la  génératrice  —  >  —  »  -  coïncidant  avec 

l'axe  instantané.  Cherchons  la  vitesse  absolue  de  l'extrémité  E  de 
ce  vecteur.  La  vitesse  relative  aux  axes  mobiles  a  pour  projec- 
tion sur  Ox 

A()t«-A/i)^  =  (>t«- AAHB-C)^r. 

La  vitesse  d'entraînement  a  pour  projection  sur  la  même 
direction 

çv  — rfi=[G(A:«— CA)-  B(A:«— B/i)J^r. 

La  vitesse  absolue  a  pour  projection  la  somme  des  deux  précé- 
dentes, c'est-à-dire 

(B  — C)(B-+-C  — A)/*<7r. 

Le  vecteur  OE  est  également  normal  au  cône  de  sommet  O 
contenant  Therpolbodie.  Si  celle-ci  présentait  une  inflexion,  la 
direction  de  OE  serait  momentanément  stationnaire  et,  par  suite, 
la  vitesse  absolue  de  E  aurait  la  direction  de  OE;  d'où  les  rela- 
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lions  : 

(B-G)(B-hC  — A)  ""  (C-A)(C-+-A  — B)       (A  —  B)(A-h  B  — G)  * 

Or  on  sait  que  B  -}-  C  —  A,  A  -t-  B  —  C,  A:^ —  C A  sont  positifs, 
tandis  que  Ar* — Ah  est  négatif.  On  arrive  donc  à  une  impossibi- 
lité, qui  démontre  la  proposition. 

L'absence  de  rebroussements  s'établît  plus  facilement  encore. 
Pour  qu'il  y  ait  rebroussement  il  faut  que  la  vitesse  angulaire 
de  OE  soit  infinie  :  car,  en  excluant  le  cas  particulier  où  la  rota- 
lion  s'effeclue  autour  d'un  axe  principal  et  où  l'herpolbodie  se 
réduit,  comme  l'on  sait,  à  un  point,  le  chemin  élémentaire  par- 
couru par  le  pôle  sur  cette  courbe  est  toujours  du  même  ordre 
que  c/t.  Comme  la  vitesse  de  E  est  finie,  il  faut  que  OE  soit  nul; 
d'où 

(A:«  —  A/i)/?  =  o,        (^»—  B/Og  =  o,        (A:«—  Ch)r  =  o. 

Deux  au  moins  des  binômes  A*^ — A  A,  k^ — BA,  k^ — CA  étant 
différents  de  zéro,  il  faut  que  deux  des  composantes/?,  q^  r  de  la 
rotation  soient  nulles,  c'est-à-dire  que,  contrairement  à  l'hypo- 
thèse, la  rotation  s'effectue  autour  de  l'une  des  directions  princi- 
pales. La  conclusion  est  que,  pour  une  herpolhodie  non  réduite 
à  un  point,  il  ne  peut  y  avoir  de  rebroussements. 


NOTE  AU  SUJET  DU  VALET  DE  MENUISIER; 
Par  M.  le  Comte  de  Sparre. 

M.  Painlevé  avait  signalé  un  certain  nombre  de  problèmes  où 
les  lois  du  frottement  de  glissement  semblent  à  première  vue 
conduire  à  une  impossibilité  ou  à  une  indétermination. 

Toutefois,  M.  Lecornu  a  montré  dans  deux  communications 
des  6  et  27  mars  1906,  à  l'Académie  des  Sciences,  que  celte  im-» 
possibilité  disparaît  si  l'on  admet  que,  lorsque  deux  corps  en 
mouvement  sont   mis   en    contact,    le   coeilicienl    de    frottement 
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pri?nd  la  valeur  limite  relulivc  au  moti veinent,  à  moins  qu'il 
rrexiste  une  valeur  plus  petite  de  ce  coefficient  de  froUemenl  qui 
rende  certaines  des  réactions  infinies,  auquel  cas  il  se  produit 
des  percussions  entraînant  un  archoutement  dynamique,  entière- 
ment semblable  aux  arcboutements  statiques  depuis  longtemps 
connu». 

J'ai  eu  également  occasion  de  revenir  sur  cette  question  dans 
une  communication  du  3i  juillet  igo5  et  de  montrer  que  Tindé- 
termination  disparaît,  aussi  bien  que  l'impossibilité,  si  l'on  tient 
compte  du  mouvement  antérieur  qui  a  produit  les  conditions 
initiales. 

Je  me  propose  dans  celte  petite  Note  de  revenir,  en  quelques 
mots,  sur  la  théorie  d'un  appareil  bien  connu,  le  valet  de  menui- 
sier, qui  présente  ce  phénomène  remarquable  de  pouvoir  pré- 
senter soit  rarcboutemenl  statique  seul,  soit  en  même  temps 
rarcboulement  statique  et  l'arcboutemeut  dynamique;  de  plus, 
cet  appareil  se  prêterait  facilement  à  des  expériences  sur  la  ques- 
tion, si  l'on  jugeait  utile  d'en  organiser. 

Fig.  I. 


Soient  EBKALCDF  Télabli,  MOA  le  valet  et  G  son  centre  de 
gravité.  Désignons  de  plus  par  : 

V  son  poids  ; 

m  sa  masse; 

X  Tinclinaison  de  la  partie  recliligne  sur  la  verticale: 

r  lo  diamètre  «le  celte  partie  rccti ligne: 
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Q  la  force  verticale  et  dirigée  de  bas  en  haut,  appliquée  en. A  à  la 

pince; 
N  et  ]V|   les  composantes  normales   au  valet  des  réactions   qui 

s'exercent  en  B  et  C; 
a,  0,  0,  et  /  les  distances  du  centre  de  gravité  du  valet  à  sa  partie 

rectiligue  ainsi  qu'à  N,  N|  et  Q; 
h  l'épaisseur  de  l'établi  ; 
/  le  coefficient  de  frottement. 

Supposons  d'abord  que  le  valet  puisse  prendre  un  déplacement 
rectilignc  parallèle  à  sa  partie  rectiligne  dans  le  sens  ascendant. 

Si  l'on  considère  un  axe  Gx  parallèle  à  cette  direction,  on  aura, 
pour  les  équations  du  mouvement, 

Imx'—  Qcosa  — (N-i-Ni)/— Pcosat, 
N  +  Qsina  —  Ni  —  Psina  =  o, 
Nô-f  Nio,— Q/  — N/(a-hc)  — N,/a  =  o; 


d*aill 


eurs 


('2)  04-81= hctanga. 

cosa  ^ 

On  tire  des  deux  dernières  équations  (i)  : 

,  iV[8  +  8i-(ua-he)/]=Q/-(Q-P)(5i-a/)sina, 

(3)  I  N,[a  +  8i_(2a-he)/J=i=:Q/-h(Q-P)[8-(a-4-e}/]siiia, 

(  (N4-N,)[8-+-8i  — (aa-f-e)/J  =  2Q/-(Q--P)(8i— o-+-e/)sina. 

De  plus,  pour  que  ces  équations  soient  applicables,  il  faut  que 
les  valeurs  de  N  et  de  N|  soient  positives,  puisque  les  réactions 
en  B  et  C  ne  peuvent  s'exercer  que  dans  un  sens. 

On  doit  supposer  la  force  Q  très  considérable,  par  rapport  au 
poids  P  du  valet  (*).  Nous  supposerons  donc  cette  force  assez 
grande  pour  que  Ton  puisse  négliger  P  devant  elle  et,  de  plus, 
ainsi  que  cela  a  lieu  en  réalité,  Tangle  a  assez  petit  pour  que  l'on 
puisse  négliger  les  termes  qui  le  contiennent  en  facteur,  devant 
ceux  qui  en  sont  indépendants. 


(')   On  réalise  cclU*  condilion  dans  la  pratique  en  assujcllissant   ic  valet  ail 
mo^rcii  d'un  coup  de  innillot  appliqué  sur  sa  tète. 
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Dans  ces  conditions  les  équations  (i),  (2)  et  (3)  donnent 

6  -+-  8|  =  A, 

'  ^       h  —  {ia-^e)f       ^      A  — (aa-he)/ 

Cherchons  d'abord  la  condition  d'arcboutement  statique;  pour 
cela,  il  faut  que  Ton  puisse  satisfaire  à  l'équation  obtenue  en  fai* 
sant  ir/'=:  o  dans  (5)  par  une  valeur  /'  de  f  plus  petite  que  celle 
qui  correspond  au  mouvennent,  c'est-à-dire  qu^'l  faut  que  l'on  ait 

/'= >L </. 

•^         a/-f-  aa-he       "^  * 

la  condition  de  l'arcboutement  statique  est  donc 

h 


(6)  /> 


a/  -h  2a  -+-  e 


condition  à  laquelle  on  pourra  toujours  facilement  satisfaire  en 
prenant  /  assez  grand. 

Toutefois  celte  condition  (6),  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il 
y  ait  arcboutement  statique,  n'est  pas  suffisante  pour  qu'il  y  ait 
arcboutement  dynamique.  Si,  en  effet,  on  a 

A  •  *• 

(7)  r:r7:3>/> 


2/-+-2aH-c 


le  mouvement  ne  pourra  pas  se  produire  à  partir  du  repos, 
quelque  grande  que  soit  la  force  Q,  puisqu'il  y  a  arcboutement 
statique;  mais  imprimons  au  valet  une  vitesse  parallèle  à  Gx  (*): 
le  mouvement  se  continuera.  Ce  mouvement  sera  un  mouvement 
uniformément  retardé,  si  nous  supposons  Q  constant,  puisque  la 
valeur  de  x^  est  constante  et  négative;  une  fois  la  vitesse  du  valet 
devenue  nulle,  il  restera  indéfiniment  au  repos,  quelque  grande 


(*)  Condition  toujours  facile  à  réaliser,  car  il  suffit  pour  cela  de  ne  pas  appH-> 
quer  au  début  la  force  Q  et  de  faire  glisser  le  valet  parallèlement  à  MO,  en  Tap- 
puyant  en  B,  mais  sans  qu'il  touche  le  point  C,  tout  en  en  étant  très  voisin,  et 
d'appliquer  ensuite  la  force  Q  en  A,  lorsque  le  valet  a  pris  la  vitesse  voulue, 
parallèle  à  Gx. 
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que  soÎL  la  force  Q,  puisque  nous  sommes  alors  dans  le  cas  de 
Farcboulement  statique. 

On  remarquera  d'ailleurs  que  les  valeurs  de  N  et  de  N|  données 
par  (4)  sont  positives,  condition  indispensable  pour  que  les  for- 
mules soient  applicables. 

Supposons  maintenant  ('  ) 

(8)  f>J^.- 


Si,  dans  ce  cas,  on  appliquait  telles  quelles  les  formules  (4)  et  (5) 
on  aurait  un  résultat  évidemment  absurde  et  même  doublement 
absurde,  à  savoir  que,  quelque  grande  que  soit  la  force  Q  qui 
tend  à  faire  tourner  le  valet  de  droite  à  gauche,  autour  de  sou 
centre  de  gravité,  les  réactions  N  et  N|  tendraient  à  le  faire 
tourner  dans  le  même  sens,  et  ensuite  que  le  mouvement,  qui 
était  retardé,  pour  une  valeur  de  /satisfaisant  aux  conditions  (7), 
deviendrait  accéléré  dans  le  cas  actuel  où /est  plus  grand,  :r^  étant 
alors  positif. 

Mais,  ainsi  que  l'a  fait  remarquer  M.  Lecornu,  cette  impossi- 
bilité apparente  tient  simplement  à  ce  qu'il  y  a  alors  arcbou- 
tement  dynamique;  en  effet,  lorsque  après  avoir  fait  prendre  au 
valet  une  vitesse  déterminée  parallèlement  à  Gx  on  fait  intervenir 
la  force  Q,  les  réactions  Net  N|  croissent  au  delà  de  toute  limite 
puisque  la  valeur  du  coefficient  de  frottement 


qui  les  rend  Tune  et  l'autre  infinies,  est  plus  petite  que  celle  de  ce 
coefficient  qui  correspond  au  mouvement. 

On  peut  d'ailleurs  facilement  vérifier  que,  dans  le  cas  actuel,  le 
frottement  peut  produii'e  une  percussion  capable  d'arrêter  le  valet. 

Soient  en  effet  H  et  H|  les  composantes  normales  au  valet  des 
percussions  qui  se  produisent  en  B  et  C  au  moment  de  l'introduc- 
tion   de  la  force  Q;  les  composantes   tangcntielles   seront  H/' 


(')  Nous  nous  supposons  toujours  dans  le  cas  où  Ton  peut  négliger  P  devant  Q, 
et  aussi  les  termes  qui  conlicnncnt  a  en  facteur  devant  ceux  qui  en  sont  indé- 
pendants. 


Digitized  by 


Google 


-  46  - 
et  H,/',  f  élanl  assujeltî  à  la  seule  condition 

Si  Ton  applique  alors  le  théorème  ded'Alembert  pour  les  forces 
de  percussion,  v  désignant  la  vitesse  de  translation  du  valet  au 
moment  où  la  percussion  se  produit  (la  vitesse  iinale  étant  par 
hypothèse  nulle),  on  aura 

,710  — H/- H,/' =0, 

H  — Hi  =  o, 

H8  4-  H, a,—  H/'(a  -»-  e)  —  Wxf  a  =  o, 


où,  comme  H  >  o, 


c'esl-à-dirc,  si  Ton  prend  cosa==  i, 

•^         2  a  -h  e 


Donc  la  condition  pour  qu'il  y  ait  arcboutement  dynamique  est 

"^      2a  -f-  e 

On  voit  donc  que,  suivant  ses  dimensions  et  sa  construction,  le 
valet  de  menuisier  peut  présenter  ou  simplement  Tarcboutement 
statique  ou  à  la  fois  Tarcboutcment  statique  et  Parboutement  dyna- 
mique. 

On  pourrait  toutefois  faire  à  ce  qui  précède  l'objection  sui- 
vante : 

Nous  pouvons  supposer  que  Ton  ait  fait  prendre  au  valet  une 
vitesse  initiale  déterminée  parallèle  à  (jx  en  lui  appliquant  pen- 
dant un  temps  voulu  une  force  de  direction  et  d'intensité  conve- 
nables, le  valet  pendant  celte  période  touchant  Vélabll  seulement 
en  B  mais  étant  infiniment  voisin  du  point  G,  sans  toutefois  tou- 
cher ce  point.  Pendant  celte  période,  la  réaction  en  G  est  nulle,  et 
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la  réaction  en  6  a  pour  composante,  suivant  la  normale  au  valet, 

N  =  F  cosY  —  P  siaa, 

F  ëlant  la  force  qui  sollicite  le  valet  pendant  celle  période  et  y 
son  angle  avec  N,  et  pour  composante  tangentielle  N/,  /  étant  la 
valeur  du  coefficient  de  frottement  pour  le  mouvement. 

Au  moment  où  la  force  Q  intervient  il  faut,  pour  que  la  per- 
cussion se  produise,  que  le  coefOcieiit  de  frottement  prenne  une 
valeur 

si  nous  nous  supposons  dans  le  cas  de  l'arcboutement  dynamique; 
or  il  peut  paraître  anormal  de  supposer  que  Tintervention  de  la 
force  Q  fasse  diminuer  la  valeur  du  coefficient  de  frottement  enB. 
Toutefois,  bien  que  cette  objection  soit  spécieuse,  il  est  facile  d'y 
répondre. 

En  effet,  le  coefficient  de  frottement  est  le  rapport  entre  la  com- 
posante tangentielle  et  la  composante  normale  de  la  réaction;  ce 
rapport  est  sensiblement  constant,  en  vertu  des  lois  de  Coulomb, 
une  fois  que  le  mouvement  est  établi.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même 
pendant  la  période  d'établissement  du  mouvement,  ou  au  moment 
d'une  variation  brusque  des  forces  qui  entrent  en  jeu. 

Le  frottement  en  effet  est  dû,  pour  la  majeure  partie  au  moins, 
à  la  déformation  des  surfaces  en  contact,  déformation  qui  est  le 
résultat  de  l'action  de  forces  en  présence. 

Si,  par  suite,  la  réaction  normale  éprouve  une  augmentation 
brusque,  la  déformation  correspondante  sera  sans  doute  très 
rapide,  mais  elle  exigera  cependant  un  temps  lini  et,  par  suite, 
l'augmentation  de  la  réaction  tangentielle  sera  un  peu  en  retard 
sur  celle  de  la  composante  normale.  Le  coefficient  de  frottement 
qui  est,  comme  nous  l'avons  rappelé,  le  rapport  de  la  composante 
tangentielle  à  la  composante  normale,  commencera  doue  par  dé- 
croître, pendant  un  temps  très  court,  pour  reprendre  ensuite  sa 
valeur/ relative  au  mouvement,  à  moins  qu'il  n'existe  une  valeur 
plus  petite  /'rendant  la  réaction  infinie,  et  c'est  précisément  ce 
qui  a  lieu  dans  le  cas  actuel. 
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SUR  LES  CARACTÉRISTIQUES  DES  SYSTÈMES 
AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES; 

Par  M.   IlADAMiinD. 


Beudon  (*)  est  parvenu  à  étendre  au  cas  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles,  à  un  nombre  quelconque  de  variables  indépen- 
dantes, la  notion  de  caractéristique. 

J'ai  pu  obtenir  le  même  résultat  (^)  relativement  aux  systèmes 
de  /?  équations  à/>  fonctions  inconnues  qui  satisfont  à  la  condition 
postulée  par  Caucliy  et  M'"^  Kowalewski  dans  la  démonstration  de 
leur  célèbre  théorème  fondamental,  c'est-à-dire  qui  sont  résolubles 
par  rapport  aux  dcrivées  d'ordre  le  plus  élevé  des  inconnues  rela- 
livement  à  une  même  variable  indépendante. 

Mais  on  sait  aujourd'hui  que  le  cas  où  la  condition  précédente 
peut  être  réalisée  est  loin  d'être  entièrement  général.  M.  Bour- 
let  (')  a  indiqué  des  systèmes  qui,  par  aucun  changement  de 
variabies  indépendantes,  ne  peuvent  être  ramenés  à  la  forme  de 
M™*  Kowalewski. 

Il  est  à  remarquer  qu'on  n'a  point  besoin  de  recourir  à  des  sys- 
tèmes formés  ad  hoc  pour  rencontrer  cette  circonstance  singu- 
lière :  elle  se  présente  dans  l'un  des  plus  connus  et  des  plus  im- 
portants que  la  Géométrie  moderne  ait  eu  à  considérer  :  je  veux 
parler  des  équations  de  la  déformation  des  surfaces 

(£)"*(l)"- (!)■-<-). 

]  àx  dx        dy  ày       dz  dz       ^, 
^  '  ^  du  àv        du  âv        du  ôv  ^    *    ^' 

(f)'-(^)'-(ëy-«<-'- 

Il  est  visible  que  de  telles  équations  ne  sont  pas  résolubles  par 


(*)  Ce  Bulletin,  année  1897,  p.  108-120. 

(')  Leçons  sur  la  propagation  des  ondes,  Chap.  VII. 

(*)  Thèse  {Annales  de  l* École  normale  supérieure,  suppl.,  1891), 
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rapport  à  -r^>  ^>  -r^;  et  îl  est  non  moins  évident  qu'elles  ne  sau- 
raient le  devenir  par  un  cliangement  de  variables  indépendantes, 
puisque  ce  changement  n'altère  que  la  forme  des  seconds  membres 
et  non  celle  des  premiers. 

MM.  Méraj  et  Riquîer  d'une  part,  M.  Delassus  de  Tautre,  ont 
appris  à  trouver  les  conditions  d'existence  des  intégrales,  non 
seulement  pour  les  systèmes  dont  je  viens  de  parler,  mais  aussi 
pour  ceux  où  le  nombre  des  inconnues  n'est  pas  égal  à  celui  des 
équations.  En  reprenant  leurs  travaux  pour  y  étudier  de  plus  près 
l'influence  des  changements  de  variables,  on  parviendrait  évidem- 
ment à  une  théorie  entièrement  générale  des  caractéristiques. 

Beudon  a  fait  un  premier  pas  dans  cette  voie  (^),  en  ce  qui 
regarde  les  systèmes  de  plusieurs  équations  à  une  seule  fonction 
inconnue. 

Nous  resterons,  au  contraire,  dans  l'hypothèse  où  le  nombre 
des  équations  et  celui  des  inconnues  sont  égaux  entre  eux,  et 
donnerons  quelques  indications  sur  la  manière  dont  interviennent 
les  caractéristiques  dans  celte  hypothèse. 

Soit,  par  exemple,  avec  les  notations  de  l'Ouvrage  cité  (^),  le 
système  de  trois  équations  de  second  ordre 

(  ^<kPik-^^b''ikqik-^^c''iMrik-^  /'=  o, 

aux  trois  fonctions  inconnues  a,  v^  w  et  linéaires  par  rapport  aux 
dérivées    secondes   {^).    Les    variables    indépendantes    sont  a?i, 

J?2,    ...,  Xfi* 

Si  l'on  se  donne  les  valeurs  de  m,  r,  w  et  de  leurs  dérivées  pre- 
mières sur  la  multiplicité 

(3)  ^/i  = /(a^i,  Tj,  . ..,  Xrt-i), 


(')  Annales  de  l'École  normale  supérieure,  i8g6. 

(")  Leçons  sur  la  propagation  des  ondes,  Chap.  Vil,  §  I. 

(^)  On  sait  que  cette  hypoiht'se  iic  restreint  pas  la  généralité. 

XXXIV. 
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les  d(h'ivées  secondes  p,tn^  Çnn^  f'nn  sont  fournies  par  les  équa- 
tions (*) 

(    ^Pnn  +  ^qnn  +  Cr„„  -t-  K  =  O, 

('»)  '   A'/>„,|-i- B'^„„-+- Ort,,-!- K' =  o, 

avec 

àf 


=^aikViVi,        Vi—  —     («  =  1,9.,  ...,/i  — i), 


P«  =  -i 


et  des  expressions  analogues  pour  B, 

Lorsque  le  système  donné  est  susceptible  d^étre  mis  sous  la 
forme  de  M"**  Kowalewski,  la  condition  pour  que  la  multiplicité  (3) 
soit  caractéristique  est  donnée  par  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre 


(5) 


H  = 


ABC 
M  B'  G' 
A'    B'    C 


Si  elle  est  vérifiée,  sans  que  tous  les  mineurs  de  H  soient  nuls, 
les  équations  (4)  (si  elles  sont  compatibles)  ne  déterminent  plus 
entièrement  p„ni  gnny  f*Hn  '  ces  quantités  dépendent  encore  d^un 
paramètre  inconnu  p.  Mais  la  considération  des  dérivées  troisièmes 
montre  que  ce  paramètre  doit  vérifier,  sur  la  multiplicité  (3), 
Téquation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 


(C) 


V  ^P    <^"       m 


qui  lie  entre  elles  les  valeurs  de  p  sur  chacune  des  lignes  (bicarac- 
téristiques)  définies  parles  équations  did'érentielles 


fir, 


dxi 


dXn 


Moyennant  cette  équation  (6),  les  dérivées  troisièmes  deviennent 
à  leur  tour  indéterminées  et  dépendent,  à  leur  tour,  d^un   para- 

(*)  Loc.  cit.,  p.  377. 
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mèlre  aibilraire  pi,  assiijetli  à  réqiialîon  dilTërenlielle 


<«■>  2è,JF,*".=- 


11=1 

dxi  d^i 


et  ainsi  de  suite. 

N  est  (en  général)  quadratique  en  p.  Mais  N|  est  linéaire  en  pi 
et,  de  même,  les  équations  analogues  servante  calculer  les  déri- 
vées suivantes  sont  linéaires  par  rapport  aux  inconnues  qu*elles 
doivent  déterminer.  De  plus,  le  coefficient  de  ces  inconnues  est 
chaque  fois  le  même,  savoir 

Cela  posé,  passons  aux  systèmes  qui  ne  peuvent  pas  être  mis 
sous  la  forme  de  M'"*  Kovvalewski. 

Ces  systèmes  sont  caractérisés  par  cette  circonstance  que 
Inéquation  H  =  o  est  une  identité. 

S'il  en  est  ainsi,  sur  chaque  multiplicité  (3),  les  équations  (4) 
forment  un  sj^stème  indéterminé  :  leur  solution  dépend  (en 
général)  d'un  paramètre  p,  qui  satisfait  encore  à  Téquation  (6). 
Mais  ici  cette  équation  est  une  équation  en  termes  finis,  savoir 
une  équalion  quadratique  N  =  o. 

Cette  équation,  une  fois  résolue,  Téqualion  en  p^,  savoir  Téqua- 
tion  (6'),  ainsi  que  toutes  les  équations  analogues  suivantes,  sont 
également  en  termes  finis  et  même  du  premier  degré. 

En  un  mot,  ici,  comme  dans  le  cas  où  H  n'était  pas  idenlique- 
ment  nul,  les  dérivées  successives  des  inconnues  sont  déterminées 
d'une  manière  parfaitement  univoque. 

La  condition  pour  qu'il  n'en  soit  plus  ainsi  est 

autrement  dit  que  l'équation  N  =  o  ait  une  racine  double. 
C'est  cette  condition  qui  définit  les  caractéristiques, 

11  resterait,  bien  entendu,  à  rechercher  (en  la  supposant  véri- 
fiée) ce  qu'on  doit  entendre  par  bicaractéristiques. 
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Si,  par  exemple,  on  applique  ceci  aux  systèmes  (i),  on  trouve 
que  les  caractéristiques  de  ce  système  ne  sont  autres  que  les  lignes 
asymptotiques  des  surfaces  correspondantes. 

C'est  bien  le  résultat  que  Ton  obtient  dans  Tétude  du  problème 
de  la  déformation,  mais  cet  énoncé  n'avait  jusqu'ici  de  sens  que 
grâce  à  la  réduction  du  système  à  une  équation  unique. 


SUR  UNE  FORMULE  GÉNÉRALE  D'INTERPOLATION; 
Par  M.  PoTRON. 

1.  M.  Borel  a  démontré  (')  le  théorème  suivant  : 

Soit  ^p,g{^)  {p  ci  q  étant  deux  nombres  entiers  et  p^q)  une 
fonction  égale  à  o  pour   0^^=  ^~'    ^'  pour  — <x£i, 

à  qx  —  />  -4-  I  pour  ^  ~  '  5^=— »  à  —  qx  -h  p  -h  i  pour 
^<x^  ^ ;  soit  l*p^g{x)  un  polynôme  tel  que  l'on  ait,  entre  o 

^^  '?  \?p,ç{^)  —  ^p^</('^)\<Jl'  si /(a)  désigne  une  fonction 
définie  et  continue  entre  o  et  i]  si  tg  est  un  nombre  tel  que 
l'inégalité  \  x^  —  X2\  <  -  entraîne  partout,  entre  o  e/  1 , 
1/(0:,)  —  f{x^)\<.^q\  on  a  toujours^  entre  o  et  i^ 


p  =  q 


n')-^f{^)^,,,('^) 


p  =  0 


<.,+  M^, 


M  étant  la  limite  supérieure  de  f{x)  entre  o  et  i.Je  me  propose 
de  donner  une  expression  générale  des  polynômes  Pp^ç{x). 

2.  L'équation  de  la  ligne  brisée  y  =  Op^q{x)  peut,  d'après  une 
(')  Leçons  sur  les  fonctions  de  variables  réelles,  Chap.  IV,  p.  82. 
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formule  de  M.  S.  Bernst«in  (  '  ),  s'écrire 

En  appliquant  ces  formules  et  remarquant  que 
/h\       {  o,    si    hjép, 


tf,a,...,y  — 1, 


on  trouve 


+  -|a»-i|, 


«p -(ar)=  i   a?—  -^^ \  —  g\^—  — 

T/'ty  V    /      ^  I  q     \        \        g 


i  hr  — \y         p  =  1 ,  2, 

2  Ç        \ 


9  —  ^^ 


?^>ç(^)  =  ^l^l  +  ll^-^y^ 


y-' 


Sî  je  remplace  chacune  des  expressions  Le par  un  poly- 
nôme Ujt{x)  tel  que  l'on  ait,  entre  o  et  i, 


nit(:r)  — 1^-- 


2  y' 


les  expressions  obtenues  seront  les  poljnomes  Pp,q{x)  cherchés, 
car  Terreur  commise  sur  chaque  second  membre  sera  toujours  en 
valeur  absolue  <  -r-  On  aura  donc 


*'*       a  2    ^  2        ^ 


(*)  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XXXIII,  igoS,  p.  33. 
XXXIV.  ^  4» 
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3.   Pour  déterminer  11^(4:)  je  pose,  suivant  une  remarque  de 
M.  Lebesgue  (*), 


Gommé  x  et  —  sont  compris  entre  o  et  i,  il  en  est  de  même 
de  I  +  ^)  et  par  suite  z  est  compris  entre  o  et  —  i .  J'ai  donc 
pour  y/i  +5  le  développement  en  série 

1  I      ,        1.3     ,  ,       .  ^,  I.3.. .(1/1  —  3)    .      »,    X 

2  2.4  2.4.6  ^         '  2.4. ..2/1  ^     ' 

convergente  pour  5  =  —  i  et,  par  suite,  absolument  et  uniformé- 
ment convergente  pour  —  i  ^^  ^  1 .  Il  est  aisé  de  trouver  une  limite 
supérieure  de  |  R/i(«)  |.  J'ai,  en  effet, 

h=zn  +  t 

en  posant 

1.3. ..(2^-3)  /..  I\ 

Je  vais  chercher  deux  entiers  a  et  ^  >>  a  tels  que,  à  partir  d*un 
certain  rang,  on  ait 

(^)'<(»T7)'       -       «-<A^„M(»-1)">,. 

Le  terme  de  plus  haut  degré  en  h  est  -(3a  —  2p)AP"'*.  Si 

B         3        . 
donc  —  >  -9  rinégalité  cesse  d'avoir  lieu  à  partir  d'un  certain 

rang.   Si  a  =2,   P  =  3,  le  premier  membre  devient  7  (3  A  —  i); 

4 

l'inégalité  est  donc  vérifiée  pour  A^i.  Or,  «2=-i>  donc, 
pour  A  >•  2,  on  a 

(')  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1898,  p.  278, 

(^)  Ce  résultat  peut  encore  s^établir  au  moyen  de  la  formule  de  Stirling 

^    ^^1    J_ 

n\  =  ^'2Tze      n       îci*«,        o<6<i; 
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Je  dis  maintenant  que 

'V  n  /  N  1.3. ..(2/1—1) 

2é  «**=«»=(•*«-•)«» — ^.4.. .an   • 

Ce  théorème  est  d'abord  vrai  pour  n  =  i .  En  efifet,  si  je  fais 


OQ  a.  en  effet, 

I         (aA  — 2)! 

Uk  = 


«**- 


aA  2»-»[(A  — i)!p 


Remplaçant  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  leurs  limites  supérieure  et 
inférieure  données  par  la  formule  de  Stirling,  on  trouve,  après  simplification, 


3  y/ïc  h  y/A  —  i 
Posons 


Â='' 


il  vient 


•  ,        «14(1-0 


2v/ïc    ^i  —  t        ay^ 

Lorsque  t  tend  vers  o  par  valeurs  constamment  décroissantes  à  partir  de  i, 
T  tend  vers  i  par  valeurs  constamment  décroissantes,  donc  h^Vj,  tend  vers  — — 

2  V^ 

par  valeurs  constamment  décroissantes.  Ainsi,  T,  désignant  la  valeur  de  T 
pour  h  =  n^  on  a,  pour  h^  n. 


On  a,  par  exemple, 


1  I  T 

h^uu<h}vj,<  —^' 


En  intervertissant  les  limites,  on  trouve  de  même 

"*>  <      = 

2^h\/h  —I  e«iA-i) 


et,  en  posant  A  =  j» 


A^v:=~^ 


^h 


a/rë    I r-r—r.       ^^^ 


I  5 

La  dérivée  de=;  a  le  signe  de  <—  ^*  Donc,  lorsque  t  tend  vers  o  par  valeurs 

constamment  décroissantes  à  partir  de  ->  T'  tend  vers  i  par  valeurs  constamment 


Digitized  by 


Google 


tendre  z  vers  —  i  dans  le  développement  (absolument  et  onifor- 
inëmenL  convergent  pour  —  i  ^ 2^  i)  de  la  fonction  continue /i+ 2, 
j'obtiens,  à  la  limite. 


As* 
Ast 


d*où,  comme  11^=  i,  je  conclus 


alors 

Si  maintenant  la  formule  est  vraie  pour  R/,,  on  a 

^        _(in^l)Un  ^       Rn      , 

or 

R„+,=  R«— «,-H«=     ^^_^\^     =(a/n-i)M„-Ki    («). 


décroifsantes.  On  a  donc,  pour  A  =  a, 
et,  par  »uite,  pour  A  >  n  ^  2, 


2  VIS  2  V^TC 

(  >  )  On  peut  encore  écrire 

_       (2/1)!        _    (2/1)! 
-      (2.4. ..2n)»  ""  2»»(/iI)»* 

Or  ^; — rls-i  nombre  des  combinaisons  de  2/t  objets  n  à  /i,  est  entier,  donc  la 

fraction  irréductible  égale  à  R.  a  7>our  dénominateur  une  puissance  de  2. 
Comme  u.  =  R„_.i  —  B^  il  en  est  de  même  pour  u^.  En  procédant  de  proche  en 
proche,  on  voit  qu'en  général,  si  l'on  pose 

I.3...(20  — l).I.3...(2/l  —  2D  — 1)  /       ^n-hi  „  \ 

n.p  2. 4...  2/1  \  2  »  »  / 


ef  que  la  fraction  irréductible  égale  à  u^^^  a  pour  dénominateur  une  puis-   | 
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Je  conclus  de  là 

K«  < j  • 

(2/1)* 

Pour  avoir  R«<  -^>  il  suffit  donc  de  prendre — ^  — • 

Soit  n  =  a^rP  (a  et  p  entiers,  p  yé  o),  il  faut 

Pour  que  cette  inégalité  ait  lieu  pour  toute  valeur  de  9,  il  faut 
que  le  terme  de  plus  haut  degré  en  ç  ait  son  coefficient  positif,  ce 
qui  exige  d'abord 

3p^2p-4-6        ou        p^6, 
puis,  en  supposant  ^  =  6, 

2a' — 4**=o        ou        «^2. 

Comme  d'ailleurs  — ^^peut  s'écrire r ?»  en  faisant 

A=  2qr«,  cetle  expression  devient 


(2A)»  (ih)^       {ihy 


I  I 

2^«  "~  87^ 


On  a  donc  bien  une  solution  de  l'inégalité  en  prenant  /*  =  iq^. 
Ainsi,  on  peut  toujours  prendre  pour  ^k{x)  C  expression 


i-h 


2<-)'-"[('-5)'-T- 

de  degré  /\q^  en  x.  Ordonnons-la  par  rapport  à  x. 
sance  de  q.  On  voit  aussi  que 

h=m> 

Pour  les  grandes  valeurs  de  «,  i/„     est  donc  de  tordre  de r» 
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4.  On  a,  en  supposant  d'abord  k{k  —  q)y6oy 

[(.-^)--,]'=[..-.i,.(^-,)]'=|4f^...(-'^/(r-r' 

a.  p.  y 
ce  que  l'on  peut  écrire 

y  A!(-,)/.-a  /i>^\P/  *«\A-"-P     ,_g  /,^p^*x 

Le  coefficient  de  x^  dans  cette  expression  s'obtient  en  réunis- 
sant les  termes  correspondants  aux  s^rstèmes  (a,  ^)  de  solutions 
entières  et  positives  de 

On  voit  aisément  que  ces  solutions  n'existent  que  pour 

^  (  2A  si     LL  est  pair,  .  .  u        i  . 

(  9.n  —  I     SI     jji  est  impair,  '^4  ^ 

Je  les  désignerai  par  (a>i,pi,  pA,îi)-  Lecoefficientde  x»*  dans  ïik{^) 
est  donc,  si  [x  >  o, 

Cm=2"'«*    2    ^-'>"^'a..,!p..,UA-«..,-{»M!(7)       1'-?^) 
«='{1  aA,|fc.pjk,|i 

ou  bien  en  désignant  simplement  par  ajj,,  ^^  deux  entiers  positifs, 
solutions  de  2a-f-  p  =  |JL  (o^|jl^45^') 

On  peut  encore  écrire 

VP|*  *  =  «!*+ Pu 

On  a  d'ailleurs  directement 

(3)  Co,,.=  .4-  2(-')''   '"'•(^î-')''- 

Ami 
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On  peut  alors  écrire,  quel  que  soit  jjl, 


rftt  développement  de  -  /^ar  rapport  aux  puissances  croissantes 


et  remarquer  que  Co,*  se  compose  des  ^q^-^i  premiers  termes 
\  développe 

Si  A  =s  o,  on  a 


Le  coeniciênt  de  x^  dans  110(0:)  est  donc  o  si  |jl  est  impair,  et, 
si  |JL  est  pair  et  ^  o, 

OU  bien 

(4)  C(|.,o  = 


1 

On  a  d'ailleurs  directement 

A=f7« 

(^)  co,«=i-  2  "/*  (*)• 

A  =  l 

On  voit  que  Co,o  se  compose  des  ^q^-\-i  premiers  ternies  du 

1 
développement  de  (i  +  zy  oit  ron  fait  zz= —  i  et  que  C,4,o  (^st 

(^)  On  a  déjà  vu  que 

A  =  «p 


A  =  l 
Donc 

A=î7, 


A  =  i 
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le  quotient  par  -\  de  la  y-  \  dern^ee  de  cette  expression, 
pour  z=:i —  I.  On  peut  fai re  rentrer  ce  résnllatda os  les  formu les  (:%> 
et  (3)  en  y  faisant  P|i=  o  et  remplaçant   ^ ,^   , — ^  par     "^   "^ 


Si  k  r=  ^,  on  a 


fV-' 


a-k 


[(X  — l)«— ll*=  X*(Jr—  i^^rr   V  _ 


Aî 


ali/i  — a»î 


x*^a(— 2)*-». 


Pour  avoir  le  coefficient  de  x(^  dans  n^{x),  remarquons  qu'uo 
terme  de  rang  h  de  Hgix)  fournit  un  terme  en  x^  toujours  cl  seu- 
lemenl  si 

(  ih,  si     fA  est  pair, 

{  ih  —  I,     si     (ji  est  impair, 

en  sorte  que,  si  (i  ^  o, 


(6) 


C«-=      >     (  —  I  )*-"  «A  A  !  j— ; ; î 


(si  ji  >  2y«,  la  limite  supérieure  de  h  sera  ay*).  On  a  d  ailleurs 
directement 


(7) 


C,.^  =  i. 


5.     Désignons    maintenant    par    D^^p^ç   le    cocfficienl    de    x^ 
dans  P/»,ç(<^)^  les  formules  (i)  donnent 


y  — ' 


ï^lit^.l—  2^l*'»"^  7^!J^'V-« J 


■'ix.ç- 


Ces  formules  (8),  jointes  aux  formules  (2)- (7),  délerroineni 
complètement  les  polynômes  Vp^ç(x)=  ^  D^^p^çX^-. 

|1  =  0 
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EXTRAIT  DES  STATUTS  ET  DU  RÈGLEMENT. 


La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  l'avancement  et  la  propa- 
gation des  études  de  Mathématiques  pures  et  appliquées.  Elle  y  concourt  pur 
ses  travaux  et  ses  publications.  Elle  a  son  siège  à  Paris. 

La  Société  se  compose  de  sociétaires  perpétuels,  de  membres  résidants  et 
de  membres  non  résidants,*  en  nombre  illimité. 

Sont  considérés  comme  résidants  les  membres  qui  ont  à  Paris  leur  domi- 
cile ou  leurs  occupations  professionnelles. 

Les  Étrangers  peuvent  faire  partie  de  la'Société. 

Les  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  de  la  Société,  son  lies  suivantes  : 
I**  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  membres  et  agréé  par  le  Conseil  d'admi- 
nistration ou  parle  Bureau  agissant  en  vertu  d'un  mandat  du  Conseil;  â""  avoir 
obtenu,  à  Tune  des  séances  qui  ont  suivi  la  présentation,  les  suffrages  de  la 
majorité  des  membres  présents;  3*  avoir  versé  un  droit  d'admission- de  dix 
francs;  4*  payer  une  cotisation  annuelle  dont  le  montant  est  de  vingt  frativs 
pour  les  membres  résidants,  et  def  quinze  francs  pour  les  membres  non  résidants. 

La  cotisation  annuelle  peut  toujours  être  rachetée  par  une  somme  de  trois 
cents  francs,  versée  dans  les  conditions  fixées  par  le  règlement' administraf if 
de  la  Société. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel,     . 

La  cotisation  annuelle  est  payée  au  commencement  de  chaque  exercice  dont 
Torigine  estfixée  au  i"  novembre  de  chaque  année. 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de  l'exer- 
cice en  cours,  quelle  que  soit  l'époque  de  leur  admission. 

La  Société  tient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances,  en  août,  septembre  et  octobre. 

Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 
être  présentées  par  Tun  de  ses  membres. 

La  Société  publie  par  livraisons  un  Ilecueil  annuel  quia  pour  titre  :  bulletin 
de  la  Société  mathématique  de  France,  et  qui  contient,  avec  un  extrait  des 
procès- verbaux  des  séances,  des  Notes  et  Mémoires  sur  les  Mathématiques 
pures  ou- appliquées,  ayant  pour  auteurs  des'merabres  de  la  Société,  et  pré- 
sentant quelque-originalité  au  point  de  vue  de  la  méthode  ou  des  résultats. 

Les  livraisons  du  Bulletin  sont  adressées  à  tous  les  membres  de  la  Société, 
au  fur  et  à  mesure  de  leur  publication.  Toutefois,  dans  le  casoù  un  sociétaire 
se  met  en  retard  dans  "le  payempnt  de  sa  cotisation,  l'envoi  du  Bulletin  est 
suspendu  pour  lui,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  acquitté  l'arriéré. 


LIBRAIRIE  frAUTHIER-VILLAR S. 


HALPHEN  (6.-H.),  Membre  de  TlnstitiU.  —  Traité  des  lonbtlons  ellip- 
tiques-et 'de  leurs  applications,  i  volumes  grand  in-8,  se  vendant 
séparément. 

!'•  Partie  :  Théorie  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs  développements 

en  série;  1886 \ 1 5  fr. 

II*  Partie  :  Application  de  la  Mécanique  à  la  Physique^  à  la  Géo- 

défie,  à  la  Géométrie  et  au  Calcul  intvgral;  18M8 20  fr. 

lli*  Partie  :  Fragments,  (  Quelques  applications  à  r  Algèbre  et  en  par- 
ticulier à  l'équation  du  5*  degré.  Quehjues  applications  à  la  théo- 
rie des  nombres.  Questions  diverses.)  Publiée  par  les  soins  de  la 
Section  de  Géométrie  de  l'Académie  des  Sciences;  1891.    8  fr.   5oc 
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PAIUS,  '  ^ 

AL    SIÈGE    DE    LA    SOCIÉTÉ, 

A      LA     SOIVBONNK. 
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MM.  les  Membres  de  la  Sociélo  sont  \^n6<  d'adressf.T  lour  colisMlion  à  M.  C  huai  e- La  fou  tain 
banquier,  rue  de  Trévise,  n'*  3?.,  à  Paris ,  Trésorier  de  la  8(^ciélé. 

Ons'î 
Gauthier- 


mer,  rue  de  1  révise,  n'*  J2,  a  Pans ,  Ircsoricr  de  la  ^(^clolc. 

s'abonne  et  l'on  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  au  siège  <[eyLlJ^(y^(3ôÔ]çl^'^^" 
liier-Villars*,  55,  quai  des  Grands-Au;.Mistius,  Paris.  ^ 


Les  séances  de  la  Société  mathématique  ont  lien  les  premier  et  troi- 
sième jeudis  de  chaque  mois  à  9  henres  du  soir. 

Depuis  le  1**^  mars  1900  les  séances  de  la  Société  ont  lieu  dans  une 
salle  de  la  Faculté  des  Sciences  i  entrée  place  de  la  Sorbonne,  escalier 
tout  an  bout  de  la  galerie,  deuxième  étage  à  droite  . 

Les  Membres'  de  la  Société  ont  dû  recevoir  une  carte,  portant  le 
timbre  du  Secrétariat,  leur  donnant  accès  à  la  Bibliothèque  de  l'Uni- 
versité.  et  fournissant  à  ce  sujet  les  renseignements  nécessaires:  ceux 
qui  ne  l'auraient  pas  reçue  sont  priés  d'en  informer  le  Secrétariat. 

La  correspondance  peut  être  adressée,  soit  à  la  Faculté  des  Sciences, 
placé  de  la  Sorbonne,  soit  au  domicile  de  Tun  des  secrétaires,  de  pré- 
férence à  M.  Gréyy,  sauf  ce  qui  concerne  la  rédaction  du  Bulletin, 
qui  doit  être  adressé  de  pjéference  à  M.  Raffy. 


AVIS. 


Dans  sa  séance  du  2  février  i*S83,  le  Conseil  de  la  Société  ma- 
ihémalique  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 
dfoit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  son  admission,  aux  prix  suivants  : 

Le  volume, 
tr 

Di\  volumes  au  moins 4,6o 

De  cinq  à  neuf  volumes 5,oo 

Moins  de  cinq  volume? 6,oo 


Dans  sa  séance  du  28  février  1900,  le  Conseil  de  la  Société 
mathématique  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de 
la  Société,  auteur  d'un  travail  quelconque  inséré  dans  le  Bulle- 
tin et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  part,  devra  en  faire  la 
demande  en  retournant  l'épreuve  corrigée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  Trais  du 
tirage  à  part  seront  faits  par  la  Société. 


Conformément  à  des  décisions  prises  par  le  Conseil  et  par  la 
Commission  d'impression  : 

i*»  Le  Bulletin,  depuis  le  Tome  XXVII,  paraît  tous  les 
trois  mois  ; 

2"  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  au  Bulletin  son! 
instamment  priés  d'inscrire  en  tête  de  leurs  manuscrits  la 
classification  que  leur  assigne,  d'après  le  sujet  traité,  V Index  du 
Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques; 

3°  Ils  sont  également  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  pos- 
sible, la  proportion  de  une  figure  ()our  quatre  pages  de  tcxie 
imprimé. 
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COMPTES  lœSMKJîBâ?^^ 


SÉANCE  DU  25  JANVIER  1906, 

PRÉSIDENCE  DE  H.    HADAMARD. 


Élections  : 


Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Rémy,  pré- 
senté par  MM.  Humbert  et  d'Ocagne;  M.  Marcus,  présenté  par 
MM.  Paiulevé  et  Borel;  M.  Gérardin,  présenté  par  MM.  Laisant 
et  Brocard;  M.  Philippe,  présenté  par  MM.  Laisant  et  Lemoine. 

Communications  : 

M.  Andoyer  :  Sur  V équilibre  relatif  de  n  corps  et  sur  les 
solutions  périodiques  infiniment  voisines, 

M.  Hadamard  :  Sur  un  théorème  de  M,  Osgood  relatif  au 
calcul  des  variations. 


SÉANCE  DU  1*^  FÉVRIER  1906. 

PRÉSIDENCE  DE  11.   HADAMARD. 

,     Communications  : 

M.  Raffy  :  Sur  certains  systèmes  simultanés  d'équations  aux 
dérivées  partielles  d'ordre  supérieur, 

M.  Hadamard  :  Sur  les  sommes  de  Gauss. 

M.  GouRSAT  adresse  un  Mémoire  intitule  :  Remarques  sur 
quelques  théorèmes  d'existence. 


SÉANCE  DU  15  FÉVRIER  190C. 

PRÉSIDENCE   DE    M.   BLUTEL. 

Communications  : 

M.   Félix   Lucas   :   Sur   la   génération  anharmonique   des 
courbes  algébriques. 
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M.  Fréchel  :  Sur  une  question  proposée  par  M.  Hadamard 
relativement  à  la  théorie  des  ensembles  de  fonctions. 
M.  LecorDu  :  Sur  les  liaisons  non  holonomes, 
M.  Blutel  :  Sur  un  problème  d^ optique  géométrique. 


SÉANCR    DU    1*'    MARS    1906. 

PRÉSIDBNCB   DE  11.   HADAMARD. 

Communications  : 

M.  Touche  :  Historique  du  problème  de  la  résistance  des 
fluides. 

M.  Raffy  :  Sur  l'équation  s^=  ^pq\{x^y). 
'  IVJ.  Hadamard  allire  Taltention  sur  un  travail  de  M.  Le  Roux 
[Journal  de  Math.,  5*  série,  t.  IX,  igoS),  dans  lequel  la  notion 
de  caractéristique  est  définie  pour  le  système  d*équations  aux 
dérivées  partielles  le  plus  général,  et  sur  les  relations  que  l'on 
pourrait  établir  entre  cette  définition  et  celle  qu'il  avait  envisagée 
dans  une  précédente  Communication  \^Sur  les  caractéristiques 
des  systèmes  aux  dérivées  partielles  {Bulletin  de  la  Société 
Mathématique,  t.  XXXI V,  1906)]. 


SÉANCE   DU    15   MARS   1906. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    HADAMARD. 

Élections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Faraggi, 
présenté  par  MM.  RaflTy  et  Estanave;  M.  Popovici  et  M.  Wilson, 
présentés  par  MM.  Hadamard  et  Borel. 

Communications  : 

M.  Bricard  :  Snr  la  Géométrie  de  direction. 

MM.  Borel  et  Hadamard  présentent  quelques  observations  à  ce 
sujet. 

M.  Rady  :  Classification  et  détermination  des  surfaces  dont 
les  coordonnées  s'expriment  explicitement  au  moyen  de  fonc- 
tions arbitraires  des  paramètres  des  lignes  de  longueur  nulle; 
application  aux  surfaces  isothermiques. 
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MÉMOIKES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  LAPPLIGATION  DES  ÉQUATIONS  DE  LA6RANGE  A  LA  DÉTERMINA- 
TION DES  ACTIONS  EXERCÉES  PAR  UN  FLUIDE  PARFAIT  INCOMPRES- 
SIBLE ANIMÉ  D'UN  MOUVEMENT  IRROTATIONNEL; 

Par    M.    COMBEBIAC. 

C'est  dans  l'Ouvrage  de  Thomson  et  Tait  :  Natural  Philosophy 
qu'il  a  été  fait,  pour  la  première  fois,  application  des  équations 
de  Lagrange  à  la  détermination  des  actions  exercées  sur  ses  parois 
par  un  fluide  parfait  incompressible  animé  d'un  mouvement  irro- 
tationnel et  acyclique.  Si  ^i,  ^2)  •  •  •;  ?r  désignent  les  paramètres 
qui  déterminent  la  position  des  parois,  la  force  vive  T4  du  fluide 
s'exprime,  dans  le  cas  spécifié,  par  une  fonction  quadratique  des 
dérivées  q\^  q'^^ . . .,  q'^  des  paramètres,  et  les  forces  extérieures  Q 
relatives  aux  paramètres  q  et  faisant  équilibre  aux  forces  dues 
à  rinertie  du  fluide  ont  pour  expression 

^  ""  ^/   dq*         dq  ' 

exactement  comme  si  les  paramètres  q  étaient  ceux  du  système 
formé  par  le  fluide. 

Dans  le  cas  où  le  mouvement  du  fluide  n'est  pas  acyclique,  la 
force  vive  du  fluide  peut,  comme  sa  vitesse,  être  décomposée  en 
deux  parties  qui  se  déterminent  indépendamment  l'une  de  l'aulre 
et  dont  TuneTi  correspond  à  un  mouvement  acyclique  dépendant 
uniquement  du  mouvement  des  parois,  tandis  que  l'autre  ï©  ne 
dépend  que  de  la  position  de  ces  parois  et  des  modules  de  circula- 
tion, c'est-à-dire  des  valeurs  de  la  circulation  le  long  de  certaines 
lignes  fermées  convenablement  choisies.  Les  équations  de  Lagrange 
ne  sont  plus  applicables  et  Cari  Neumann  (^)  a  établi  la  formule 
générale  donnant,  dans  ce  cas,  l'expression  des  actions  exercées 
par  le  fluide  sur  ses  parois  (y  compris  celles  des  corps  qui  pour- 


(M  C.  Neumann,  Bertràge  zii  einzelnen  Teilen  der  Mathemati$chen  Physik, 
p.  2o5-338.  Teiibner,  Leipzig,  i8y3. 


Digitized  by 


Google 


-  (U  - 

raient  être  baignés  dans  le  fltiide).  Lorsque  la  partie  T|  de 
l'énergie  hydrociné  tique  qui  correspond  à  la  partie  acjrclique  du 
mouvement  s'annule  (parois  au  repos)  ou  est  négligeable  par  rap- 
port à  l'autre  (parois  limitant  des  corps  filiformes),  la  formule  de 
Neumann  se  réduit  à 

où  Q  désigne  la  force  extérieure  relative  au  paramètre  q\  T©  est 
exprimée  en  fonction  des  paramètres  q  et  des  modules  de  circula- 
tion, qui  d'ailleurs  doivent  être  considérés  comme  constants  si  le 
fluide  est  parfait  (dépourvu  de  viscosité). 

Cette  formule  dificre  par  le  signe  de  son  second  membre  de 
celle  qui  résulterait  de  l'application  pure  et  simple  des  équations 
de  Lagrange,  et  l'on  sait  que  cette  différence  de  signes  se  retrouve 
lorsqu'on  compare  les  forces  d'origine  hydrodynamique  aux  forces 
électromagnétiques  dues  aux  courants  électriques. 

On  se  propose  de  montrer  que  les  équations  de  Lagrange  sont 
encore  applicables  dans  le  cas  étudié  moyennant  un  changement 
de  variables  dans  l'expression  de  l'énergie  hydrocinétique,  de  sorte 
que  la  masse  fluide  s'assimile  alors  à  un  système  cyclique  dont  les 
coordonnées  contrôlables  seraient  les  paramètres  q  déterminant  la 
position  des  parois. 

I. 

Considérons  un  fluide  parfait  incompressible  animé  d'un  mou- 
vement irrotationnel  et  occupant  un  volume  V  à  connexion  mul- 
tiple, soil,  pour  fixer  les  idées,  l'espace  extérieur  à  des  surfaces 
annulaires  ne  s'entrelaçant  pas.  La  partie  du  mouvement  corres- 
pondant à  l'immobilité  des  parois  donne  lieu  à  une  vitesse  v^^  dont 
les  composantes  u,  p,  (V,  suivant  les  axes  de  coordonnées,  sont  des 
fonctions  linéaires  homogènes  des  modules  de  circulation  |x,  et  la 
force  vive  To  correspondant  à  cette  vitesse  est  une  fonction  qua- 
dratique de  ces  modules,  les  coefficients  élant  des  fonctions  des 
paramètres  q.  Cette  force  vive  peut  aussi  s'écrire 


'*'     Jv 
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où  St  désigne  un  élément  quelconque  du  volume  V  et  p  la  densité 
du  fluide. 

Le  vecteur  Vo  admet  une  fonction  potentielle  multiforme,  de 
sorte  que  Ton  peut  appliquer  la  formule  de  Grcen  à  Texpression 
précédente  en  rendant,  au  préalable,  le  volume  V  simplement 
connexe  au  mojen  de  coupures  constituées  par  des  surfaces  conve- 
nablement disposées.  On  obtient  ainsi,  en  désignant  par  X  le  flux 
afférent  à  la  coupure  qui  correspond  au  module  de  circulation  [ji  : 

(1)  •iTo=p2kà. 

Lorsque  les  modules  varient  et  que  les  parois  se  déplacent, 
l'accroissement  de  To  a  pour  expression 

dTo  =  p  /  (u  du  -^  V  dv  -\-  w  dw )  Sx  h —  p  /  ( a'  -h  c>* -+-  w' )  Sa  rf/i, 

en  désignant  par  Off  un  élément  de  la  surface  des  parois,  par  S  la 
surface  totale  de  ces  parois,  par  dn  la  composante  normale  du 
déplacement  de  Télément  superficiel  So",  enfin  par  du,  dy^  dw  les 
expressions  difi*érentielles 


On  peut  appliquer  la  formule  de  Green  à  la  première  intégrale 
moyennant  les  précautions  déjà  spécifiées,  et  l'on  obtient 

/  {u  du  -^  V  dv  -h  w  dw)  l'z  =zy\d\L, 

D'autre  part,  dn  s'exprime  linéairement  en  fonction  des  accrois- 
sements des  paramètres  q^  c'est-à-dire  que  Ton  a 

dn^^Undg, 
Il  vient  donc 
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Celte  expression  de  e/To  montre  que  pX  est  la  dérivée  de  Tg  par 
rapport  à  |x.  Chaque  flux  X  est  évideminent,  de  même  que  chaque 
composante  de  la  vitesse,  une  fonction  linéaire  homogène  des  mo- 
dules [jl;  réciproquement,  les  modules  [x  sont  des  fonctions 
linéaires  homogènes  des  flux  X  et,  par  suite,  To  peut  s'exprimer 
par  une  fonction  quadratique  homogène  des  flux  X.  On  désignera 
par  T{jt  l'expression  de  Tq  en  fonction  des  modules  de  circulation 
et  par  Tx  l'expression  de  Ïq  en  fonction  des  flux.  En  dérivant  la 
formule  (i)  par  rapport  à  X  et  tenant  compte  de  la  propriété  de  pX, 
on  a 

et,  par  conséquent,  on  peut  écrire  la  double  formule 

(■2)  pX=  — î->  pu  =  -^' 

On  a  également 

et,  par  suite,  eu  égard  aux  relations  (î?)  : 

d'où,  par  comparaison  avec  la  formule  (i)  diflerenliée, 

(3)  ^^Ç2=o. 

Ut/  âg 

Les  formules  (i),  (2)  et  (3)  sont  symétriques  par  rapport  aux 
quantités  [jl  et  X;  mais  cette  symétrie  ne  se  maintient  pas  dans  le 
domaine  dynamique.  La  formule  de  Cari  Neumann  déjà  men- 
tionnée devient,  en  eflet,  en  vertu  de  (3), 

La  seconde  des  expressions  de  Q  est  conforme  à  celle  qui  résul- 
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leralt  de  l'appHcalîon  des  équations  de  Lagrange  à  la  masse  fluide  ; 
celle-ci  est  donc  assimilable,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  à  un 
système  c^^clique  dont  les  coordonnées  contrôlables  seraient  les 
paramètres  q  et  dont  les  vitesses  cycliques  seraient  les  flux  X.  Il 
est  superflu  d'obser>'er  que  la  légitimité  de  cette  assimilation  ne 
pouvait  pas  être  admise  a  priori. 


On  peut  pousser  plus  loin  l'assimilation  en  montrant  que  Tappli- 
calion  des  équations  de  I^agrange  fournit  encore  des  résultats 
concordants  avec  une  détermination  directe  de  Texpression  des 
forces  F  relatives  aux  coordonnées  cycliques,  c'est-à-dire  aux  va- 
riables f  définies  par  la  relation 

o  est  le  volume  du  fluide  qui  a  traversé  la  coupure  correspondant 
au  flux  X  à  partir  d'un  instant  pris  pour  origine  du  temps. 

Si  F  est  la  force  extérieure  relative  à  la  coordonnée  ©,  l'expres- 
sion F  03  doit  représenter  le  travail  changé  de  signe  des  forces 
d'inertie  du  fluide  dans  un  déplacement  virtuel  pour  lequel  les 
accroissements  de  toutes  les  variables  autres  que  f  sont  nuls.  On 
reconnaît  que  l'on  a,  dans  ces  conditions, 

(Démonstration  en  quaternions  : 
Si  l'on  pose 

le  déplacement  d'une    particule   fluide   dans  le  déplacement  op 
a  pour  expression  A  09  et,  par  suite,  le  travail  virtuel  des  forces 

fictives  élémentaires  p-jr^'^  a  lui-même  pour  expression 


F89  =  p  jr-s(A~)8T0>; 
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d'où 

Comme  nous  supposons  négligeables  les  forces  d'inerlie  dues  aux 

dérivées  premières  et  secondes  des  paramètres  y,  le  vecteur  -t- 

provient  uniquement  du  déplacement  subi  par  la  particule  fluide 
en  raison  de  la  vitesse  v^  et,  dans  ces  conditions,  en  tenant  compte, 
en  outre,  du  fait  que  les  vecteurs  A  et  Vq  ont  des  distributions  à 
la  fois  solénoïdales  et  irrotationnellcs,  on  reconnaît  que  Ton  a 

et,  en  appliquant  certaines  formules  de  diflerentialion  géomé-* 
trique  : 

aSPo^=S|V(c.oSAi^o)]-S[V(V.c^oVAi;,)] 

=  S[V((;oSAi'o)]-S[V(«;oSAi;o~APÎ)l 
=  S[V(Apî)1; 

enfin,  en  appliquant  la  formule  de  Gauss,  on  a 


en  désignant  par  A,,  la  composante  normale  du  vecteur  A  en  un 
point  de  la  surface  des  parois,  composante  qui  est  nulle  en  raison 
des  conditions  qui  définissent  A.  La  deuxième  intégrale  de 
l'expression  de  F  est  donc  nulle  et  celle  expression,  réduite  à  son 
premier  terme,  devient 

du 
=  9  -Jf'  Q.  e.  d.) 
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Les  expressions  (4)  cl  (5)  des  forces  qui  peuvenl  agir  sur  le 
fluide  satisfont  d^ailleurs  au  théorème  des  forces  vives,  car  on  a 

ou  enfin 

(6)     ^.=2p$rf?-H2-^''^=2^''?^2Q''^- 

Les  résultats  exposés  ci-dessus  peuvent  être  résumés  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Une  masse  fluide  limitée  par  des  parois  au  repos  et  suscep- 
tible d'être  animée  de  mouvements  cycliques  mais  irrotationnels 
est  assimilable,  en  ce  qui  concerne  les  réactions  de  toutes  sortes 
dues  à  son  inertie  y  à  un  système  cyclique  qui  admettrait  pour 
coordonnées  contrôlables  les  paramètres  de  la  position  des 
parois  et  pour  vitesses  cycliques  les  flux  afférents  aux  mouve- 
ments possibles  du  fluide. 


llf. 

Maxwell  a  montré  que  les  forces  électromagnétiques  et  les 
forces  électromotrices  d'induction  peuvent  être  déterminées  par 
l'application  des  équations  de  Lagrange  en  assimilant  un  système 
de  courants  électriques  à  un  système  mécanique  cyclique  dont  les 
coordonnées  contrôlables  seraient  les  paramètres  déterminant  la 
position  des  corps  conducteurs  et  dont  les  vitesses  cycliques 
seraient  les  intensités  des  courants  et  en  prenant  pour  Ténergie 
cinétique  du  système  le  potentiel  électrodynamique  changé  de 
signe,  expression  appelée  pour  ces  motifs  énergie  électrociné- 
tique  du  système  de  courants. 

En  désignant  par  T/  l'expression  de  l'énergie  électrocinélique 
en  fonction  des  intensités  des  courants,  par  Q'  la  force  extérieure 
relative  à  l'un  quelconque  q  des  paramètres  qui  déterminent  la 
position  des  conducteurs,  par  E  la  force  électromotrice  qui  ferait 
équilibre  à  la  force  électromotrice  d'induction  relative  au  courant  i. 
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On  connaît,  d'aulre  part,  les  frappantes  analogies  qui  existent 
entre  les  éléments  du  champ  déterminé  par  des  courants  élec- 
triques et  ceux  du  mouvement  d\]n  fluide  parfait  incompressible 
qui  occuperait  Fespace  extérieur  aux  corps  conducteurs  (supposés 
filiformes)  et  qui  serait  animé  d^m  mouvement  irrotationnel 
admettant  pour  modules  de  circulation  les  intensités  des  courants  : 
identité,  à  un  facteur  numérique  près,  du  champ  magnétique  dû 
aux  courants  et  du  champ  des  vitesses  du  fluide;  identité,  à  un 
facteur  numérique  près,  des  expressions  de  l'énergie  électrociné- 
tique et  de  l'énergie  hjdrocinéiique;  égalité,  au  signe  près  y  des 
forces  électromagnétiques  et  des  forces  exercées  par  le  fluide  sur 
les  corps  qui  y  sont  baignés. 

L'étude  qui  vient  d'être  faite  du  cas  hydrodynamique  met 
nettement  en  lumière  la  raison  de  cette  difl^érence  de  signes:  elle 
tient  à  ce  que,  dans  l'assimilatibn  du  système  hydrodynamique 
à  un  système  cyclique,  ce  sont  les  flux  qui  jouent  le  rôle  des 
vitesses  cycliques,  tandis  que,  d'après  les  analogies  hydro-élec- 
triques,  ils  doivent  correspondre  aux  flux  magnétiques,  éléments 
qui,  dans  la  théorie  dynamique  de  Maxwell,  jouent  le  rôle  de  quan- 
tités de  mouvement. 

La  divergence  s'accentue  encore  si  l'on  compare  les  expressions 
des  forces  F  et  E  données  respectivement  par  les  formules  (5) 
et  (5').  Dans  le  système  hydrodynamique,  les  forces  F  sont  nulles 
lorsque  les  modules  de  circulation  restent  constants  et,  dans  le 
système    électrodynamique,   les  forces    correspondantes  E    sont 

nulles  lorsque  les  flux  magnétiques  -—  demeurent  constants. 
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SUR  LES  TRANSFORMATIONS  PONCTUELLES; 
Par  M.   Hadamaro. 

1.   Soient  données  les  équations 

IXi  =/,  (a?!,  a?i,  ,.,^XnX 
1 

qui  peuvent  être  considérées  comme  faisant  correspoVidre  h  un 
point  quelconque  (a^i,  X3,  ...,  Xn)d\in  espace  e/i  à  n  dimensions, 
un  point  (X|,  X2,  •• .,  X//)  d'un  espace  analogue  E,,,  point  que 
nous  nommerons  ici  V image  du  premier. 

Ces  équations  sont-elles  résolubles  en  Xi,  x-j,  ...,  ^m?  A  tout 
point  de  E;,,  peut-on  faire  correspondre  d'une  manière  univoque 
un  point  de  €„  auquel  il  serve  d'image? 

II  est  clair  que  la  question  est  double.  Les  valeurs  de  X|, 
Xa,  . . .,  Xn  étant  données,  elle  consiste  à  se  demander  : 

I.  Si  les  équations  (i)  admettent  toujours  (en  x^  X2,  .. .,  Xn) 
une  solution  ;  (possibilité) 

II.  S'il  est  impossible  que  ces  équations  admettent  plus  d'une 
solution.  (unicité) 

Les  méthodes  du  Calcul  différentiel  conduisent  à  en  chercher  la 
solution  dans  les  propriétés  infinitésimales  des  fonctions /qui  défi- 
nissent la  transformation.  Une  condition  nécessaire  bien  connue 
est  (en  supposant  que  les  fonctions /i, /a,  .«m//!  admettent  des 
dérivées  premières  continues)  que  le  déterminant  fonctionnel 

soit  de  signe  constant. 

Cette  condition  prise  au  sens  étroit  est  d'ailleurs  suffisante  loca- 
lement, c'est-à-dire  que,  a  («,,  a^.  . ..,  a»)  étant  un  point  de  €„ 
où  le  déterminant  (2)  n'est  pas  nul  cl  A(A«,  Aa,  .. -,  A„)  son 
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image,  on  peul,  auloiir  de  ce  dernier  point,  décrire  une  sphère 
assez  petite  pour  qu\in  point  quelconque  pris  à  son  intérieur  soit 
rimage  d'un  point  et  d'un  seul  voisin  de  a. 

2.  On  a  quelquefois  admis  que  la  condition  précédente  était 
sudGsante  d'une  manière  générale,  c'est-à-dire  que,  si  elle  était 
vérifiée  quels  que  soient  (ai,  ^2,  ...,  a^),  elle  entraînait,  quels 
que  soient  X|,  X^,  ...,  X„,  une  réponse  affirmative  aux  ques- 
tions I  et  IL 

Il  est  pourtant  clair,  dès  le  cas  d'une  variable  (n  =  i),  que  l'on 
n'est  pas  ainsi  assuré  de  remplir  la  condition  I.  Si  la  fonc- 
tion X  =  /(j:)  admet  une  dérivée  première  /'  toujours  positive, 
l'équation 

considérée  comme  équation  en  x,  n'admet  jamais  plus  d'une 
solution,  mais  on  peul  choisir  X  de  manière  qu'elle  n*en  admette 
aucune,  à  moins  que  les  deux  intégrales 


(3) 


J^  nx)dx,         J^f\x)dx 


ne  soient  infinies. 

Pour  n  supérieur  à  i ,  il  est  visible  qu'il  ne  suffit  pas  de  remplacer 
la  dérivée  /'  par  le  déterminant  fonctionnel  (2).  Par  exemple, 
pour  la  transformation 

X=/(^),        Y  =  4;(a;)ç(j.), 

le  déterminant  fonctionnel  esl/'(j7)  •j^(ar)  ^'{y)\  on  peut,  en  le 
supposant  supérieur  à  un  nombre  positif  fixe  et  même  indéfiniment 
croissant  (et  cela  d'une  manière  aussi  rapide  qu'on  le  veut)  avec  x 
ou  y^  admettre  néanmoins  que  les  intégrales  (3)  sont  finies  et  que, 
par  conséquent,  X  n'est  pas  susceptible  de  prendre  toutes  les 
valeurs  réelles.  Une  aire,  indéfiniment  étendue  dans  tous  les  sens, 
du  plan  des  xy^  a  alors  pour  image  une  aire  qui  s'allonge  indéfi- 
niment dans  le  sens  parallèle  à  l'axe  des  Y,  mais  qui  reste  com- 
prise entre  deux  ordonnées  fixes. 

3.  La  quantité  qu'il  convient  d'introduire  ici,  à  la  place  du 
déterminant  fonctionnel,  est  évidemment  Vaxe  mineur  ^  de 
V  ellipse  ou  de  Y  ellipsoïde  de  déformation,  c'est-à-dire  la  plus 
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peiile  valeur  du  rapport 


i/ 


dx\  -+-  dx\  -+-. .  .-\-dx\  ' 


et  la  condition  quMl  y  a  lieu  de  se  donner  à  cet  égard  est  : 

[Condition  (G)],  que,  (Ap  désignant  le  minimum  de  [jl  sur  la 
sphère 

(4)  ar}-f-arj-f-...-ha?J  =  p« 
de  r espace  e„,  r intégrale 

(5)  f    l^p^P 

soit  infinie» 

Si  celte  condition  est  remplie,  une  ligne  de  longueur  infinie  1 

tracée  dans  en  ne  pourra  pas  avoir  pour  image  une  ligne  de  lon- 
gueur finie.  ^ 

.1 
4.  Mais  la  question  est  loin  d'élre  ainsi  résolue.  Car,  contrai- 
rement à  ce  qui  arrive  dans  le  cas  d'une  variable,  on  sait  que  le  A 
non-évanouissement  du  déterminant  fonctionnel,  dans  une  région  •* 
finie  quelconque  de  ^„,  n^assure  même  plus  ^unicité,  Lçs  ^ 
fondions 


!  (!') 


\  X,=:/i(ar4,a7,), 
}  X,=a/,(ar|,a?,), 


étant  définies  dans  une  région  déterminée  (o-)  du  plan  des  x^^x^  et 
ayant,  dans  toute  cette  région,  leur  déterminant  fonctionnel  positif 
et  non  nul,  une  aire  s  intérieure  à  (t,  limitée  par  une  courbe  fermée 
unique  (sans  point  double)  y  peut  avoir  pour  image  une  aire  se 
recouvrant  partiellement  elle-même,  y  ayant  pour  image  une 
courbe  F  à  points  doubles,  analogue  à  celle  qui  est  représentée 
figure  1  (').  Un  même  point  de  cette  aire  peut  alors  être  Tirnagc 
commune  de  plusieurs  points  de  5. 

En  un  mot,  les  données  précédentes  ne  fournissent  aucun  ren- 
seignement sur  la  résolubilité  des  équations  (i'),  sauf  à  Tintérieur 

(*)  Voiry  par  exemple,  Goursat,  Cours  d'analyse,  t.  I,  p.  299.  -—  Plusieurs 
auteurs  (Lipschitz,  Lehrbuch  der  Analysis,  t.  Il;  Kneser,  Math.  Ann.,  t.  XLV; 
Arzklâ,  Bendic.  Ac,  Bologne,  24  mai  1908  )  se  sont  efforcés  de  remédier  à  cette 
défectuosité,  moyennant  l'introduction  d'autres  hypothèses. 
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de  cercles  suffisammenl  petits  —  dont  les  méthodes  classiques  ne 
font  même  pas  connaître  explicitement  le  rayon  (*). 

o.  Le  fait  que  je  me  propose  d^établir,  et  qui  peat  être  de 
quelque  utilité  dans  la  discussion  d'équations  telles  que  (i),  est 
que  les  propriétés  infinitésimales  des  fonctions/ suffisent  au  con- 
traire à  étudier  leur  inversion,  si  elles  sont  connues  dans  tout 
Vespace  en-  L'énoncé  est  le  suivant  : 

Si  [JL  est  différent  de  zéro  {j^")  en  tout  point  de  en  et  si,  en  outre, 
la  condition  (C)  (n®  3)  est  remplie,  les  propriétés  I  et  II  ont 
lieu  :  autrement  dit,  ^inversion  des  équations  (i)  est  possible 
et  uni  vogue. 

Ainsi,  une  transformation  définie  à  ^intérieur  d^une  aire 
peut  présenter  à  l'intérieur  de  celte  aire  la  singularité  décrite  au 
n"*  4.  Mais,  dans  ce  cas,  la  transformation  ne  saurait  être,  de 
quelque  manière  que  ce  soit,  prolongée  indéfiniment  en  dehors 
de  ff,  si  Ton  impose  (')  (outre  [jl  ^  o)  la  condition  (G). 

J'ai  indiqué,  dans  les  Comptes  rendus  de  ^Académie  des 
Sciences  (séance  du  8  janvier  1906),  une  méthode  pour  démon- 
trer la  propriété  précédente,  méthode  dont  je  donnerai  le  principe 


(*)  Ce  rayon  est  calculé  pour  /t  =  i  par  M.  Goursat,  loc,  cit'y  p.  4>< 

(^)  La  quantité  (i  est  nulle  ou  différente  de  zéro  en  même  temps  que  le  déter> 
minant  fonctionnel. 

(3)  Il  est  à  peu  près  évident  que  cette  dernière  restriction  (ou  une  autre  ana- 
logue) est  nécessaire,  et  que  la  condition  |x  ^  o,  même  vérifîée  dans  tout  le  plan, 
ne  suffit  pas  à  assurer  l'unicité. 

Soit,  par  exemple, 

Xj=  Hcose,        X,=  Rsine, 

avec 

R  =  e'i,        %=.  kii =  A-T  tanh  X,, 

e*%  -t-  e-'i  " 

où  k  est  un  nombre  plus  grand  que  1.  L'image  du  cercle  x\-^x\  =  p'  aura  la 
forme  représentée  figure  1  dès  que  tanhp  dépassera  la  valeur  -  • 
11  en  sera  encore  de  même  si,  avec  la  même  valeur  de  R,  on  fait 

[la  fonction  ^(x^)  étant  toujours  plus  grande  que  1  et  croissant,  pour  jt,  très 
grand  et  négatif,  plus  vite  que  e^^'i,  >par  exemple  9  =  Ch(3x,)];  et  dans  ce  cas 
le  déterminant  fonctionnel  sera  indéfiniment  croissant.  Il  serait  constamment  égal 
à  I  si  Ton  faisait  0  =  x^er'^i  (toujours  avec  R  —  e*\). 
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un  peu  plus  loin.  J^ai  reconnu  depuis  que  la  démonstration  pou- 
vait se  faire  d^une  manière  tout  élémentaire  :  qu'il  suffisait  de 
reprendre^  avec  d*insignifiantes  modifications,  un  raisonnement 
classique  de  théorie  des  fonctions  (le  raisonnement  non  modifié 
est  celui  qui  servirait  à  démontrer  le  théorème  dans  le  cas  de  mul- 
tiplicités fermées  telles  que  la  sphère). 

6.  Supposons  toujours  que  les  n  quantités  X|,  X2)  ••.,  X/, 
soient  des  fonctions  de  x^^  a?a,  ... .,  Xnt  fonctions  dont  le  déter- 
minant fonctionnel  n'est  jamais  nul.  Tout  point  a  {a^ ,  a^,  . . .,  a;,) 
de  l'espace  Cn  est  le  centre  d'une  sphère 

(6)  (ar,-~  ai)«-f-(ir,—  a,)«-f-. .  .-l-(ar«—  an)^^d^, 

telle  que  deux  points  distincts  pris  à  l'intérieur  de  cette  sphère  ne 
puissent  avoir  la  même  image  dans  l'espace  E/,  ;  et  l'image  (A|, 
A2,  . . .,  Au)  de  a  est  le  centre  d'une  sphère 

(7)  (X,-A,)«-h...-h(X«-A„)«<D«, 

telle  que  tout  point  X  intérieur  à  cette  sphère  soit  l'image  d'un  point 
etd^un  seul  intérieur  à  (6),  point  qui  varie  continûment  avec  X. 

Si,  en  quelque  point  de  l'espace,  d  était  iuGni,  le  théorème 
serait  démontré.  Nous  supposons  donc  qu'il  n'en  est  pas  ainsi. 

D'après  des  raisonnements  connus,  d  et,  par  suite,  D  sont  des 
fonctions  continues  de  a^,  a^^  ...,  an*  Lorsque  le  point  a  prend 
toutes  les  positions  possibles  à  l'intérieur  de  la  sphère  de  rayon  p 
qui  a  pour  centre  l'origine  des  coordonnées,  rf  et  D  ont  chacun 
un  certain  minimum  (différent  de  zéro),  fonction  de  p. 

De  même,  rf  et  D  ont  un  minimum  différent  de  zéro  sur  une  ligne 
finie  quelconque  /  décrite  par  a  dans  l'espace  e,,. 

7.  Supposons  que  l  soit  une  ligne  continue  allant  d'un  point  a 
à  un  point  b  de  6//,  et  que,  d'autre  part,  son  image  Ldans  E/,  soit 
fermée,  c'est-à-dire  qu'un  même  point  A  serve  d'image  à  a  et  à  6. 
Alors  on  pourra  affirmer  que  cette  ligne  est  également  fermée 
dans  «/,,  c'est-à-dire  que  le  point  a  coïncide  avec  6,  si  l'on  sait  que 
la  valeur  de  D  correspondant  a  un  point  c  de  /  et  à  son  image  C  est 
supérieure  à  la  plus  grande  distance  de  C  à  un  point  de  L. 

8.  Cela  pose,  admettons  qu'à  deux  points  distincts  a  cl  b  de  €„ 
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corrcspotide  Ja  même  image  Â.  Joignons  ab  par  une  ligne  /  (con« 
tinue  et  sans  point  double),  celle-ci  aura  pour  image  une  ligne  L, 
parlant  du  point  A  et  y  revenant.  On  peut  supposer  (ce  qui  n*est 
d'ailleurs  pas  indispensable)  que  L  n'a  aucun  point  double^autre- 
ment  dit,  qu'elle  ne  contient  aucun  point  A'  qui  serve  d'image 
commune  à  deux  points  a\  U  de  /,  sans  quoi  il  suffirait  de  sub- 
stituer A'  à  A  en  ayant  soin,  s'il  y  a  plusieurs  points  A',  d'en  choisir 
un  pour  lequel  l'arc  compris,  sur  /,  entre  d  et  V  soit  le  plus  petit 
possible  (*);  ou  encore,  on  pourrait  évidemment  faire  disparaître 
le  point  double  A'  en  modifiant  /. 

Soit  Do  le  minimum  de  D  sur  /. 

Prenons  un  point  fixe  arbitraire  O  (par  exemple  l'origine  des 
coordonnées)  dans  E;,  et  désignons  par  L^  (où  t  est  un  nombre 
compris  entre  zéro  et  un)  l'homothétique  de  L  relativement  à  O 
avec  le  rapport  d'homothétie  t\  et,  de  même,  par  Q  l'bomothé- 
tique,  dans  les  mêmes  conditions,  d'un  point  quelconque  C  de  L 
(image  d'un  point  c  de  /).  Soit  encore  X  le  maximum  de  la  dis- 
lance OC.  Deux  points  quelconques  de  L  seront  alors  à  une  dis- 
tance inférieure  à  %k  et,  par  conséquent,  d'après  le  n^  7,  on  devra 
avoir,  la  ligne  /  étant  ouverte, 

(8)  iïX>Do. 

Donnons  à  t  une  valeur  quelconque  comprise  entre  l'unité  et  le 
nombre  /|  (positif,  d'après  Tinégalité  précédente)  qui  vérifie  la 
relation 

x(.-/.)=5î. 

Tout  point  Cf  de  L^  sera  à  une  distance  de  son  homothétique  C 
moindre  que  -:r^  et,  par  conséquent,  sera  l'image  d'un  point  parfai- 
tement déterminé  de  Cn^  intérieur  à  la  sphère  7  analogue  à  (6) 
qui  a  pour  centre  c. 

Seront  également  à  une  distance  du  point  C  moindre  que  Do, 
les  points  de  L^  homothétiques  des  points  situés  sur  un  certain  arc 
do  L,  à  savoir  Tare  continu  qui  comprend  le  point  C  et  dont  tous 

les  points  sont  à  une  distance  de  C  moindre  que  -^-  Tout  Tare 


(*)  Ceci  aurait  un  sens,  même  si  les  points  .V  étaient  en  nombre  infini,  Ten- 
semble  qu'ils  forment  iHanl  manifestement  fermé. 


Digitized  by 


Google 


—  77  - 

ainsi  obtenu  de  L^  correspondra  donc  à  un  certain  arc  de  courbe 
de  Bn  intérieur  à  <j. 

Chaque  point  Cr  de  L^  peut  ainsi  être  déduit,  non  seulement  du 
point  homothétique  G,  mais  d'une  infinité  d'autres  points  de  L 
(points  sudisammcnt  voisins  du  premier)  et  l'on  a,  par  con- 
séquent, une  infinité  de  moyens  de  trouver  le  point  correspondant 
de  en\  mais,  en  vertu  du  n*"  7  et  des  hypothèses  faites  sur  t^  toutes 
ces  déterminations  conduiront  au  même  résultat. 

En  un  mot,  à  chaque  ligne  L/,  pour  i  ^^  =  /|,  correspondra  une 
ligne  continue  It  de  e„,  laquelle  variera  d'une  manière  continue 
avec/.  Comme  It  ne  sort  pas  d'une  région  finie  de  l'espace  e,|,  D, 
sur  ces  difTéreutes  lignes  /^,  ne  sera  jamais  inférieur  à  un  certain 
minimum  D'. 

Il  en  résulte  que  la  ligne  It  ne  se  ferme  à  aucun  moment,  car 
ses  deux  extrémités,  autrement  dit  les  deux  points  qui  ont  pour 
image  A^,  varient  continûment  et,  par  conséquent,  ne  sauraient 
coïncider  sans  que  leur  distance  soit  au  préalable  devenue  infé- 
rieure à  D',  ce  qui  est  impossible. 

9.  Soit  D|  le  minimum  de  D  sur  L,^  :  on  aura,  puisque  L,^  ne 
se  ferme  pas,  l'inégalité  analogue  à  (8) 

Déterminons  un  nombre  t^  par  la  relation 

t^  sera  positif  et  nous  trouverons  par  des  raisonnements  tout  sem- 
blables aux  précédents,  pour  toute  ligne  L^  telle  que  tslt^  /a»  une 
ligne  correspondante  It  continue  et  ouverte  de  l'espace  6/,,  ligne 
qui  variera  continûment  avec  i.  Il  résultera  de  là,  en  particulier, 
l'inégalité 

aXf,>D„ 

D,  étant  le  minimum  de  D  sur  l^^, 

On  déterminera  alors  i^  par  la  relation 

et  ainsi  de  suite.  D'une  manière  générale,  tp  sera  déterminé  par  la 
XXXIV.  6 
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relalion 

(9)  Mh-t^i,)^^^ 

(D^_i  étanl  le  minimum  de  D  sur  /,  _J  et  sera  positif  en  vertu  de 
l'inégalité 

Pour  toute  valeur  de  t  comprise  entre  i  et  tp,  la  ligne  /f,  ayant 
pour  image  L^,  sera  définie  :  ce  sera  une  ligne  continue,  variant 
continûment  avec  t  et  qui  restera  toujours  ouverte. 

10.  Cola  posé,  il  va  être  aisé  de  faire  apparaître  une  contra- 
diction. On  ne  pourrait,  en  effet,  imaginer  que  deux  hypothèses  : 

i"  Toutes  les  lignes /,  resteront,  quel  que  soit /?,  à  distance  finie, 
c*est*à-dire  intérieures  à  une  sphère  fixe  ayant  pour  centre  Torigine 
des  coordonnées  dans  Tespace  en- 

Il  y  a  contradiction,  car,  dans  ces  conditions,  D^  resterait  supé- 
rieur à  un  nombre  fixe  et  les  quantités  tp  définies  par  les  relations 
successives  (9)  ne  pourraient  pas  être  toutes  positives. 

u°  La  quantité  p  =  ^xj  -H  x^J  -h  •  •  •  ^jl  prend,  sur  la  ligne  Ig  , 
des  valeurs  très  grandes  pour  des  valeurs  très  grandes  de  p. 

Mais  cela  aussi  est  impossible.  En  effet,  un  point  quelconque  de 
L^  est  relié  à  son  homolhétique  pris  sur  L  par  une  ligne  continue 
(une  portion  de  rayon  vecteur)  de  longueur  inférieure  à  X.  Donc 
le  point  correspondant  de  l'espace  e»  est  intérieur  à  la  sphère  qui 
'0K  pour  centre  l'origine  et  dont  le  raj^on  Rest  donné  par  la  relation 


/ 


R 

Po 


|jLp   étant,    comme   nous    Tavons   dit,    le    minimum   de   {a   sur   la 
sphère  (4)- 

Donc  il  est  inadmissible  que  les  points  a  et  6,  qui  ont  une  même 
image  A,  soient  distincts.  C'est  ce  que  nous  voulions  établir. 

It.  Le  mode  de  démonstration  que  j'avais  adopté  dans  la  Note  citée,  et 
qui  était  relatif  au  seul  cas  de  n  =  'i,  était  plus  compliqué,  mais  il  avait 
l'avantage  de  montrer  comment  se  comporte  le  prolongement  d'une  trans- 
formation telle  que  (T),  à  partir  du  moment  où  elle  a  cessé  d'être  biuni- 
Yoque;  comment  ce  prolongement,  possible  tout>.  d'abord,  doit  fatalement 
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se  heurter  à  une  impossibilité  à  mesure  qu'on  voudra  l'étendre  indéfiniment. 
Soit  /i  =  a,  de  sorte  que  e»  et  E»  sont  des  plans.  Supposons  toujours  que 
le  déterminant  fonctionnel  des  seconds  membres  des  équations 


soit  positif  et  non  nul,  et  considérons  la  courbe  Fp,  image  du 
cercle  Yp(ir}  -+-a:|  =  p*j,  cercle  dont  le  rayon  sera,  pour  la  commodité  du 
langage,  considéré  comme  représentant  le  temps.  C'est  une  courbe  fermée 
dont  la  tangente  varie  continûment  et  à  la  courbure  de  laquelle  on  peut 
assigner  une  limite  supérieure  dès  qu'on  connaîtra  une  limite  supérieure 
de  p.  Xi  et  Xs  étant  donnés,  le  nombre  des  solutions  des  équations  (i')  à 
rintérieur  de  ^p  est  égal  à  l'indice  (au  sens  de  Gauss)  du  point  (X|,  Xj) 
par  rapport  à  Tp.  L'indice  d'un  même  point  va  toujours  en  croissant 
lorsque  p  croit. 

Si,  à  partir  d'une  certaine  valeur  po  de  p,  cet  indice  peut  devenir  supé- 
rieur à  I,  la  ligne  Fp  devra  présenter  des  points  doubles.  C'est  la  forme 
représentée  figure  i  et  (au  moins  pour  p  peu  supérieur  à  po)  Fp  délimitera 
au  moins  une  aire  intérieure  telle  que  Jl«  (  Jiff-  r). 

Fig.  I. 


Appelons  boucle  le  contour  fermé  partiel  formé  par  la  partie  de  Fp  qui 
part  d'un  point  double  {sommet  de  la  boucle)  et  y  revient.  Tout  point 
double  partage  Fp  en  deux  boucles.  Une  boucle  sera  dite  simple  si,  consi- 
dérée en  elle-même,  elle  n'admet  aucun  point  double.  L'aire  X  est  limitée 
par  une  boucle  simple  de  sommet  m  (fig,  i). 

Les  tangentes  en  un  point  double  déterminent  quatre  angles  (qui  peuvent 
être  égaux  à  o  ou  à  ic)  et  les  arcs  de  courbes  correspondants,  au  voisinage 
de  ce  point,  déterminent  quatre  angles  curvilignes.  Nous  appellerons  exié- 
rieur  celui  de  ces  quatre  angles  où  l'indice  (relatif  au  contour  complet) 
est  le  plus  petit;  intérieur ,  celui  où  il  est  le  plus  grand  (ces  deux  indices 
extrêmes diiïérant  de  deux  unités);  latéraux,  ceux  où  il  a  la  valeur  inter- 
médiaire, l'un  de  ces  latéraux  étant  à  droite  et  l'autre  à  gauche,  par  rap- 
port à  une  flèche  allant  de  l'angle  extérieur  à  l'angle  intérieur. 
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Les  deux  boucles  que  détermine  le  point  double  ont  pour  angles  auv 
sommets,  l'une  Tangle  extérieur,  l'autre  l'angle  intérieur,  à  l'exclusion  des 
latéraux  (comme  on  le  reconnaît  en  remarquant  que  l'indice  relatif  au 
contour  total  est  égal  à  la  somme  des  indices  relatifs  aux  deux  boucles). 
Nous  les  appellerons  l'une  extérieure,  l'autre  m^^rieure,  suivant  la  nature 
de  leurs  angles  aux  sommets. 

La  boucle  q'ii  délimite  l'aire  e)l«  {fiff»  i)  est,  dans  cette  terminologie,  une 
boucle  simple  extérieure.  L'indice  y  est  plus  petit  que  dans  les  régions 
voisines. 

Nous  allons  prouver  que,  sur  notre  contour  mobile,  une  telle  boucle 
extérieure  est  indestructible.  Tous  les  contours  Fp,  pour  p  >  po,  admettront 
de  telles  boucles  extérieures,  et  ces  boucles  successives  seront  intérieures 
les  unes  aux  antres. 

Pour  le  démontrer,  supposons  d'abord  que  les  /  soient  des  fonctions 
analytiques,  n'ayant  pas  à  distance  finie  de  points  singuliers.  Dans  ces  con- 
ditions, Tp  ne  pourra  présenter  qu'un  nombre  fini  de  points  doubles,  et  le 
nombre  ou  la  disposition  de  ceux-ci  ne  changeront  qu'un  nombre  fini  de 
fois  dans  un  temps  fini  (c'est-à-dire  dans  un  intervalle  fini  de  variations 
dcp). 

D'une  manière  générale,  les  points  doubles  d'un  contour  fermé  régulier 
qui  se  déforme  ne  peuvent  apparaître  ou  di.sparaitre  que  de  deux  façons  : 

1^  Par  une  boucle  infiniment  petite  :  tel  est  le  cas  d'un  limaçon  de  Pascal, 
considéré  comme  podaire  d'un  cercle  par  rapport  à  un  point,  lorsque  ce 
dernier  passe  de  l'intérieur  à  l'extérieur  du  cercle  ou  inversement. 

Cette  hypothèse  est  à  rejeter  ici,  car  la  boucle  infiniment  petite  aurait  sa 
courbure  infinie,  ce  que  nous  avons  remarqué  être  impossible. 

2"  Par  un  biangle  infiniment  petit,  un  biangle  étant  un  contour  fermé 
partiel  de  Fp  qui  présente  deux  points  anguleux  (sommets  du  biangle), 
points  doubles  de  Fp  :  par  exemple,  le  contour  de  la  figure  i  présente  un 
biangle  de  sommets  m,  /t. 

Un  biangle  peut  être  extérieur,  ou  intérieur,  ou  latéral,  suivant  la  nature 
de  ses  angles  aux  sommets,  nature  qui  est  la  même  pour  les  deux  sommets 
si  le  biangle  est  infiniment  petit,  et  qui  ne  change  pas  par  une  déformation 
continue. 

11  est  impossible  que  les  deux  sommets  d'un  biangle  latéral  soient  les 
deux  seuls  points  doubles  du  contour  (puisqu'on  aurait  ainsi  des  boucles 
latérales).  Si  l'on  enlève  du  contour  un  biangle  extérieur,  il  reste  deux 
boucles  intérieures,  et  inversement. 

Enfin,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  où  le  contour  va  toujours  en  s'éten- 
dant  et  les  indices  toujours  en  augmentant,  un  biangle  qui  nait  ne  peut  pas 
être  extérieur,  et  un  biangle  qui  disparait  ne  peut  pas  être  intérieur.  Gela 
tient  à  ce  que,  dans  le  premier  cas,  la  région  qui  prend  naissance  doit  avoir 
un  indice  plus  grand,  et,  dans  le  second,  la  région  qui  disparaît,  un  indice 
plus  petit  que  l'une  au  moins  des  régions  avoisinantcs. 


Digitized  by 


Google 


—  81  — 

12.  Cela  posé,  reprenons  la  boucle  simple  extérieure  dont  noils  avons 
noté  l'existence  pour  p  très  peu  supérieur  à  po  : 

i"  Si  le  point  double  m,  sommet  de  la  boucle,  ne  disparaît  pas,  et  si 
aucun  autre  point  double  ne  naît  sur  le  contour  de  la  boucle,  celle-ci  ne 
cessera  pas  d'être  simple  et  exlérieure.  De  plus,  toutes  les  boucles  succes- 
sives ainsi  obtenues  seront  intérieures  les  unes  aux  autres,  puisque  le  con- 
tour se  déplace  toujours  vers  le  côté  i)ù  l'indice  diminue. 

1**  Si,  à  partir  d'une  certaine  valeur  pi  >  po,  la  boucle,  jusque-là  simple, 
présente  deux  points  doubles  (*),  ceux-ci  ne  peuvent  naître  par  biangle 
latéral  (puisqu'ils  ne  pourraient  alors  être  les  premiers),  ni  par  biangle 
extérieur  (lequel  ne  peut  que  disparaître  et  non  pas  naître).  Ils  forment 
donc  un  biangle  intérieur  et  donnent,  par  conséquent,  lieu  à  deux  boucles 
extérieures.  Celle  de  ces  boucles  qui  ne  contient  pas  le  point  m  (sommet 
de  la  boucle  primitive)  est  simple  :  ce  sera  elle  que  Ton  considérera 
pour  p  >  pi  aux  lieu  et  place  de  la  première. 

3"  Si,  pour  une  valeur  ps  >  po,  le  point  double  m  disparaît,  cela  ne  peut 
être  que  par  biangle  latéral  (puisque  l'angle  extérieur  en  m  correspond  à 
une  boucle  simple).  Si  ce  biangle  devient  infmiment  petit,  c'est  que  l'une 
des  branches  qui  se  croisent  en  m,  après  être  sortie  de  la  boucle,  y  pénètre 

Fi  g.  a. 


à  nouveau  immédiatement  (/Is'-  ^)  (*)•  Mais  il  est  clair  qu'elle  doit  en 
sortir  ultérieurement  et  son  point  de  sortie  le  plus  rapproché  {m\^  fig,  a) 
est  le  sommet  d'une  nouvelle  boucle  simple  extérieure  (*). 

(*)  Nous  supposons,  pour  plus  de  commodité,  que  deux  apparitions  ou  dispa- 
ritions de  points  doubles  ne  peuvent  se  produire  à  la  fois  pour  une  même  valeur 
de  p.  Il  est  clair  qu'il  n'y  a  là  qu*unc  simplification  de  langage,  dont  le  raison- 
nement est  indépendant  en  réalité. 

(*)  La  ligne  pleine  représente  la  forme  du  contour  pour  p<P2  et  la  ligne  ponc- 
tuée cette  même  forme  pour  p  >  p,. 

(3)  On  peut  conslaler  directement  que  I'^  ne  peut  avoir  de  boucle  simple  inté- 
rieure. Car,  comme  précédemment,  une  telle  boucle  ne  pourrait  commencer  à 
exister  que  :  i"  si  elle  naît,  son  sommet  apparaissant  par  un  biangle,  mais  alors 
ce  biangle  serait  intérieur  et  la  boucle  extérieure;  a"  si,  une  fois  formée,  elle 
devenait  simple  par  disparition  de  points  doubles  sur  son  contour,  mais  cette 
disparition  ne  se  ferait  que  par  biangle  extérieur,  et  supposerait,  contrairement 
à  l'hypothèse,  une  boucle  simple  intérieure  préexistante. 
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Donc,  l'indestructibilité  de  la  boucle  simple  extérieure  est  assurée  dans 
tous  les  cas. 

13.  Jusqu'à  ce  point,  d'après  ce  qui  précède,  notre  raisonn (Client  n'est 
nullement  un  raisonnement  par  l'absurde,  li  existe  des  transformations 
planes,  à  déterminant  fonctionnel  constamment  positif,  et  pour  lesquelles  la 
déformation  du  contour  Fp  présente  les  phénomènes  que  nous  venons 
d'étudier.  *■ 

Supposons  maintenant  que  p  augmente  indéfiniment.  Nous  aurons  une 
série  de  boucles  simples,  intérieures  les  unes  aux  autres.  Il  existera,  dès 
lors,  au  moins  un  point  P  du  plan  des  Xi,  Xt  qui  sera  intérieur  à  tous  ces 
contours. 

Or,  dans  ces  conditions,  les  points  d'intersection  de  ceux-ci  avec  une 
droite  issue  de  P  décriraient  sur  cette  droite  un  segment  (ou  une  série  de 
segments)  de  longueur  finie,  correspondant  à  une  augmentation  indéfinie 
de  p,  contrairement  à  l'hypothèse. 

La  contradiction  est  donc  mise  en  évidence,  et  la  boucle  primitive  ne 
peut  prendre  naissance. 

14.  Le  raisonnement  précédent  serait  mis  en  défaut  pour  des  transfor- 
mations non  analytiques,  parce  que  les  points  doubles  pourraient  être  en 
nombre  infini  ou  se  modifier  une  infinité  de  fois  dans  un  temps  fini. 

Mais  on  peut  le  rétablir  par  des  conventions  convenables. 

Soit,  comme  tout  à  l'heure,  p  le  rayon  vecteur,  et  soit  6  l'angle  polaire 
du  plan  des  jpj,  ap^.  Soient  a  un  angle  du  premier  quadrant  pris  une  fois  pour 
toutes  (par  exemple  a  =  lo"),  e  un  nombre  positif,  hi  ce  dernier  est  suffi- 
samment petit  [la  limite  supérieure  de  ce  nombre  pouvant  être  assignée 
lorsqu'on  connaît  une  limite  supérieure  (p)  de  p]  : 

a.  Tout  point  double  de  Tp,  correspondant  à  deux  valeurs  6i,  6s  de  6,  et 
pour  lequel  les  deux  branches  se  coupent  sous  un  angle  compris  entre  a  et 
TT  —  a,  est  isolé,  en  ce  sens  qu'il  ne  peut,  ni  sur  le  même  contour  Tp,  ni  sur  Fp-, 
pour  I  p  —  p'|>>e,  exister  plus  d'un  point  double  correspondant  à  deux 
valeurs  O; ,  6',  de  0  telles  que  |  0,  —  O;  |<  8,  |  0,  —  O;  |<  8,  où  8  est  une  quan- 
tité que  l'on  peut  assigner  en  fonction  de  (p). 

Le  point  double  en  question  de  Fp'  correspond  à  un  point  double  parfai- 
tement déterminé  de  Fp. 

b.  Si,  au  contraire,  l'angle  au  point  double  est  compris  entre  o  et  a,  ou 
entre  ir  et  tz  —  a,  il  pourra  arriver  que,  dans  un  certain  cas  intervalle  de 
variation  de  0  autour  de  l'une  des  deux  valeurs  de  l'angle  polaire  correspon- 
dant à  ce  point  (dépendance  du  point  double),  les  deux  branches  restent 
à  une  distance  moindre  que  e. 

Le  poinr  double  en  question  pourra  alors  appartenir  à  une  série  de  points 
doubles,  en  appelant  série  un  ensemble  de  points  doubles  qui  sont  dans  la 
dépendance  les  uns  des  autres. 

Toute  série  (même  d'une  infinité)  de   points  doubles   a  d'ailleurs  deux 
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points  doubles  extrêmes  déterminés.  Elle  sera,  au  point  de  vue  du  raison- 
nement, entièrement  assimilable  à  un  seul  point  double  ou  à  deux,  suivant 
que  les  deux  portions  de  contours  qui  se  croisent  changeront  ou  non  de 
côté  Tune  p^r  rapport  à  l'autre  au  passage  de  cette  série.  Dans  le  second 
cas,  on  pourra  toujours  dire  si  cette  série  est  assimilable  à  un  biangle  exté- 
rieur ^  intérieur  ou  latéral. 

Enfin,  on  pourra  définir  les  conditions  dans  lesquelles  un  point  double  P 
(ou  une  série  de  point  doubles)  de  Tp-  (o  <  p' —  p  <  e)  sera  dit  dériver  d'un 
point  double  P  de  Fp  (ou  d'une  série  de  points  doubles). 

Moyennant  ces  conventions,  rien  n'empéchern  de  raisonner  comme  nous 
l'avons  fait  pour  les  transformations  analytiques. 

15.  Notre  conclusion  est,  comme  on  le  voit,  liée  de  la  manière 
la  plus  absolue  à  ce  fait  que  la  irnnsformalion  est  considérée  dans 
le  plan  complet  (<).  Elle  ne  subsisterait  plus  nécessairement  dans 
une  région. limitée  par  une  ligne  quelconque  A,  à  moins  que  l'on 
ne  possède  d'autres  données;  que  Ton  ne  connaisse,  par  exemple, 
la  propriété  d'unicilé  pour  les  points  qui  correspondent  à  des 
points  de  A. 

La  conclusion  est  évidente  sur  la  sphère  (notre  démonstration 
se  confondant  alors,  comme  nous  l'avons  dit,  avec  une  démons- 
tration classique). 

Par  contre,  elle  ne  subsiste  pas  sur  les  variétés  multiplemcnt 
connexes,  telles  qu'un  tore,  ou  un  cjlindre  de  révolution  indélini. 
Sur  ce  dernier,  par  exemple,  si  ^  et  6  sont  (avec  le  rayon  a  du 
cylindre)  les  coordonnées  semi-polaircs,  la  transformation 


^'      y 

0;  />0 

(/>  étant  un  entier  quelconque)  n'est  pas  biunivoque,  quoique  |ji 
soit  constant. 


(*)  Ajoutons  que  Tunicité  peut  cesser  dès  que    /      y.,  dp  est  fini,  si  lentement 

*/o 
que  (i  décroisse,  à  cette  condition  près.  Il   suffira,  par  exemple,  de  prendre  (en 
employant  la  même   notation  que  dans   la  note  de  la  page  7^1)  B  =  a?,,  en  choi- 
sissant pour  U  une  fonction  constamment   croissante   de  x,  coïncidant,  pour  les 
valeurs  négatives  de  a:,,  avec 


R(.r,)  --^  a-f-    I       ^^  (Pj  (a  >  o). 
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16.  Quant  à  la  possibilité  de  Tin  version,  elle  résulie  de  consi- 
dérations toutes  semblables  à  celles  qui  ont  été  précédemment 
développées,  mais  plus  simples  encore  et  presque  évidenles. 

Soient  O  l'origine  des  coordonnées  de  E;,,  correspondant,  pour 
simpliGer,  à  l'origine  des  coonlonnées  o  de  e,,  ;  A  un  point  quel- 
couque  de  E„.  Joignons  OA.  Le  cercle  (7)  de  cenlre  O  intercepte 
sur  OA  un  segment  OO,  qui  est  l'image  d*un  arc  de  courbe  00% 
de  Cn.  Le  cercle  (7)  de  cenlre  0«  intercepte  un  segment  de  0«  Oj, 
image  d'un  arc  0\  02  de  e»^  et  ainsi  de  suite. 

Si  les  points  successifs  0,1  restent  à  dislance  finie,  les  seg- 
ments 0„0,,4.|  sont  tous  plus  grands  qu'une  longueur  fixe.  Mais, 
dans  le  cas  contraire,  nous  savons  que  la  ligne  O  0«  O2  .  • .  O,,  . . . 
doit  également  avoir  une  longueur  infinie. 

Donc,  en  toute  hypothèse,  l'un  des  segments  0/,0,*^.i  comprend 
le  point  A,  et  celui-ci  est  l'image  d'un  point  de  en. 

17.  Remarquons,  pour  finir,  que  les  hypothèses  de  dérivabilité 
faites  en  commençant  sur  nos  fonctions/}  ne  sont  nullement  néces- 
saires. Il  suffit  de  supposer  ces  fonctions  continues,  et  d'imposer 
les  conditions  suivantes  : 

A.  Tout  point  a  de  e,i  est  le  cenlre  d'une  sphère  a^,  lelle  que 
deux  points  distincts  intérieurs  à  cette  sphère  ne  puissent  avoir  la 
même  image. 

B.  L'image  de  tout  point  a  de  e,i  est  (dans  E/i)  le  centre  d'une 
sphère  lelle  que  tout  point  intérieur  à  celle  sphère  soit  l'image 
d'un  point  intérieur  à  (Ta> 

C.  Une  ligne  joignant  Torigine  à  un  point  indéfiniment  éloigné 
dans  e„  ne  peut  avoir  pour  image  une  ligne  reclifiable  et  de  lon- 
gueur finie  de  E/,. 

Les  deux  premières  reviennent  à  dire  que  le  résultat  que  l'on  se 
propose  de  démontrer  est  supposé  vrai  localement,  c'est-à-dire  au 
voisinage  d'un  point  quelconque. 
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REMARQUES  SUR  QUELQUES  THÉORÈMES  D'EXISTENCE; 
Par  M.   E.   Goursat. 


1.  En  démontrant,  diaprés  Caiichy,  Inexistence  d'une  intégrale 
de  Téquation  aux  dérivées  partielles 

(0  />  =/(^»  r» -2, 7), 

se  réduisant,  pour  x  =  x^^  à  une  fonction  donnée  cp  (y)  de^,  sous 
les  conditions  habituelles  que  je  ne  rappelle  pas,  on  s'attache  uni- 
quement à  prouver  que  l'on  peut  obtenir  un  développement  en 
série  entière  qui  satisfait  formellement  à  Téquation  (i),  et  qui  est 
convergent  tant  que  les  modules  des  différences  x  —  oc^^y —  y^ 
restent  inférieurs  à  certaines  limites.  Il  semble,  d'après  cela,  que 
Texistence  de  la  fonction  intégrale  n'est  établie  que  dans  un 
domaine  de  valeurs  des  variables  complexes  défini  par  les  con- 
ditions 

ja:  — a?o|^r,         \y^y^\<r\ 

r  et  i^  étant  deux  nombres  positifs.  Mais  il  peut  se  faire  que  la 
fonction  donnée  <^{y)  soit  holomorphe  en  dehors  du  cercle  de 
rajon  /•'décrit  du  point  ^o  pour  centre  dans  le  plan  de  la  variable  y. 
Il  est  bien  facile,  comme  nous  allons  le  voir,  de  compléter  la 
démonstration  de  façon  à  montrer  que  l'pxistence  de  la  fonction 
intégrale  est  assurée  dans  un  domaine  plus  étendu  que  le  pré- 
cédent. 

2.  Nous  présenterons  d'abord  quelques  remarques  bien  simples 
qui  nous  seront  utiles.  Soit  V{x^y)  une  fonction  analytique  des 
deux  variables  complexes  x  et  y^  holomorphe  lorsque  les  va- 
riables X  et  y  sont  assujetties  respectivement  à  rester  dans  deux 
domaines  (Six  et  (s^y^  limités  par  une  ou  plusieurs  courbes  fermées, 
et  comprenant  leurs  frontières  ;  toutes  les  dérivées  partielles 
de  F(x,  y)  sont  alors  holomorphes  dans  les  mêmes  domaines. 
Lorsque  les, deux  domaines  (O.r,  (Or  se  composent  de  deux  cercles, 
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la  formule  de  ïaylor  fournît  pour  F (^,  y)  un  développement  en 
série  entière  valable  dans  tout  cet  ensemble. 

Considérons  encore  le  cas  où  un  seul  domaine,  (Q>x  par  exemple, 
est  un  cercle  de  centre  Xq  et  de  rayon  B,  tandis  que  le  domaine  (D^ 
est  limité  par  une  ou  plusieurs  courbes  fermées  de  forme  quel- 
conque. Si  l'on  donne  à  la  variable  y  une  valeur  déterminée  y 
dans  le  domaine  (0^,  la  fonction  F(x^  y)  de  la  variable  x  est 
liolomorphe  dans  le  cercle  de  rayon  R  et  de  centre  x^]  il  s'ensuit 
que  la  fonction  F^x^y)  peut  être  représentée  par  un  dévelop- 
pement en  série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances  de  â;  —  XqI 

(2)     F(a:,j^)=Po(r)-^Pi(r)(^-^o)H-...-+-P/»(r)(^-^o)«-^--.... 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  holomorplies  dey  dans  le 
domaine  (t)^.  Le  coefficient  Pfi(y)  est  égal  en  effet  au  quotient 


! (^)       . 

I  .2.3.  .  ./l  \C^X'*/x  =  j-, 


Le  développement  (a)  est  convergent  tant  que  les  variables  x  ety 
restent  respectivement  dans  leurs  domaines,  et  la  formation  de 
cette  série  exige  seulement  que  l'on  connaisse  les  expressions  des 
dérivées  successives  par  rapport  à  x  de  la  fonction  F(x^y), 
pour  X  =  J^oj  lorsque  j^  décrit  le  domaine  Qy, 

Soient  yo  un  point  intérieur  au  domaine  c£)^,  et  p  un  nombre 
positif  tel  que  le  cercle  de  rayon  p  et  de  centre  yo  soit  tout 
entier  dans  (Qy.  A  l'intérieur  de  ce  cercle,  les  fonctions  Po(>^)> 
P«  iy)'>  •  •  •»  ^n(y)^  •  • .  peuvent  être  développées  en  séries  entières 
ordonnées  suivantles  puissances  dey — yo  et  le  développement  (a) 
peut  être  remplacé  par  un  développement  en  série  entière  ordonné 
suivant  les  puissances  de  x  —  Xq  et  dey  —  yo  : 

(3)  F(^,^)  =  2  ^^i^i^-^^yir-yo)'^; 

i        A- 

mais  ce  nouveau  développement  n'est  valable  que  dans  une  partie 
du  domaine  c^^-,  tandis  que  le  précédent  (2)  est  valable  dans  tout 
ce  domaine. 

Inversement,  supposons  que  l'on  ait  obtenu,  pour  une  fonction 
des  deux  variables  x^  y,  un  développement  en  série  de  la  forme  (2)^ 
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dans  lequel  les  coefficients  Po(j^),  P^{y)^  ...,  P,i(y)^  ...  «ont 
des  fonctions  holomorphes  de  y  dans  le  domaineCD^.  Supposons 
de  plus  qu'en  remplaçant  chacune  de  ces  fonctions  Pfi{y)  par  son 
développement  en  série  entière  suivant  les  puissances  de  j/* — ^o 
(^0  étant  un  point  quelconque  intérieur  à  (D^)^  la  série  entière  (3) 
obtenue  soit  convergente  pourvu  que  l'on  ait 

R  et  p  étant  deux  nombres  positif s^  dont  le  premier  11  est  indé- 
pendant de  y  ^.  Il  suit  de  là  que  la  série  (a)  est  convergente  lorsque 
la  variable  x  est  dans  le  cercle  de  rayon  R  décrit  du  point  x^  pour 
centre,  la  variable^  restant  dans  le  domaine  (£)^,  et  que  la  somme 
de  cette  série  est  une  fonction  liolomorplie  dans  ce  domaine.  11 
en  est  ainsi  en  effet  lorsque^  est  dans  le  voisinage  du  point^©,  et 
ce  point  ^0  est  un  point  quelconque  de^. 

3.  Tout  ceci  s'élend  immédiatement  aux  fonctions  analytiques 
à\\n  nombre  quelconque  de  variables.  Soit 

une  fonction  Ae  p-^-q  variables  ^/,  y^ 

(i  =  i,  2,  ...,/?;A:  =  i,a,  ...,^). 

que  nous  partagerons  en  deux  groupes  jouant  un  rôle  dissy- 
métrique. Chacune  des  variables  xi  décrit  un  cercle  de  centre 
fixe  57®  et  de  rayon /v,  tandis  que  chacune  des  variables  j^a  décrit 
un  domaine  (S>ky  limité  par  une  ou  plusieurs  courbes  de  forme 
arbitraire  ;  nous  supposerons  tous  ces  domaines  fermés,  c'est-à-dire 
comprenant  leurs  limites.  Si  la  fonction  u  est  holomorphe  lorsque 
les  variables  Xiyykàécvwenl  leurs  domaines  respectifs,  elle  peut 
être  représentée  dans  tout  cet  ensemble  de  domaines  par  une  série 
entière  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x^  —  xj,  x^ —  x\^  . . ., 
Xp       x^^ 

(4)  "  =2  ^**'** *''  (^1-  ^1  )**  (^*-  ^5  )*•  •  •  '{^P-  ^?)*/', 

les  coefficients  AJ^^  a„...,a  étant  des  fonctions  holomorphes  des  va- 
riables ^Af  quand  elles  restent  respectivement  dans  les  domaines  (JO, , 
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(D2,  ...,(^7-  Ces  coefficients  s^expriment  encore  au  inoven  des 
dérivées  parlielfes  de  la  fonction  u  par  rapport  aux  seules  va> 
fiables  x/,  où  l'on  aurait  remplacé  après  la  difrérentiation  xi 
par  x^.  La  réciproque  s^énonce  comme  plus  haut  et  s'établit  de  la 
même  façon. 

Pour  appliquer  ces  considérations  au  domaine  réel,  il  suffit  de 
supposer  que  les  membres  o:^,  ..,  o?^  sont  tous  réels,  et  que  les 
différents  domaines  CÛ4,  (ô^,  . . .,  (£)ç  se  réduisent  à  des  bandes  rec- 
tangulaires infiniment  minces  comprenant  un  segment  de  Taxe 
réel  dans  le  plan  de  la  variable  correspondante.  Reprenons,  par 
exemple,  une  fonction  z  ==  ¥{x^y)  des  deux  variables  x,  y,  que 
nous  supposons  holomorphe  lorsque  t  reste  dans  un  cercle  de 
rayon  R  et  de  centre  a  {a  élant  réel),  et  que  la  variable  y  reste 
dans  le  rectangle  obtenu  en  faisant  varier  la  partie  réelle  dey  de  6 

à  c  (6  et  c  élant  deux  nombres  réels),  et  la  partie  réelle  de  ^ 

de  — eà  -he.  Admettons  de  plus  que  cette  fonction  prend  une 
valeur  réelle  quand  on  donne  à  x  une  valeur  réelle,  comprise 
entre  a  —  R  et  a  -h  R,  et  à  y  une  valeur  réelle,  comprise  entre  b 
et  c.  Alors  Téquation 

représente,  par  rapport  à  un  système  de  trois  axes  rectangu- 
laires Ox^  Oy,  O^,  une  bande  de  surface  se  projetant  à  l'intérieur 
du  rectangle  limité  par  les  quatre  droites 

x  =  a  —  R,         a:  =  a -H  H,        y  =  b^        y  =:  c. 

Pour  tout  point  pris  dans  ce  rectangle,  z  est  égal  à  la  somme  d'une 
série  convergente  de  la  forme  (2),  P©,  P|,  ...,  P/i,  ...  étant  des 
fonctions  continues  de^  entre  b  et  c.  La  série  de  Taylor  ne  repré- 
senterait la  surface  que  dans  un  domaine  bien  moins  étendu,  bi  la 
fonction  F(r,  y)^  considérée  comme  fonction  de j^,  avait  des  points 
singuliers  voisins  de  l'axe  réel  dans  le  |)lan  de  la  variablej^. 

Considérons  par  exemple  la  (onction  z  =  Log(i  -|-  x  -{-y)  ;  si  on 
la  développe  en  série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x 
cl  dey^  la  série  obtenue  ne  sera  convergenlc  qtie  si  Ton  a 

l^lH-lj^Ki. 
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Mais  on  a  aussi 
Log(i  -h  X  -^y)  =  Log  (i  H- y) 


el  la  nouvelle  série  est  convergente  si^  est  positif^  et  |  :r  |  inférieur 
à  Tunité. 

4.  Reprenons  maintenant  l'équation  aux  dérivées  partielles 

et  supposons  que  l'on  veuille  obtenir  une  intégrale  de  cette  équa- 
tion se  réduisant,  pour  x  =Xo^  à  une  fonction  donnée  ^(y)*  En 
posant  z  =  <f{y)  •+■  «,  l'équation  proposée  devient 


du 
dx 


=  /[^.  r»  ?(J^)  -+-  "»  ?'(r)  -^  ^ J  J 


et  l'on  est  ramené  à  trouver  une  intégrale  de  la  nouvelle  équation, 
s'annulant,  quel  que  soit^,  pour^  =  Xq,  Pour  ne  pas  multiplier  les 
notations,  nous  partirons  de  l'équation  (i)  en  supposant  que  la 
fonction  initiale  o(j^)  est  cp(j^)  =  o,'et  nous  supposerons  que  la 
Ibnclion  f(^x\y^  z^  q)  des  quatre '.variables  x,  y,  z,  g  est  holo- 
morphe  lorsque  les  modules  de  a:  —  oTo,  5,  q  ne  dépassent  pas  cer- 
taines valeurs  positives  a,  6,  c,  tandis  que  la  variable  y  reste  dans 
un  domaine  fermé  (0^,  limité  par  une  ou  plusieurs  courbes.  Le 
second  membre  /(x^  y,  z,  q)  peut  alors  être  développé  en  série 
entière  ordonnée  suivant  les  puissances  de  ^  —  Xq,  de  z  et  de  q^ 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  holomorphes  de  y  dans  le 
domaine  (D^ 

Imaginons  de  même  que  Ton  développe  l'intégrale  cherchée,  qui 
s'annule  pour  x  =  Xqj  suivant  les  puissances  de  x  —  Xq, 

(5)    2  =  Qi(j^)(a?  — a7o)-f-<?,(j')(a7-aro)*-4-...-f-9«(j^)(ar  — aro)»4-.... 

En  substituant  cette  série  à  la  place  de  z  dans  l'équation  (i),  et  en 
remplaçant  de  même  q  par 
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on  obtient  deux  séries  entières  en  x  —  Xq\  en  écrivant  qu^elles 
sont  identiques,  on  détermine  de  proche  en  proche  les  coeffi- 
cients <pi(^)i  ?2(^)j  a"  moven  des  coefficients  Papy  parles  seules 
opérations  d'addition,  de  multiplication,  et  de  différentiation. 
Tous  les  coefficients  de  la  série  obtenue  (5),  qui  satisfait  formel- 
lement à  l'équation  (i),  sont  donc  des  fonctions  holomorphes  dey 
dans  le  domaine  (£)^. 

Théorème.  —  Soit  (D*^  un  domaine  quelconque  intérieur  à  (S^yy 
limité  par  une  ou  plusieurs  courbes  n^ ayant  aucun  point  com- 
mun avec  la  frontière  de  (S^y.  A  ce  domaine  (0^  on  peut  associer 
un  nombre  positif  R  tel  que  la  série  (5)  soit  convergente  pour 
toute  valeur  de  y  dans  t£)^,  pourvu  que  l'on  ait\x  —  j?o  |  =  R» 
et  représente  une  fonction  holomorphe  des  deux  variables  x 
et  y  dans  ces  domaines. 

Nous  rappellerons  d'abord  le  théorème  d'existence  de  Cauchy, 
sous  sa  forme  habituelle.  Soit  o(:r,  y,  z^  q)  une  fonction  holo- 
morphe des  variables  x,  y,  z,  q^  dans  le  domaine  défini  par  les 
inégalités 

(6)  \x-Xo\èa,        Ir-yolèp.        I^|S6,        |^|<c; 
l'équation 

(7)  ;>  =  ?(a?,ri*i^) 

admet  une  intégrale  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  (^0)J^o)> 
se  réduisant  à  zéro  pour  x  =  Xq^  quel  que  soit  y. 

On  a  une  limite  supérieure  des  modules  des  coefficients  de. la 
série  qui  représente  cette  intégrale  en  considérant  l'équation  auxi- 
liaire 

du  M 

OÙ  M  est  une  limite  supérieure  du  module  de  <f{x^y^  -s,  q)  dans  le 
domaine  défini  par  les  inégalités  (6).  Cette  équation  auxiliaire 
admet  elle-même  une  intégrale  s'annulant  pour  x  =  Xqj  et  cette 
intégrale  est  holomorphe  dans  un  certain  domaine 
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R  et  r  étant  des  nombres  positifs  qui  ne  dépendent  que  de  M,  a, 
6,  Cj  p.  L'intégrale  de  l'équation  (7)  est  a  fortiori  holomorphe 
dan$  le  même  domaine. 

Cela  posé,  soit  M  un  nombre  supérieur  à  |/(^,  >^j  ^>  î)l  lorsque 
la  variabley  décrit  le  domaine  OD^,  tandis  que  les  modules  dex  —  x^y 
Zj  q  ne  dépassent  pas  les  limites  a,  b,  c, 

|a?  — a?o.|â«,        \^\^^y        \q\tc. 

Prenons  en  même  temps  un  nombre  positif  p  tel  que  le  cercle  de 
rayon  a  décrit  d'un  point  quelconque  de  OD'  pour  centre  soit  tout 
entier  à  l'intérieur  de  Od^.  Les  nombres  a,  6,  c,  p,  M  étant  ainsi 
définis,  soityo  "«  point  quelconque  de  (î)^;  d'après  le  théorème 
que  nous  venons  de  rappeler,  l'équation  (i)  admet  une  intégrale 
holomorphe  dans  le  domaine  du  point  (^oj^o))  se  réduisant  à  zéro 
poura:  =  aro.  Cette  intégrale  est  représentée  par  un  développement 
en  série  entière 

(9)  ^=2^«P(^-"^<'>"(>-^<>)^ 

convergente  pour 

Si  l'on  ordonne  cette  série  suivant  les  puissances  de  x  —  ^r©,  la 
nouvelle  série  obtenue  est  forcément  identique  à  la  série  (5), 
puisqu'elle  doit  aussi  satisfaire  formellement  à  l'équation  (i).  Le 
nombre  R  étant  indépendant  de^^,  il  suit  de  là  qu'inversement  la 
série  (5)  est  convergente  pourvu  que  Ton  ait 

lorsque  y  décrit  la  région  CD^,  et  représente  une  fonction  holo- 
morphe dans  ce  domaine.  C'est  la  proposition  que  l'on  voulait 
établir. 

5.  Il  n'est  nullement  évident  qu'une  fonction  analytique  des 
deux  variables  x^  .y  qui,  pour  x  =  Xq^  se  réduit  à  la  fonction  <f{y) 
de  la  seule  variable^  holomorphe  dans  un  domaine  (£)^,  soit  aussi 
une  fonction  holomorphe  par  rapport  aux  deux  variables  x  Qly 
lorsque  x  décrit  un  cercle  de  rayon  /•>•  o  et  de  centre  x^^  et  que  y 
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décrit  un  domaine  (D^  inlérieur  à  (Dj,  aussi  petit  que  soit  le  rayon  r. 
Par  exemple,  la  fonction 

se  réduit,  pour  ;r  =  o,  à  une  fonction  holomorphe  dans  tout  le  plan, 
et  cependant  ce  n'est  pas  une  fonction  holomorphe  des  variables  x 
et  y  dans  le  domaine  défini  par  les  inégalités  |  ^  |  £  r,  |  j^  |  ^  p,  aussi 
petits  que  soient  les  nombres  positifs  r  et  p. 

La  propriété  qui  vient  d^ctrc  démontrée  a  son  origine  dans  cette 
circonstance  que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x  —  Xo 
dans  le  développement  cherché  s'obtiennent  par  des  additions, 
multiplications  et  dilTérentiations.  On  ne  peut  introduire  ainsi  de 
singularités  n'appartenant  pas  aux  fonctions  dont  on  est  parti.  Il 
n'en  serait  plus  de  même  si  ces  coefficients  se  déterminaient  par 
l'intégration  d'équations  diflTérenlielles.  Ce  cas  peut  se  présenter 
effectivement  quant  on  veut  déterminer  une  intégrale  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  passant  par  une  caractéristique 
donnée  (*).  Considérons  par  exemple  l'équation  linéaire. 

/?  « -4- ^ -+- Y-s -4- Y|  a?  =  o, 

Y  et  Yf  étant  des  fonctions  holomorphes  de  la  variable  y  dans  un 
domaine  comprenant  un  segment  ab  de  l'axe  réel  (a  <  6),  et  pre- 
nant des  valeurs  réelles  tout  le  long  de  cet  axe.  La  droite  a:  =  o, 
z  =  o  est  une  caractéristique;  il  existe  donc  une  infinité  d'inté- 
grales réelles  z  =  F(x^y)  se  réduisant  à  zéro  pour  x  =  o,  mais  il 
peut  se  faire  qu'il  n'en  existe  aucune  qui  soit  holomorphe  lorsque 
Ton  a  I  x  I  <  /'j  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  r,  et  que 
la  variable  y  reste  dans  un  domaine  comprenant  le  segment  ab  de 
l'axe  réel  dans  le  plan  de  la  variable  y.  En  eOTet,  si  l'on  cherche  à 
développer  une  intégrale  s'annulant  pour  a:  =  o  suivant  les  puis- 
sances de  x^ 

(lo)  '»  =  a??i(j^)-^a?*<pi(j')-+-..., 

on  a,  pour  déterminer  le  premier  coefficient  Of(j^),  Téqualion 
diflférentielle  de  Kiccati 

<')  L'étude  de  ce  cas  fera  l'objet  d'un  prochain  Mémoire. 
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que  Ton  ramène  à  une  équation  difTérenlielle  linéaire 

a'+Ya'+Y,  =  o, 

en  posant  Ç|=  —  •  Si  toutes  les  intégrales  réelles  de  Téqnation 

linéaire  en  u  ont  au  moins  une  racine  entre  a  et  6,  toute  intégrale 
réelle  de  Téquation  en  (pi  aura  au  moins  un  pôle  dans  le  même 
intervalle.  Le  développement  (lo)  ne  pourra  donc  s'appliquera 
tout  rintervalle  {a^  6),  aussi  petit  que  soit  |^  |. 

6.  Nous  allons  vérifier  le  théorème  général  qui  précède  dans  un 
cas  particulier,  au  mojren  des  méthodes  habituelles  du  calcul  des 
limites.  Considérons  Téquation  aux  dérivées  partielles 

(")  i»  =  7 — :;:w T?/ 7n — :7T  - «• 


(-l)(-l)(-l)(-f) 


où  M,  a,  è,  c,  p  sont  des  nombres  positifs.  D'après  le  théorème 
d'existence  de  Cauchy,  tel  qu'on  l'énonce  habituellement,  on  peut 
affirmer  que  cette  équation  admet  une  intégrale  Z(x^y)  holo- 
morphe  dans  le  domaine  du  point  a:  =  o,  y  =  o,  et  se  réduisant 
identiquement  à  zéro  pour  j;  =  o.  Nous  pouvons  énoncer  une  pro- 
position plus  précise  en  observant  que  le  domaine  (£)^  est  ici  un 
cercle  ayant  pour  centre  l'origine  : 

A  tout  nombre  positif  ^  <C  i  on  peut  associer  un  autre  nombre 
positif  r\  tel  que  V intégrale  Z(a:,  y)  soit  sûrement  holomorphe 
lorsque  les  modules  des  variables  x  et  y  ne  dépassent  pa^  les 
nombres  ^b  et-r\  respectivement. 

Pour  démontrer  directement  cette  proposition,  il  suffit  de  com- 
pléter sur  certains  points  la  démonstration  que  j'ai  donnée  (*)  an- 
térieurement des  théorèmes  généraux  d'existence.  On  peut  sup- 
poser, pour  simplifier  un  peu  les  calculs,  b  =  a,  car  il  suffit  d'une 

transformation  telle  que  y=-y^y  étant  la  nouvelle  variable, 

pour  être  ramené  à  ce  cas.  Nous  pouvons  aussi  remplacer  l'équa- 

(^  )  Bulletin  de  la  Société  mathématique.  —  Cours  d* Analyse  mathématique, 
t.  II,  p.  36o  et  suivantes. 

XXXIV.  7 
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lion  (i  i)  par  une  équation  auxiliaire 

(12)  />  =  - -^ M, 


(-^')(-^)(-f) 


a  étant  un  nombre  positif  inférieur  à  l'unité,  car  le  second 
membre  de  la  nouvelle  équation  est  une  fonction  majorante  pour 
le  second  membre  de  Téqualion  (i  i).  Le  développement  en  série 
entière  de  Tinlégrale  Z(a:,^)de  ré(]ualion  (ii)qui  se  réduit  à 
zéro  pour  x  =:  o  est  certainement  convergent  dans  le  même 
domaine  que  le  développement  en  série  entière  de  l'inté- 
grale Z|(j?,  j^)  de  Téqualion  (12)  qui  est  identiquement  nulle 
pour  X  =  Oj  et  celle-ci  à  son  tour  est  certainement  convergente 
dans  le  même  domaine  que  toute  autre  intégrale  de  la  même  équa- 
tion (12)  représentée  par  un  développement  en  série  entière  dont 
tous  les  coefficients  sont  des  nombres  réels  et  positifs. 

Cela  étant,  cherchons  uue  intégrale  de  l'équation  (12)  qui  soit 
fonction  de  la  seule  variable  X  =  — [-  y.  Si  l'on  a 


■/(Î-) 


^Z(X), 


on  en  déduit 

I  dZ 

dZ 

et  l'équation  (12)  devient 

I  dl. 

M 

a  €i\~  /        X\  / 

Z  \  /         1   é/Z  \ 

-M, 


ce  qu'on  peut  encore  écrire 


Si  le  nombre  positif  a  est  inférieur  à  -^y  l'équation  (i3)  admet 
une  intégrale  holomorpbe  dans  le  domaine  de  l'origine,  se  rédui- 
sant à  zéro,  ainsi  que  sa  dérivée  première,  pour  X  =  o,  et  repré- 
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senlée  par  une  série  entière  dont  tous  les  autres  coefficients  sont 
réels  et  positifs.  Cela  sulfit  pour  prouver  que  l'intégrale  Tj{x^  y) 
est  holomorphe  dans  le  voisinage  des  valeurs  a:  =  o,  j^  =  o.  Pour 
compléter  la  démonstration,  nous  allons  étudier  le  domaine  de 
convergence  de  l'intégrale  de  l'équation  (i3),  que  nous  venons 
de  définir,  considérée  comme  fonction  de  X  et  de  a. 
Celle  équation  (i3)  peut  s'écrire 

(xZbis)  (^j    -  (p  — aM)-^-hap(p(X,Z)  =  o, 


en  posant  pour  abréger 


9(X,  Z  )  =  ., ^-^1 —  ~  M  ; 


la  racine  de  l'équation  (i3  bis)  qui  est  nulle  pour  X  =  Z  qp  o 
a  pour  expression 

^Z_p-«Mr  /"       4a??(X,  Z)1 

en  prenant  la  détermination  du  radical  qui  se  réduit  à  l'unité 
pour  a  =  G.  Soit  0' un  nombre  positif  inférieur  à  Tunité;  la  fonc- 
tion o(X,  Z)  est  holomorphe  lorsque  l'on  a 

IXI^O'a,        |Z|<0'c, 

et  son  module  reste  inférieur  à  un  nombre  positif  A.  Prenons  un 
nombre  positif  ai  ■<  -^>  tel  que  Ton  ait 


(p  — aM)2 


<i, 


lorsque  [a]  est  inférieure  ai .  Le  second  membre  de  l'équation  (i  4) 
considérée  comme  fonction  des  variables  X,  Z,  a,  est  alors  une 
fonction  holomorphe  de  ces  variables  dans  le  domaine  défini  par 
les  inégalités 

|X|<0'a,         IZI^O'c,         |a|<ai, 

et,  si  l'on  développe  ce  second  membre  suivant  les  puissances 
de  X,  Z,  a,  tous  les  termes  du  développement  contiennent  a  en 
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facteur.  Pour  a  =  o,  Téquation  (i4)  admet  l'intégrale  particu- 
lière Z  =  o;  d'après  un  théorème  général  de  M.  Poincaré  (•), 
rintégrale  de  cette  équation  qui  est  nulle  pour  X  =  o  est  une  fonc- 
tion holomorphe  de  X  dans  le  cercle  de  rayon  ^'^a  (6"  étant  un 
nombre  positif  inférieur  à  i),  pourvu  que  |a|  soit  inférieur  à  un 
nombre  positif  convenable.  Mais  6'  et  6*  étant  deux  nombres  posi- 
tifs quelconques  inférieurs  à  un,  le  produit  Q'O'^a  est  un  nombre 
positif  quelconque  inférieur  à  a,  et  le  résultat  obtenu  peut  s'énoncer 
ainsi  :  a!  étant  un  nombre  positif  quelconque  inférieur  à  a,  on 
peut  prendre  pour  a  un  nombre  positif  assez  petit  pour  que  l'in- 
tégrale de  l'équation  (i3)  qui  se  réduit  à  zéro  pour  X  =  o  soit  une 
fonction  holomorphe  de  X  dans  le  cercle  de  rayon  a'  décrit  de 
l'origine  pour  centre. 

Si  l'on  développe  cette  intégrale  suivant  les  puissances  positives 
des  deux  variables  x  et  y^  la  série  obtenue  sera  convergente  pourvu 
que  l'on  ait 

Etant  donné  un  nombre  positif  6  inférieur  à  un,  prenons  pour  a' 
un  nombre  compris  entre  9a  et  a,  et  soite  un  autre  nombre  positif 
inférieur  à  a' —  6a.  La  série  précédente  sera  convergente  si  l'on  a 


lrl<o«» 


<«; 


il  en  sera  donc  de  même  a  fortiori  de  la  série  entière  qui  repré- 
sente l'intégrale  Z(a7,^)  de  l'équation  (i  i),qui  est  nulle  pour  o^^o, 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Remarque,  —  Il  est  à  remarquer  que  le  théorème  général  du 
n^  4  pourrait  se  déduire  du  cas  particulier  précédent.  En  effet,  si 
le  domaine  00^  est  simplement  connexe,  on  peut  le  remplacer  par 
un  cercle  en  effectuant  sur  la  variable  y  une  transformation  con- 
forme, et,  au  moyen  de  quelques  transformations  faciles,  on  peut 
aussi  ramener  Téquation  (i)  à  la  forme  (i  i). 

Lorsque  le  domaine  (0^  est  à  connexion  multiple,  on  démontrera 

(*)  Les  Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  t.  I,  chap.  II. 
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de  la  même  façon  que  l'intégrale  déterminée  par  les  conditions 
initiales  est  holomorphe  lorsque  la  variable  y  décrit  un  domaine 
simplement  connexe  (D^  intérieur  à  Cô^r,  pourvu  que  \x — ^o  | 
reste  plus  petit  qu'un  nombre  positif  convenable.  Comme  tout 
domaine  intérieur  à  (0^  peut  se  décomposer  en  un  nombre  fîni  de 
domaines  simplement  connexes,  on  en  déduit  encore  aisément  le 
théorème  général  du  n®  4. 

7.  La  méthode  précédente  s'étend,  sans  d'autres  diflicultés  que 
quelques  complications  d'écriture,  à  un  système  d'équations  aux 
dérivées  partielles  d'ordre  quelconque,  ramené  à  la  forme  normale. 

Soit 

un  système  de  p  équations  aux  dérivées  partielles  entre  les  y?  fonc- 
tions 2f ,  ^2)  •  •  M  Zpy  et  m  variables  indépendantes  XtyX2y  .  • .,  ^m'» 
les  seconds  membres  Fj,  Fj,  ...,  Fp  ne  renferment,  outre  les 
variables  et  les  fonctions  inconnues,  que  les  dérivées  partielles  de  Zi 
dont  Tordre  ne  dépasse  pas  /i|,  les  dérivées  partielles  de  Z2  dont 

l'ordre  ne  dépasse  pas  /I2,  etc.;  enfin,  les  dérivées  partielles  --^  ne 

figurent  pas  dans  ces  seconds  membres. 

D'après  le  théorème  général  de  Gauchy,un  système  d'intégrales 
est  complètement  déterminé  si  l'on  se  donne  les  fonctions 
des  {m  —  i)  variables  jr^,  x^  ...,  x^y  auxquelles  se  réduisent 
pour  Xi  =  xj  les  fonctions 


àst 

•  •  •> 

•   •   -9 

. . ., 

.  .  .  ) 
.  t    •  • 

-• 

àxi  ôxy~ 


Nous  supposerons,  ce  qu'on  peut  toujours  faire  sans  diminuer 
la  généralité,  que  toutes  ces  fonctions  initiales  sont  nulles.  Nous 
admettrons  eu  outre  que  les  fonctions  F,,  Fo,  ...,  F^,  sont  holo- 
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morphes  dans  un  domaine  (£)  défini  de  la  manière  suivante  :  chacune 
des  (m  —  i)  variables  ^2?  ^39  •  •  m  ^m  reste  comprise  dans  son  plan 
dans  une  région  de  forme  arbitraire,  limitée  par  plusieurs  courbes 
fermées,  tandis  que  les  modules  de  Xs  —  x\^  et  de  toutes  les  autres 
variables  qui  figurent  dans  ces  fonctions,  restent  inférieurs  à  des 
limites  convenables.  Dans  ces  conditions,  si  Ton  fait  décrire  à  cha- 
cune des  variables  ^29^39  •  •  .,5:^  des  domaines  (ôa?  (E)s,  .. .,  COw, res- 
pectivement intérieurs  aux  précédents,  on  peut  leur  faire  corres- 
pondre un  nombre  positifr;  tel  que  les  intégrales  satisfaisant  aux 
conditions  initiales  données  soient  holomorpbes  lorsque  les  va- 
riables X2,X3,  . . .,  j?mi*6stent  respectivement  dans  les  domaines  (D2, 
(^3,  . . .,  CD/n,  pourvu  que  le  module  de  Xi  —  x^^  reste  inférieur  à  t^. 

Remarque,  —  Au  lieu  de  supposer  que  chacune  des  va- 
riables X2^  JTs,  • . .,  Xm  décrit  dans  son  plan  un  domaine  déterminé, 
on  peut  faire  une  hypothèse  plus  générale.  La  variable  com- 
plexe Xi  est  en  effet  l'ensemble  de  deux  variables  réelles 

si  Ton  regarde  les  im  —  2  variables  .r),  j:)'(/=  2,..., m) comme  les 
coordonnées  d'un  point  dans  l'espace  à  2m  —  2  dimensions,  tout 
conlinuum  connexe  à  2m  —  2  dimensions  R2m.2}  situé  dans  l'es- 
pace à  2 m  —  2  dimensions,  définit  un  domaine  de  variabilité  pour 
le  système  des  variables  complexes  X2,  .rj,  ...,  Xm»  Tout  conti- 
nuum  ^2m-2'>  intérieur  à  Rom -a?  définit  de  même  un  nouveau 
domaine  de  variabilité  intérieur  au  premier.  Cela  posé,  on  voit 
aisément  qu'au  lieu  de  supposer  que  chaque  variable  Xi{i>i) 
décrit  un  domaine  déterminé  isolément,  on  pourrait  supposer  le 
domaine  de  variabilité  de  ce  système  de  variables  défini  par  un 
certain  continuum  Row-s-  H  suffirait  alors  de  modifier  l'énoncé  en 
remplaçant  l'ensemble  des  domaines  cOs)  •••>  ^^m  par  un  conti- 
nuum R2,„_2  intérieur  à  How  2- 


IL 

8.   On  peut  appliquer  le  théorème  général  du  n"  4  aux  é({uations 
différentielles  ordinaires   de   différentes  manières.   On  peut,  par 
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exemple,  considérer  les  valeurs  iniliales  comme  de  nouvelles 
variables  indépendantes,  ne  figurant  pas  explicitement  dans  les 
équations.  Ainsi,  soit 

(.6)  ^=/(^'^) 

une  équation  difTérentielle  du  premier  ordre,  et  soit  Y(j:,  J:o>yo) 
Tintégrale  de  celte  équation  qui  prend  la  valeur  ^q  pour  x  =  Xq, 
Pour  étudier  cette  intégrale,  considérée  comme  fonction  des  trois 
variables  indépendantes  x,  Xq,  yo^  on  peut  poser  dans  Téqua- 
lion  ( 1 6)  ^  =  0:0-1-0:',  y  =  J^o+y'»  ce  qui  conduit  à  une  nouvelle 
équation 

(»7)  ^  =/(^o+^',ro-+-y), 

que  Pon  peut  regarder  comme  une  équation  aux  dérivées  partielles 
définissant  une  fonction  des  trois  variables  o/,  JCo»  J^o»  En  appli- 
quant le  théorème  général  à  Tintégrale  de  Téquation  (17)  qui  est 
nulle  pour  x'=  o,  on  obtient  le  résultat  suivant  que  Ton  pourrait 
aussi  établir  directement. 

Supposons  la  fonction  /(x^  y)  bolomorphe  lorsque  les  va- 
riables Xy  y  décrivent  respectivement  dans  leurs  plans  deux 
domaines  fermés  (D^,  (ô^.  Soient  (D^.,  (D'  deux  nouveaux  domaines 
intérieurs  respectivement  aux  précédents  (Ojr,  (0^.,  et  limités  par 
des  courbes  fermées  n'ayant  aucun  point  commun  avec  la  frontière 
de(0xû»  de  is^y,  A  ces  deux  domaines  (ô^,  (O'  on  peut  faire  corres- 
pondre un  nombre  positif  R,  tel  que  l'intégrale  Y{x^XQ^y^)  soit 
holomorphe^  lorsque  les  variables  Xo,  ^0  décrivent  respecti- 
vement (Sti'j.  et  (t)' ,  pourvu  que  le  module  de  o?  —  Xq  soit  ^  R. 

Celte  intégrale  peut  être  développée  en  une  série  entière 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  o:  —  Xq 

Y(ar,aro,  J^o)  =  Po(^o,  ^o) 

dont  les  coefficients  P/i  sont  des  fonctions  holomorphes  des  va- 
riables x^^y^  dans  les  domaines  OC)^  et  (0^. respectivement  Quelles 
que  soient  les  valeurs  de  ces  variables,  pourvu  qu'elles  appar- 
tiennent à  ces  dohiaines,  le  rayon  de  convergence  de  la  série 
entière  est  au  moins  égal  à  R. 
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On  sait  que  celte  proposition  joue  un  rôle  important  dans  la 
théorie  analytique  des  équations  différentielles. 

9.  Considérons  encore  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre 

dont  le  second  membre /(j:,^,  X)  est  une  fonction  holomorphc  des 
trois  variables  x,  y^  X,  lorsque  les  variables  x  eH  y  restent  respec- 
tivement dans  le  voisinage  d'un  système  de  valeurs  Xo^y^^  tandis 
que  le  paramètre  X  décrit  un  certain  domaine  CD^-  On  peut  regarder 
Téquation  (i8)  comme  une  équation  aux  dérivées  partielles  entre 
les  deux  variables  indépendantes  ^  et  X  et  la  fonction  y.  D'après 
le  théorème  général  démontré  au  n°  4,  l'intégrale  de  cette  équa^ 
tion  qui,  pour  x=^x^^  prend  la  valeur  y^y  est  une  fonction 
holomorphe  de  x  et  de  X,  lorsque  la  variable  X  décrit  un 
domaine  quelconque  cô'x,  intérieur  à  (Ox,  pourvu  que  le  mo^ 
dule\x  —  j^o  I  reste  inférieur  à  un  nombre  positif  assez  petit. 
Celte  proposition  (*),  qui  pourrait  évidemment  être  généralisée, 
est  utile  pour  établir  certains  théorèmes  d'existence,  comme  nous 
allons  le  montrer  par  un  exemple. 

10.  Soit 

(19)   5  =  F(^,^,  5,/?,  ^,  r, /)=aa7-i-p^-hY-sH-ai/>-l-  Pi^-har-h6^-h... 

une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  dont  le  second 
membre  est  une  fonction  holomorphe  des  variables  x^y^z^p^  q^  r,  t^ 
dans  le  voisinage  des  valeurs 

s'annulant  pour  ces  valeurs.  Proposons-nous  de  déterminer  une 
intégrale  de  celte  équation,  holomorphe  dans  le  domaine  des  va- 
leurs a:=^  =  o,  et  s'annulant  identiquement,  quand  l'une  des 
variables  x  oxx  y  prend  la  valeur  zéro.  Si  l'on  suppose  cette  înté- 


(*)  On  remarquera  que  ce  théorème  est  trt*s  différent  du  théorème  cité  plus 
haut  de  M.  Poincaré. 
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grale  développée  en  série  entière,  tous  les  termes  sont  divisibles 
par  xy.  Pour  calculer  les  coefficients  de  cette  série,  il  suffit  de 
pouvoir  exprimer  toutes  les  dérivées  partielles  de  la  fonction 
inconnue 

au  moyen  des  dérivées  partielles  prises  par  rapport  à  la  variable  x 
seule,  ou  à  la  variable  y  seule.  Si  les  coefficients  a  et  &  de  r  et 
de  t  dans  le  second  membre  soot  quelconques,  ce  calcul  ne  peut 
se  faire  par  des  additions  et  des  multiplications  seulement.  Par 
exemple,  pour  calculer  les  deux  dérivées  du  troisième  ordre 

àx*  ùy  àx  dy^ 

on  a  à  résoudre  deux  équations  linéaires 


àx*  Oy  dx  dy* 


=  F„ 


Ox^ây  dxây*'^     *' 

les  seconds  membres  s'exprimant  au  moyen  de  x^y^  ^yfi  Çj  '*?  ^ 
et  des  dérivées  -r-^y  j-^'  Si  l'on  suppose  qu'aucun  des  coef- 
ficients a,  b  n'est  égal  à  zéro,  on  voit  que  (^^)^  et  (jj^)^ 

ne  s'expriment  pas  au  moyen  des  coefficients  de  F  par  les  seules 
opérations  d'addition  et  de  multiplication,  et  Ton  ne  peut  appliquer 
sans  précaution  les  méthodes  habituelles  du  calcul  des  limites. 

Pour  éviter  cette  difficulté,  introduisons  dans  l'équation  (19)  un 
paramètre  variable  X,  en  remplaçant  les  coefficients  a  et  6  de  r  et 
de  /  par  a\  et  b\  respectivement,  et  considérons  Téquation  auxi- 
liaire 

qui  ne  diffère  de  l'équation  proposée  (19)  qu'en  ce  qu'on  a  rem- 
placé apar  aXet  b  par  6X.  Si  l'on  regarde  maintenant  j:,^,X  comme 
trois  variables  indépendantes,  on  peut  se  proposer  de  déterminer 
une  intégrale  de  celle  équation,  holomorphe  daus  le  voisinage  des 
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valeurs  a:=:y  =  X=  o,  el  s*annulant  identiquement  quand  l*uoe 
des  variables  x  ou  jr  &  la  valeur  zéro.  Pour  cela,  on  commence  par 
former  une  série  entière  en  x,yj  X 

(21)  ^c^^r^^'y^^'f^ 

satisfaisant  formellement  à  Téqualion  (20),  et  ne  contenant  aucun 
terme  indépendant  de  x  ou  de  j)',  de  façon  que  tous  les  coef- 
ficients Copy,  Caoy  soient  nuls.  Pour  monlrer  que  cela  est  possible, 
imaginons  cette  série  (^.1)  ordonnée  suivant  les  puissances  entières 
deX;  elle  s'écrit 

(21  bis)  z  =  Zii-\-  X;5iV  X'^j  -+-. .  .-hX«^«  h-.  . ., 

5o,  5|,  . . .,  Zny  . . .  étant  des  séries  entières  en  x  et  j^,  dont  tous  les 
termes  sont  divisibles  par  ^j^.  Si  Ton  substitue  celle  série  à  la  place 
de  z  dans  les  deux  membres  de  Téquation  (20),  et  qu'on  identifie 
les  coefficients  des  mêmes  puissances  deX  dans  les  deux  membres, 
on  a  pour  déterminer  z^  Téquation 

ô^Sq    ^      /  âzo     dZ(^     d^Zg     d^Zn\  d^Zp        ,  d^z» 

dont  le  second  membre  ne  renferme  aucun  terme  du  premier  degré 

en  -^-^  ou  -T-^',  on  sait  que  cette  équation  admet  une  intégrale  holo- 

morpbe  dans  le  domaine  du  point  x  =  o,  ^  ==  o,  s'annulanl  quand 
l'une  des  variables  x  on  y  a  la  valeur  zéro,  el  tous  les  coefficients 
de  la  séiie  qui  représentent  Zq  se  déduisent  des  coefficients  de  F 
par  des  additions  et  des  multiplications  seulement.  D'une  façon 
générale,  en  égalant  les  coefficients  de  X"  dans  les  deux  membres, 
on  a  pour  déterminer  z»  une  équation  de  la  forme 

à^Zn  l  .       àZn  d'^Zn 


OxOy 


(  dz„  à''Zn\ 


ne  renfermant  aucun  terme  en  V-^>  -r^"  Eo  raisonnant  de  proche 

en  proche,  on  voit  donc  que  Von  peut  former  un  déi'cloppenient 
en  série  entière  y  de  ta  forme  (21  bis)  ou  (21),  satisfaisant  for- 
mellement à  V équation  (20)  et  dont  tous  les  coefjicients  se  dé- 
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duisent  des  coefficients  de  la  fonction  F(a7,  j^,  5,  /?,  q^  /*,  t)  par 
les  seules  opérations  d^ addition  et  de  multiplication. 

Cela  posé,  remarquons  qu'on  passe  de  l'équalion  (20)  à  Téqua- 
lion  (19)  en  donnant  au  paramètre  X  la  valeur  )s  =  i .  On  pourra 
donc  affirmer  l'existence  d'une  intégrale  de  Téquation  (19)  satis- 
faisant aux  conditions  énoncées  si  Ton  peut  trouver  deux  nombres 
positifs  quelconques  tj  et  r/,  et  un  nombre  positif  [Jl>i  ,  tel  que  la 
série  entière  (21)  soit  convergente  lorsque  Ton  a 

I^K^i,      I7KV,      UKf^. 

Alors  en  eflet  la  série  (21),  où  Ton  fait  X  =  i,  est  convergente 
pourvu  que  Ton  ait  |a7|<;vi,  |^|<tQi,  et  représente  dans  ce 
domaine  une  fonction  holomorphe  des  variables  x  eiy  qui  satisfait 
à  Téquation  (19)  et  qui  s'annule  quand  l'une  des  variables  x  el  y 
prend  la  valeur  zéro. 

H.  Pour  trouver  une  limite  du  domaine  de  convergence  de  la 
série  (21),  nous  pouvons  maintenant  nous  servir  de  fonctions  ma- 
jorantes, puisque  les  coefficients  de  cette  série  se  déduisent  des 
coefficients  de  F  par  les  seules  opérations  d'addition  et  de  multi- 
plication. 

Soit  A=|rt|,  B  =  |6j;  nous  pouvons  prendre  pour  fonction 
majorante  de  Y^x^y,  5,  ^p^q,  r,  t)  une  expression  de  la  forme 

M,  p,  p,  etR  étaot  des  nombres  positifs;  la  fonclion 


"  M( 


I  h       l   ]/       z-hp-i-(j\/        r-ht\ 

y — -p-A' — fr^j('--R-) 


où  h  et  /  sont  deux  nombres  positifs  inférieurs  à  Tunilé,  est  a  for^ 
tiori  majorante  pour  F.  Si  donc  nous  cherchons  un  développement 
en  série  entière  de  la  forme 
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dont  lous  les  termes  contiennent  xy  en  facteur,  et  satisfaisant  for- 
mellement à  l'équation 

(^)   ,=  - ^— ï ._M(n.îii)  +  X(Ar  +  B<), 

(-^)(-'-^)(-t) 

tous  les  coefficients  de  ce  nouveau  développement  seront  des 
nombres  réels  et  positifs  supérieurs  aux  modules  des  coefficients 
correspondants  de  la  série  (21) 

ICapY^Cipy. 

Si  donc  la  série  (22)  est  convergente  dans  un  certain  domaine, 
il  en  est  de  même  de  la  série  (21). 

Il  existe  une  infinité  de  séries  de  la  forme  (22)  satisfaisant  for- 
mellement à  l'équation  (23),  et  lous  les  coefficients  C^py  ^^  ^^* 
duisent  par  les  seules  opérations  d'addition  et  de  multiplication 
des  coefficients  Co^y  et  C^oy  La  série  (22)  s'obtient  précisément 
en  supposant  que  l'on  a 

CoPy  =  <>ï        G«oY  =  o, 

quels  que  soient  a,  ^,  y.  Si,  parmi  tous  les  développements  de 
cette  forme  qui  satisfont  formellement  à  l'équation  (28),  il  en 
existe  un  dont  tous  les  coefficients  sont  des  nombres  positifs,  qui 
soit  convergent  dans  un  certain  domaine,  on  pourra  affirmer  que 
la  série  (22),  et  par  suite  la  série  (2 1),  est  convergente  dans  le  même 
domaine. 

Cela  posé,  cherchons  à  satisfaire  à  l'équation  (28)  en  prenant 

pour  z  une  fonction  des  deux  variables  w  =  y-  +  ^,  et  X, 

on  aura 

''=^,^'('0,        *=yr/^"^"^^        '=^?''('0i 
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et  l'équation  (28)  devient 

[r,-\(»-.-l)]^<»)[-^(5=-i)] 

=  M  ï^ (^  +  f.)'-H  ITLi*,  <?(«),  <?'(«)] 
en  posant 


V  = 


M 


{-ï)[-t-f.{i-i)] 


M. 


Voyons  d'abord  dans   quel  cas  on  peut  déterminer  les  deun 
nombres  positifs  h  et  /  de  iaçon  que  Ton  ait 


(^4) 
ou 


I         /A        B\  ^ 


A/>A/«4-BA«. 
Il  faut  d'abord  pour  cela  que  le  trinôme 
A/«— A/^-B/^« 
ait  ses  racines  réelles,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

(25)  i-4AB>o. 

Si  cette  condition  est  satisfaite,  il  suffira  de  prendre  pour  hei  l 
deux  nombres  positifs  inférieurs  à  l'unité,  de  façon  que  le  rap- 
port 7  soit  compris  entre  les  deux  racines  du  trinôme,  ce  qui  est 
évidemment  possible.  Les  nombres  h  et  l  étant  choisis  de  cette 
façon,  posons 

A      £  -  1  JL 
A«  ■*■  /«  ""  Xi  hl' 

X|  étant  un  nombre  positif  supérieur  à  un;  l'équation  précédente 
peut  encore  s'écrire 

(26)  jJj(i--^)?>)  =  f»(c*)jll4.K(i-^)JH-V[w,9(a),ç'(«)], 
H  et  K  étant  des  nombres  positifs,  ou 


(26')  ^'(u)  =  hif*{u) 


A 


W\u.<f(u),f'(u)] 
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Cette  équation  ('2&)  admet  une  intégrale  s'annulanl  ainsi  que 
ses  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre,  pour  u  =  o,  et,  si  l'on 
développe  cette  intégrale  suivant  les  puissances  de  u  et  de  X,  on 
obtient,  en  identifiant  les  deux  membres,  des  coefficients  tous 
positifs.  En  remplaçant  dans  le  développement  ainsi  obtenu  u 
par  j  -4-  Y*  on  obtient  un  développement  en  série  de  la  forme  (22), 
satisfaisant  formellement  à  Téquation  (28)  et  dont  tous  les  coef- 
ficients sont  positifs. 

Il  nous  reste  k  montrer  que  ce  développement  est  convergent 
dans  un  domaine  défini  par  des  inégalités  telles  que 

\^\<rn  \y\<<,  |X|<|JL, 

Tj  et  r/  étant  deux  nombres  positifs,  et  [jl  un  nombre  positif  supé- 
rieur à  un.  Or  il  suffit  pour  cela  de  prouver  que  l'intégrale  de 
l'équation  (26),  qui  est  nulle  ainsi  que  ses  deux  premières  dérivées 
pour  u  =  o,  est  une  fonction  bolomorpbe  de  X  et  de  u,  lorsque  le 
module  de  X  reste  inférieur  à  un  nombre  jx  supérieur  à  un,  pourvu 
que  le  module  de  la  variable  u  soit  plus  petit  qu'un  nombre  positif 
convenable. 

Pour  démontrer  ce  dernier  point,  nous  remarquerons  que 
Féquation  (26')  résolue  par  rapport  à  o^(  m)  nous  donne  pour  f*(w) 
une  expression 

ç'(M)  =  T[a,X,  <p(w),  <p'(a)], 

qui  est  holomorplie  lorsque  le  module  de  X  reste  inférieur  à  un 
nombre  positif  quelconque  X2<X|,  pourvu  que  les  modules 
de  u,  »(m),  ®'('')  restent  eux-mêmes  plus  petits  qu'un  nombre 
positif  assez  petit.  D'après  le  théorème  du  n®  9,  qui  s'étend  évi- 
demment à  une  équation  du  second  ordre,  l'intégrale  de  l'équa- 
tion (26)  satisfaisant  aux  conditions  initiales  est  une  fonction  holo- 
niorphe  de  X  et  de  w,  pourvu  que  Ton  ait  |  X  |  <I  [i.<^X2,  |  «  |  <  t^> 
7^  étant  un  nombre  positif,  et  [x  un  nombre  positif  quelconque 
inférieur  a  Xj.  Mais  Xj  étant  supérieur  à  un,  on  peut  prendre 
pour  X2  et  par  suite  pour  [x  des  nombres  plus  grands  que  l'unité. 
La  proposition  est  donc  établie. 

La  condition  (20)  est  identique  à  la  condition  obtenue  par 
M.  Riquier  {Comptes  rendus,  12  janvier  igoS,  Annales  de 
r  Ecole  Normale  supérieure  ^  1904)  par  une  méthode  toute  diffé- 
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rente.  Il  est  clair  d'ailleurs  que  le  procédé  emploj^é  ici  est  suscep- 
tible de  nombreuses  généralisations» 

Celle  condition  4  AB  <  i  est  seulement  une  condition  suffisante 
pour  qu^on  puisse  affirmer  Texislence  d'une  intégrale  de  l'équa- 
tion (19)  satisfaisant  aux  conditions  initiales  données,  mais  rien 
ne  prouve  qu'elle  soit  nécessaire.  C'est  ce  qui  a  lieu  en  particulier 
pour  les  équations  linéaires  en  r,  5,  /,  comme  je  l'ai  montré  dans 
un  Mémoire  antérieur  [Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Toulouse^  7."  série,  t.  V,  p.  4^5-436). 

12.  On  est  conduit  à  la  question  qui  fait  l'objet  des  paragraphes 
précédents  quand  on  cherche  à  déterminer  une  surface  intégrale 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  passant  par 
deux  courbes  données  F,  F',  ayant  un  point  commun  O  sans  être 
tangentes  en  ce  point.  Si  Fon  suppose  que  l'on  effectue  d'abord 
une  transformation  ponctuelle  de  façon  à  remplacer  les  courbes 
données  F,  V  par  les  deux  axes  de  coordonnées  0^7,  O/,  la  question 
revient  à  déterminer  une  intégrale  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles 

(a7)  F(a-,  y,  z,  p,  q,  r,  /,  5)  =  o, 

se  réduisant  à  zéro  quand  l'une  des  variables  j?  ou  y  a  la  valeur 
zéro.  Soit^o  ""6  racine  simple  de  l'équation 

F(o,  o,  o,  o,  o,  o,  o,  j)  =  o; 

la  racine  de  l'équation  (27)  qui  tend  vers  s^  lorsque  x^y,  z,  /?,  y,  r,  t 
tendent  respectivement  vers  zéro  est  représentée  par  un  dévelop- 
pement en  série 

*  =  5o  -h .  .  . 

dont  le  terme  constant  est  5o  ;  il  suffit  de  poser  z  =  s^xy  -+-  ;;'  pour 
être  ramené  à  une  équation  de  la  forme  (19)  avec  les  mêmes  con- 
ditions initiales. 

Lorsque  les  coefficients  de  Féquation  sont  réels,  les  directions 
caractéristiques  de  l'élément  initial  sont  fournies  par  Féquation 
du  second  degré 

—  a  dy^  —  dy  dx  —  h  dx^  =  o, 
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et  ces  directions  sont  réelles  pourvu  que  Ton  ait 

(28)  «*<J- 

Cette  condition  est  identique  à  ]a  condition  (aS)  lorsque  a  et  6 
sont  de  même  signe;  si  a  et  6  sont  de  signes  contraires,  la  con- 
dition (28)  est  vérifiée  d'elle-même,  tandis  que  la  condition  (26) 
ne  Test  pas  forcément. 

En  résumé,  lorsque  la  condition  (20)  est  satisfaite  et  les  coef- 
ficients réels,  les  directions  caractéristiques  issues  de  l'origine  sont 
réelles,  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie. 


NOTE  AU  SUJET  DU  FROTTEMENT  DE  GLISSEMENT; 
Par  M.  le  Comte  de  Sparre. 

Bien  que  j^aie  déjà  eu  occasion  d*aborder  plusieurs  fois  ce  sujet 
et,  en  dernier  lieu,  dans  la  Note  sur  le  valet  de  menuisier,  que 
j'ai  publiée  dernièrement  dans  le  Bulletin,  je  crois  qu'il  ne  sera 
pas  sans  intérêt  d'y  revenir  de  nouveau,  d'autant  plus  que  M.  Pain- 
levé,  postérieurement  à  la  rédaction  de  la  Note  dont  je  viens  de 
parler,  a  fait,  à  l'Académie  des  Sciences,  deux  Communications 
sur  ce  sujet,  le  21  août  et  le  20  octobre  de  l'année  dernière. 

Je  rappelle  que  l'on  a  toujours  admis  que  si  deux  corps,  qui 
d'abord  n'avaient  aucune  tendance  à  se  déplacer  l'un  par  rapport 
à  l'autre,  tendent  ensuite  à  prendre  un  mouvement  relatif,  le  coef- 
ficient de  frottement  croît  de  zéro  à  sa  valeur /",  relative  au  mou- 
vement, à  moins  qu'il  ne  se  trouve  une  valeur  /"'  de  ce  coefficient 
plus  petite  que/",  pour  laquelle  la  force  de  frottement  fait  équilibre 
à  la  composante  tangentielle  des  forces  qui  sollicitent  le  corps, 
auquel  cas  le  glissement  ne  se  produit  pas. 

M.  Lecornu  admet,  d'une  façon  semblable,  que  lorsque  deux 
corps  en  mouvement,  l'un  par  rapport  à  l'autre,  sont  mis  en  con- 
tact, le  coefficient  de  frottement  croit  très  rapidement  de  zéro  à  sa 
valeur  /  pour  le  mouvement,  à  moins  qu'il  ne  se  trouve  une 
valeur /"'<;/' qui  rende  les  réactions  infinies,  auquel  cas  il  se  pro- 
duit une  percussion. 
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M.  Paînlevé  n'admet  pas  celte  manière  de  voir  et  il  dit,  dans  sa 
Communication  du  20  octobre  :  «  L'assimilation  aux  lois  du  frotte- 
ment au  repos  n'est  pas  sérieuse  et  Thypothèse,  d'après  laquelle 

^  (*)  partirait  d'une  valeur  supérieure  à /me  paraît  aussi  vraisem- 

p 
blable  que  l'hypothèse  d'après  laquelle  ^  part  de  zéro.  » 

Je  crois  que  M.  Paînlevé  n'a  pu  formuler  cette  opinion  que 
parce  qu'il  n'a  pas  tenu  suffisamment  compte  de  la  cause  à  laquelle 
on  attribue  le  frottement. 

Pour  le  faire  voir,  je  citerai  un  passage  du  Traité  de  Mécanique 
générale  de  Resal  (*)  :  «  Il  résulte  de  la  déformation  des  corps  en 
contact  que  la  résultante  des  actions  mutuelles,  de  la  part  de  l'un 
sur  l'autre,  n'est  pas  normale  à  leur  surface,  ou  qu'elle  est  la  résul- 
tante d'une  composante  normale  et  d'une  composante  tangen- 
tielle.  » 

Cette  citation  montre  que,  à  l'époque  où  Resal  écrivit  ces  lignes, 
on  attribuait  la  force  de  frottement  F  à  la  déformation  des  corps 
en  contact. 

Cette  force  de  frottement  ne  se  manifestera  par  suite  que  lorsque 
la  déformation  se  sera  déjà  produite.  Il  j  aura  donc  une  première 
période,  au  moment  où  les  deux  corps  sont  mis  en  contact,  pen- 
dant laquelle  leur  compression  réciproque  produira  la  déforma- 
tion des  parties  en  contact,  période  pendant  laquelle  la  force  de 
frottement,  d*abord  nulle,  tant  qu'il  n  y  a  pas  de  déformation 
appréciable,  reste  plus  petite  qu'elle  ne  le  sera  lorsque  la  défor- 
mation aura  acquis  sa  valeur  définitive. 

En  un  mot,  l'hypothèse  de  M.  Lecornu,  que  le  coefficient  de 
frottement  part  de  zéro  lorsque  deux  corps  en  mouvement  l'un 
par  rapport  à  l'autre  sont  mis  en  contact,  revient  simplement  à 
admettre  que  l'effet  ne  peut  précéder  la  cause,  ce  qui  paraît 
assez  rationnel. 

On  doit  remarquer  aussi  que,  pour  la  même  raison,  si  à  un  mo- 
ment donné  la  composante  normale  de  la  pression  mutuelle  de 
deux  corps  subit   une  augmentation   brusque,  le   coefficient  de 

(*)  F  désignant  la  composante  tangentielle  et  N  la  composante  normale  de  la 
réaction. 
(»)  Tome  II,  p.  2  (public  en  1874). 
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froltcmeni  commencera  par  décroître  d'une  façon  plus  ou  moins 

F 
considérable,  puisque,  dans  le  rapport  -^f  la  composante  nor- 
male N  a  augmenté,  tandis  que  la  force  de  frottement  F,  résultat 
de  la  déformation  mutuelle  des  deux  corps,  ne  prendra  son  aug- 
mentation correspondante  que  lorsque  Taccroissement  de  défor- 
mation (qui  ne  suit  pas  d'une  façon  instantanée  l'augmentation 
de  N)  se  sera  lui-même  produit. 

Il  résulte  aussi  de  là  que,  si  deux  corps  ont  un  simple  contact 
géométrique,  la  force  de  frottement  est  nulle,  puis(|u'il  n'y  a 
aucune  déformation  des  parties  en  contact;  c'est  là  d'ailleurs  un 
fait  qui  a  toujours  été  admis  dans  les  questions  de  frottement. 

Ceci  dit,  je  reviens  aux  exemples  donnés  par  M.  Painlevé  dans 
ses  dernières  Communications.  Soit  d'abord  l'exemple  de  M.  Chau- 
mat  cité  dans  la  Communication  du  21  août,  qui  a  traita  l'indéter- 
mination. Une  roue  homogène  pesante  glisse  avec  frottement  (dans 
un  plan  vertical)  sur  une  droite  ùxe  horizontale  Ox  et  glisse  sans 
frottement  sur  une  deuxième  droite  descendante  0$,  elle  peut  se 
soulever  au-dessus  de  0$  et  descendre  au-dessous  de  Ox.  Soient/ 
le  coefficient  de  frottement  de  la  roue  sur  O^,  a  l'angle  xO^,  r  le 
rayon  de  la  roue;  nous  supposons  tanga<l/. 


On  peut  supposer  d'abord  que,  la  roue  reposant  sur  05,  on 
Tamèneà  avoir  en  Bavec  Ox  un  simple  contact  géométrique;  dans 
ce  cas,  si  l'on  abandonne  ensuite  la  roue  à  elle-même,  en  lui  appli- 
quant un  couple  N  de  sens  xOl,  le  contact  en  B  élant  un  simple 
contact  géométrique,  il  n')'  a  pas  de  frottement  en  B  à  l'instant  initial 
et  le  mouvement  se  fait,  par  suite,  comme  si  la  droite  Ox  n'existait 
pas,  puisque  le  déplacement  subséquent  éloigne  la  roue  de  Ox. 


Digitized  by 


Google 


— 111  - 

11  est  à  remarquer,  dViUeurs,  que  l'on  arrive  absolument  au 
même  résultat  et  sans  la  moindre  ambiguïté  également,  si. Ton 
suppose  qu'on  ait  produit  un  serrage  préalable  de  la  roue  entre  Ox 
et  O^,  au  moyen  d'une  force  h  appliquée  au  centre  c  de  la  roue 
et  faisant  un  angle  X  avec  l'horizon. 

Supposons  que,  après  avoir  produit  le  serrage  au  moyen  de  la 
force  A,  on  applique  le  couple  N  en  maintenant  la  force  A. 

Soient  P  la  réaction  de  O^  en  A,  P'  la  composante  normale  de  la 
réaction  de  Ox  en  B,  la  composante  tangentielle  étant  P'/,  si  le 
mouvement  se  produit  et  P/'  avec  /'<C/si  le  mouvement  ne  se 
produit  pas. 

Il  est  facile  de  voir  que  c'est  toujours  ce  dernier  cas  qui  aura 
lieu  ;  en  effet,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  on  a  les  conditions 

Psina  — F/'- AcosX  =  o    {»), 
m^H- P'— F  cosa  —  AsinX  =  o, 
py>_N  =  o, 

On  tire  de  là 

p  _  A(cosX  -t-  f  sinX)  --  mgf 
^  ^  cosa(tanga— /')         ' 

,cos(X  — a) 

^^^  ^  =  tangct-./- ' 

■  N 

-tanga 

(3)  /'  = 


N        .  C05(X  —  a) 

\-  h —  mg^  tanga 

r  cosa  °        ^ 


d'où  l'on  déduit 

cos(X~a)       ^^,^„„^ 

(4)  tanga-/^^  cos(X-^a) ^*"^«- 

r  cosa  °       ® 

D'ailleurs,  puisque  nous,  supposons  qu'il  y  a  serrage  initial 
(avant  qu'on  ait  appliqué  le  couple  N)^  P'  doit  être  positif  pour 
/'==  o,  ce  qui  exige 

(5)  h '——-^  -  /»^  tanga  >  o 


(*)  m  étant  )a  masse  de  la  roae  et  r  son  rayon. 
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et,  cette  condition  étant  remplie  (4)9  fait  voir  que  Ton  a 

/'<tanga</, 

le  mouvement  ne  se  produit  donc  pas,  quelque  grand  que  soit  N* 
De  plus,  la  condition  (5)  peut  s'écrire 

h  cosX  —  ( mg  —  A  sin  X )  tangoc  >  o 

et,  comme 

/'<tang!X, 

on  en  conclut 

AcosX  —  {mg  —  A8inX)/'>  o, 

ce  qui  fait  voir  que  P  est  toujours  positif. 

Si  maintenant  on  fait  décroître  h^  P'  décroîtra  et  il  deviendra 

nul  pour  la  valeur 

,         mgs\T\% 
cos(A  —  a) 

valeur  pour  laquelle  P  est  encore  positif;  car  on  a,  pour  cette 
valeur, 

A(cosX-h/'sinX)-m^/'=  .--^--^^— —(tanga  —  /')  >  o. 

Donc,  à  ce  moment,  la  pression  en  B  deviendra  nulle  et,  par 
suite,  le  frottement  disparaîtra. 

Le  mouvement  se  fera  donc  à  partir  de  cet  instant,  comme  si  O  j; 
n'existait  pas;  cVst,  en  particulier,  ce  qui  arrivera  lorsque  h 
devenant  nul  on  sera  ramené  au  problème  de  M.  Chaumat. 

On  voit  que,  même  avec  un  serrage  initial,  aussi  bien  que  lors- 
qu'il n'y  en  a  pas,  la  théorie  classique  du  frottement  permet 
de  résoudre  le  problème  sans  aucune  ambiguïté  et  sans  qu'il  soit 
nécessaire  d'ajouter  quoi  que  ce  soit  à  cette  théorie. 

Considérons  maintenant  Tautre  problème  envisagé  par  M.  Pain- 
levé  dans  sa  Communication  du  21  août  : 

Une  tige  rigide  AB  a  son  extrémité  qui  glisse  avec  frottement 
(dans  un  plan  vertical)  sur  une  droite  fixe  O^r,  en  supposant  le 
point  A  compris  entre  deux  lignes  infiniment  rapprochées  Ox  et 
0\X\^  de  façon  que,  lorsqu'il  touche  l'une  de  ces  lignes,  il  ne 
touche  pas  l'autre,  mais  en  est  infiniment  rapproché. 

Je  suppose,  de  plus,  que  les  forces  se  réduisent  à  la  pesanteur 
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et  à  deux  forces  horizontales  :  Tune  X  appliquée  au  centre  de  gra- 
vité G  et  Tautre  h  appliquée  en  A. 

Soient  m  la  masse  de  la  tige,  mk^  son  moment  d^ineriie  par 
rapport  au  centre  de  gravité,  /  la  distance  AGj  9  l*aijgfe  de  AH 
avec  Ox,  Ra;  et  R^  les  composantes  de  la  réaction  en  A.  Les  équa- 
tions du  mouvement  par  rapport  au  centre  de  gravité  donneront, 
en  désignant  par  Xi  et  y^  les  coordonnées  de  ce  point, 


(I) 


mA:»^-^   =  /[(Rx-h  A)sine  — R^cosOj; 

d*ailleurs,  comme 

a;t=  a:-h /cosB,        ^t=/sin6, 

les  deux  premières  équations  précédentes  deviennent  (*) 


(2) 


a^— /e'sine— /e'«cose=  ^ 

m 

/e'cose-/e'«sine  =  ^ 

m 


Fig.  a. 


*sr 


Si  alors  on  remplace  dans  la  dernière  des  équations  (i)  R^  et  B^ 
par  leur  valeur  déduite  de  (a),  on  aura 


(3) 


V  0"  =  ar'  sine  —  l^" -^^  g  cosO sinO. 


(  '  )  En  écrivant,  pour  simplifier  récriture,  j?  ,  6  ,  6   à  la  place  de  --î^t'  7:'  rfï=" 
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Posons  mainleoaDl 

(4) 

on  aura 

('), 


X 

(5)  2ii/ô'=  ar'sinOH- ^^cosS sin6. 

Si  l'on  remplace  alors  0''  par  sa  valeur  déduite  de  (S),  dans  les 
équations  (2),  nous  aurons 


(6) 


lof ]cos0sin6-i-^cos«6  — 2ji/6'«sin6=     ^    ^  -h  ^ji^'. 


(8) 


Si  Ton  pose  alors 

(7)  '  Rx  =  -e/'R,. 

on  déduira  des  équations  (6) 

\ih 
Y        '^^ h^[sin6co86H-  t/'(a|i--cos*6)]  -h  2fi/6'*(cos6H-t/'sin6) 

g  A  /Il 

""  m  2  fi  —  sin«  6  -t-  s/'  sin  6  cosO  ' 

-,  —  sine  cosO  —  (-2 u  —  1)  r ^^  -h  /O't  sin  6) 

m   ""  2ji  —  sin«6-+- e/' sin6  cosO 

Le  signe  de  e  devant  être  choisi  de  façon  que 
(9)  cx'R^>o, 

condition  qui,  si  x'^=i  o,  doit  être  remplacée  par  la  suivante 

(9')  %3f^y>0. 

Si  l'on  fait 

X  =  o,        l^  =  1 1        -il  =^  r, 

on  retombe  sur  le  problème  que  j'avais  examiné  dans  ma  Commu- 
nication du  3i  juillet,  et  si  l'on  fait,  au  lieu  de  cela,  A  =  o  sur 


(  '  )  Comme  A'^  r,  on  aura 


-.u<.' 
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celui  envisagé  par  M.  Painlevé  daos  sa  Communication  du  21  août. 
On  voit  que  ces  problèmes  sont  complètement  différenls  et  que 
l'on  ne  saurait,  comme  le  fait  M.  Painlevé,  comparer  leurs  discus* 
sionsy  d'autant  plus  que  les  conclusions  en  sont,  dans  certains  cas, 
absolument  contradictoires.  Ainsi,  dans  le  problème  de  M.  Pain- 
levé, il  peut  y  avoir,  comme  nous  le  verrons,  arc-boutement,  pour 
le  mouvement  à  partir  du  repos,  tandis  que  ce  cas  ne  peut  jamais 
se  présenter  pour  le  problème  que  j'ai  considéré  (*). 

Pour  en  revenir  au  problème  envisagé  par  M.  Painlevé,  dans  sa 
Communication  du  21  août,  il  insiste  sur  le  cas  où  le  système  part 
du  repos. 

Nous  supposons  toujours 

o<e<-.       />  sinecose  ' 

Puisque  le  système  part  du  repos,  /'  croît  à  partir  de  zéro.  Or, 
poury'=  o,  les  formules  (8),  où  l'on  doit  faire  A  =  0,  donnent,  si 
X  >>  o,  af^  o,  R^.<C  o  et  Ton  doit  prendre  e  =  —  i ,  mais  alors  ûi? 
devient  nul  pour 

X 

—  (aa  —  sin*6)-+- fi'sinOcosO  .   ,^ 

^"^      -^^X.,       „ -<    sVnOcosO    </<')' 

—  sin6  cosO  H-  £'(2a—  cos'8) 

on  voit  donc  que,  quelque  grand  que  soit  X,  du  moment  qu'il  est 
positif,  il  y  a  un  seul  mouvement  possible,  celui  où  A  est  fixe. 
Dans  ce  cas,  d'ailleurs,  R^<!o  et  le  point  A  presse  sur  le  guide 
inférieur  ('). 


(*)  M.  Painlevé  D*avait  donc  pas  besoin  de  dire  que  je  me  trompais  si  je  croyais 
avoir  ajouté  quoi  que  ce  soit  à  la  discussion  d'un  problème  que  je  n*ai  put  traité. 
(*)  On  a,  en  effet, 

X 

—  (au  — sin*Ô)-h  FsinO  COS0  .  ,,. 

X    .    -        ft  ,  ,A^  sin6cos6 

—  sin  6  cos  6  -f-  F  (2  u  —  cos'  6  ) 

_  3[Xg-(2[X  — l) 


sinO  cosô    —  sinOcosO  -\-  g^'^^  —  cos'6) 

(')  On  voit  que  le  seul  mouvement  acceptable  est  difTérent  des  trois  indiqués 
comme  possibles  par  M.  Painlevé  dans  sa  Communication  du  21  août. 
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Ce  qui  précède  fait  d^ailleurs  voir,  comme  je  l'ai  dit,  que  le  pro- 
blème de  M.  Painlevé,  où  h  =  o,  est  absolument  différent  de  celui 
que  j*avais  examiné  dans  ma  Communication  du  3 1  juillet,  puisque 
dans  le  mien  il  n'y  avait  jamais  arc-boutement  et  que,  dans  celui 
de  M.  Painlevé,  il  y  a  arc-boutement  dès  que  X  >•  o. 

Supposons  maintenant  X  négatif  et  posons 

X=— Xi. 

nous  aurons,  en  prenant  toujours 

A  =  e;  =  o, 


m 


sinO  cos6  h-  t/'(iyi  —  cos'6) 
a|JL  —  sin*0 -f- e/' sinô  cosO 


Ry  au  —  i 

m  2|Ji  —  sin*0 -h  e/' sinO  cosO 


On  est  alors  conduit  à  distinguer  deux  cas  : 


,o                                    X,  _     X 

mg         mg 

^    sinOcosO 
îfx  — sin*6' 

Dans  ce  cas,  pour/'=  o,  on  a 

x'  >  o,        Rj  <  o 

et  il  faut  prendre 

t  =  — 1, 

alors  ûd^  deviendra  nul  pour 

^sinScosô î^(!2|i  — sin«8) 

^(ajx  —  cos'6)  —  —  sinO  cos 


</• 


Donc,  dans  ce  cas,  il  j  a  un  seul  mouvement  possible,  celui 
où  A  reste  fixe  et  presse  sur  le  guide  inférieur  ('), 


a" 


11 

mg 


mg 


> 


sin6  cosO 
•2|i  —  sin^b 


(•)  On  a,  en  effet, 

car, 

2JI.  —  sin*6  —  /'  sinO  cos6  ; 


Ry<o, 


^l^gi^V-  —  ^) 


■>o, 


c'Cau.  —  cos'6) î-sinO  cos6 


puisque 


g(2|t- cos'9)  -  ^  sine  co»»  >g  ^"^  _';i„.g'  >  0. 
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Dans  ce  cas,  poiir/'r=:  o,  on  a 

il  faut  donc  prendre 

Lorsque  f  croîtra  ensuite  de  o  à  /,  R^  conserve  le  signe  — 
puisque  e  ==-+- 1,  et  le  point  A  appuie  toujours  sur  le  guide  infé- 
rieur. Ce  cas  se  subdivisera  toutefois  en  deux  : 

-      ,     ^  sînOcosO     ^   Xi     ^  sinôcosO -h/(2a  — cos'O) 

I,        (il)  I  ^    L    ^    sLJ — i Ly 

ajJL — siu'6       w^         2JJI  —  sin>Ô -+-/sin6  cos6 
dans  ce  cas  o/^  devient  nul  pour  la  valeur 

V 

-  *  (sifA  — sin*  6)  —  ^sin6cos0 

S'--- X <f  <'^> 

^(au  — cos*ô) ^8in6cos6 

donc  dans  ce  cas  le  point  A  reste  fixe. 

X|        sinB  co8  6h-/(2|jl  —  cos*6) 
mg         2fx  —  sin*6 -h/sin6  cos6 

dans  ce  cas  a/*  est  encore  négatif  pour/' =/" et,  par  suite,  le  glis- 
sement se  fait  dans  le  sens  négatif,  le  point  A  appuyant  sur  lo 
guide  inférieur. 

On  voit  que  la  théorie  classique  du  frottement  permet  de  ré- 
soudre ce  problème  dans  tous  les  cas  sans  aucune  ambiguïté,  et 
en  appliquant  cette  théorie  ainsi  qu'on  Ta  toujours  fait. 

Il  résulte  toutefois  de  la  discussion  qui  précède  que  les  conclu- 
sions de  la  discussion  du  problème  de  M.  Painlevé  donné  dans  sa 
Communication  du  21  août  (^)  sont  fausses,  puisque  dans  le  cas 
sur  lequel  il  appelle  Tattention  : 

,       a,  „  ^   /(2UL  — cos«6)  —  sinÔcosÔ 

/sin6cos6  —  2fA-i~&in*0 

(')  On  a  d'ailleurs  en  vertu  de  (11) 

X,  2JX  —  cos'6 

mg         sin6  costt 

(*)  Comptes  rendus,  p.  ^o].  ' 

XXXIV.  s. 
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il  n^y  a  qu'un  seul  mouvement  possible  et  qui  est  différent  des 
trois  indiqués  comme  possibles  par  M.  Paînlevé. 

Considérons  maintenant  le  problème  de -M.  Chaumat  condui- 
sant, suivant  M.  Painlevé,  à  une  impossibilité. 

Soient  Ox  el  Oy  deux  demi-droites  fixes  d'un  plan  vertical,  la 
première  horizontale,  l'autre  oblique,  dirigée  au-dessus  de  Oj7  et 
faisant  avec  Ox  un  angle  aigu  a.  Une  roue  homogène  pesante,  de 
masse  m,  située  dans  l'angle  xOy^  glisse  avec  frottement  sur  la 
droite  Ox,  au-dessus  de  laquelle  elle  peut  se  soulever,  et  sans 
frottement  le  long  de  la  droite  Oy,  dont  elle  peut  s'écarter  dans 
le  sens  Ox.  La  roue  est  abandonnée  à  l'instant  ^=  o,  avec  une 
vitesse  initiale  de  rotation  coo,  de  sens  xOj^,  son  centre  étant 
immobile. 

M.  Painlevé  suppose  les  conditions  initiales  réalisées  de  la  façon 

suivante  :  la  roue  est  maintenue  en  contact  géométrique  avec  Ox 

et  Oy  par  une  force  \erticale  h^mg  appliquée  en  son  centre 

qu'on  fait  ensuite  tendre  vers  zéro  d'une  façon  aussi  lente  que  l'on 

voudra. 

On  suppose 

/>  langa. 

Soit  P  la  composante  normale  de  la  réaction  de  Ox^  P'  la  réac- 
tion normale  de  Oj\ 

Fig.  3. 
P 


Tant  que  Ton  a  A  =  mg,  la  roue  ne  frottant  pas  sur  Oy  et  le 
contact  en  B  avec  Ox  étant  un  simple  contact  géométrique,  il  n'y 
a  pas  de  frottement  et  la  rotation  de  la  roue  se  continue  indéfini- 
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ffiénl;  mais,  dès  que  h  <;  mg^  quelque  faible  que  s'oit  la  diflTëfciïoe 
et  dès  que  la  roue  sera  en  plaise  avec  Oj:,  le  coefficient  de  frotte- 
ment croîtra,  non  de  zéro  à  /,  mais  de  zéro  à 

/'  =  lahga, 

valeur  pour  laqufBlle  P  deviendra  infini  et  produira  par  suite  ui>e 
percussion  qui  arrêtera  la  roue.  On  a,  en  edel,  en  négligeant  le 
Replacement  du  centre  de  la  roue, 

rsinat— iy  =  o,  • 
1*  -h  h  —  P'  cosat  —  m  g  =  o, 
d'où 

1»  ^    '^^^  —  ^*  , 

I — /'cota' 

et  p  et  par  suite  auissi  Py  deviennent  infinis  pour /*'=  tanga. 

Il  n'y  a  d'ailleurs  là  rien  que  d'absolument  rationnel,  car,  dès  que 
le  froltement  entre  en  jeu  et  si  faible  que  soit  la  pression  verticale 
de  la  roue  sur  0:r  (du  moment  qu'elle  est  suffisante  pour  mettre 
là  roue  en  prise  avec  Ox),  l'adhérence  tend  à  entraîner  la  roue  dans 
le  sens  des  x  négatifs  et  celle-ci  venant  se  coincer  entre  les  deux 
droites  Oy  et  Ox  les  pressions  de  ces  deux  droites  croissent  au 
delà  de  toutes  limites  si  l'on  suppose  la  roue  et  les  droites  incom- 
pressibles et  la  percussion  P/où  P  est  infinie  arrête  la  roue. 

On  doit  remarquer  que  la  lenteur  plus  ou  moins  grande  avec 
laquelle  on  fait  décroître  h  à  partir  de  m  g  ne  change  absolument 
rien  au  résultat  final,  et  ne  fait  pas  que  le  phénomène  ne  se  passe 
pas  toujours  dans  un  temps  très  court.  (Nous  calculerons  plus 
loin  ce  temps  en  tenant  compte  de  la  compressibilité  de  la  roue  et 
constaterons  qu'il  est  toujours  très  petit.) 

La  percussion  se  produit  dès  que,  la  roue  étant  en  prise  avec  Ox^ 
le  frottement  entre  en  jeu,  car  le  coincement  de  la  roue  entre  Ox 
et  Oy  fait  croître  P  et  P'  au  delà  de  toutes  limites  et  la  valeur  plus 
ou  moins  grande  de  la  force  mg —  h  est  alors  absolument  négli- 
g;eable  devant  P. 

Il  j^  a  là  un  phénomène  semblable  à  celui  qui  se  produirait  si 
dans  un   encliquelage  Dobo  (')  on  soulevait  très  légèrement  au 


(')   Voir,  aif  sujet  de  la  théorie  de  cet  encliqtietngb,  le  Traité  de  Mécanique  de 
Hour. 
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moyen  de  fils  les  ailes  articulées,  de  façon  quVUes  ne  puissent  être 
en  conLactaveclaroue  folle,  celle-ci  pourraitalors  tourner  dans  les 
deux  sens  sans  entraîner  Tarbre  ;  mais,  si  on  relâche  les  fils,  dès  que 
les  ailes  seront  en  prise  avec  la  circonférence  de  la  roue,  celle-ci 
entraînera  Tarbre,  ou  s^arrélera  subitement  si  celui-ci  est  fixe.  Il 
est  bien  certain  que  la  manière  plus  ou  moins  lente  avec  laquelle 
on  lâchera  les  fils  n^aura  pas  d'influence  appréciable  survie  phéno* 
mène  :  dès  que  les  ailes  sont  en  prise  avec  la  roue,  celle^i  devient 
solidaire  de  l'arbre. 

Je  crois  inutile  de  revenir  sur  le  second  problème,  pour  le  cas 
de  l'impossibilité,  car  je  devrais  reproduire,  à  peu  de  chose  près, 
ce  que  j'ai  dit  dans  ma  Communication  du  3i  juillet,  mais  il  ne 
sera  peut-être  pas  inutile  de  répondre  à  certaines  objections  pour 
ce  dernier  problème,  comme  pour  celui  de  M.  Chaumat  que  nous 
venons  d'examiner. 

Il  est  certain  que  dans  la  nature  il  n'y  a  pas  de  forces  infinies  et 
par  suite  pas  de  percussions,  mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  ce  que 
l'on  demande  à  la  Mécanique  appliquée,  dans  le  domaine  de 
laquelle  se  trouve  la  théorie  du  frottement,  c'est,  non  de  nous 
donner  la  représentation  rigoureuse  des  phénomènes,  mais  bien 
de  nous  en  fournir  une  image  assez  approchée  pour  que  nous 
puissions  nous  en  servir  pour  prévoir  les  résultats  finaux. 

Or,  s'il  n'y  a  pas  de  forces  infinies,  il  peut  dans  certains  cas  en 
intervenir  d'assez  grandes  et  dont  la  durée  d'action  est  assez 
faible,  pour  que  les  résultats  finaux  provenant  de  leur  intervention 
soient  dans  les  limites  d'approximation  dont  nous  avons  besoin, 
les  mêmes  que  si  on  les  remplaçait  par  des  percussions. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  ni  la  réaction,  ni  la  force  de  frot- 
tementne  deviennent  infinies,  mais  elles  deviennent,  pendant  une 
certaine  période  très  courte,  assez  grandes  pour  que,  si  l'on  n'a  en 
vue  que  ce  qui  se  passe  après  cette  période^  on  puisse  les  remplacer 
par  des  percussions. 

Il  est  bien  certain  d'ailleurs  que  l'introduction  d'une  percussion 
produit  une  discontinuité  dans  la  suite  des  phénomènes,  mais 
cette  discontinuité  n'existe  pas  réellement,  c'est  nous  qui  l'intro- 
duisons pour  la  facilité  de  nos  calculs. 

11  arrive  d'ailleurs  aussi  que  nous  introduisons  nous-mêmes 
dans  cei'lains  cas  des  percussions  dans   nos  problèmes,   sans   y 
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faire  allenlton,  c'est  lorsqu'il  s'agît  de  syslèmes  à  liaisons  pour 
lesquels  l'hypolbèse  de  ]a  rigidité  absolue  que  l'on  suppose  à  ces 
liaisons  exige  que  l'on  suppose  également  infinies  les  pressions  om 
tensions  qu'elles  supportent,  et  c'est  précisément  ce  qui  a  lieu 
dans  les  deux  problèmes  que  M.  Painlevé  considère  dans  sa  Com- 
munication du  2  octobre. 

Pour  le  faire  voir  nous  allons  reprendre  ces  deux  problèmes  en 
introduisant  les  forces  de  liaisons,  ce  qui  nous  ramènera  d^ail- 
leurs  à  la  seconde  explication  donnée  par  M.  Lecornu  dans  sa 
Communication  du  6  mars.  Prenons  d'abord  le  problème  de 
M.  Cliaumatque  nous  venons  d'examiner. 


Fig.  4 


Nous  supposons  que  la  roue  est  d'abord  maintenue  en  contact 
géométrique  avec  Oi  et  Ot^  par  une  force  verticale  mA=  f^^gi*) 
qu'on  fait  ensuite  tendre  vers  zéro.  Nous  rapportons  le  mouvement 
à  un  système  d'axes  rectangulaires  C^xy  passant  par  la  position 
initiale  du  centre  de  la  roue;  lorsque  le  centre  de  la  roue  sera  venu 
en  C,  par  suite  du  coincement  de  celte  roue  entre  0$  et  Or^,  elle 
se  sera  rapprochée  de  OÇ  d'une  quantité  y  et  de  Oti  d'une  quan- 
tité â:sin  a — ^cosa;  la  composante  normale  P  de  la  réaction  de  OÇ 
sur  la  roue  est  une  fonction  de  y  et  la  pression  P'  de  Or,  une 

C)  J«  désigne  cette  force  ici  par  nih  au  lieu  de  h  pour  simplifier  l^écriiure. 
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fonction  de  j?sina  — ^"côsa;  on  peut  même,  toiil  au  moins  dans 
une  première  approximalion,  supposer  P  el  P'  proportionnels  à 
ces  quanti  lés.  On  aura  alors 

P  r=  m|i*j^, 

P'=  mfi*(arsinfli  — j^  cosa)    (>). 

.  On  aura  alors  pour  les  équations  du  mouvement  de  la  roue 

m-^-  =P/-P  sina, 

fi*  y 
m  -j-^  =  '"/?'  —  i^^f^  -+-  P'  cosa  —  P, 

En  remplaçant  P   et  P'  par  leurs  valeurs  les  deux   premières 
deviennent 

■^  =  tA*/x— îJi*(^9in«  — ^C09a[)siiia, 

--r^  =  g  —  h-^  \»!^{xs\ïï%  —  j^cosa)  cosa  —  l^'^y» 

Multiplions  la   première  par  le  facteur  X  et  ajoutons-la   a    la 
seconde;  nous  aurons 

=  g  —  /i  -h  {jL*(sina  cosa  —  Xsiii*a)a:  -h  |jL»(X/-h  Xsina  cusa  — i  —  cos'a)^, 
■     Nous  poserons  alors 

sina  cnsa  —  X  sin'a        X /  ♦-  X  sina  cosa  —  i  —  ros'a 


X 
d^où  l'on  déduit 


k. 


X(sin'a  -H  k)  —  sina  cosa  =  o, 
X(/  -f-  sina  cosa)  —  j  —  k  —  cos»a  =  o. 


(')  On  aurait  pu,  si  l'on  avait  voulu  tenir  compte  non  seulement  de  la  com'- 
pression  de  la  roue  mais  aussi  de  celle  des  deux  droites  Oq  et  Or,,  prendre 
pour  les  deux  coefficients  de  proportionnalité  des  valeurs  diiïérentes,  si  Pclas- 
ticité  des  deur  droites  n'était  pas  la  même,  mais  cela  changerait  peu  de  chose. 
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On  a  donc  pour  délerminer  k  réquation 

(sin'aH- A:)  (i-+- A:-hcos«a)  —  sinacosa(/-»-  sina  cosa)  =  o, 


ou 


ou 


A:*-+- 2^ -H  sin'a  —  /5inacosa  =  o 

A-«-+-  aX:—  sinacosa(/ —  tanga)  =  o, 

puisque  nous  supposons />>  tanga,  les  racines  sont  de  signes  con- 
traires. 

Si  l'on  prend  pour  k  Tune  des  racines  de  cette  équation   et 
pour  X  la  valeur  correspondante,  on  aura 

Nous  supposons  h=g  pour  ^  =  o  et  décroissant  à  partir  de' 
cette  valeur  nous  pourrons  donc  prendre 

A  =  ^  —  n^ 
Notre  équation  devient  alors 


da 


=  nt-hy^kiXx-h  y); 


nous  aurons  alors  comme  intégrale  particulière 

nt 


\x-hy  =  — 


t.n- 


Prenons  d'abord  pour  k  la  racine  positive  que  je  désigne  par  a^  • 
et  soit  X|  la  valeur  correspondante  de  X,  on  aura 

et,  comme  pour  i  =  o 

dx       dy 


dt  "^  dt 


on  aura 


[Ji«a' 


A-hB  =  o, 

-h|Aa(A  — B)  =  o, 
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d'où 

A=— ^=-B. 

Prenons  ensuite  pour  k  la  racine  négative  que  je  désigne  par  —  b^ 
et,  si  )v2  est  la  valeur  correspondante  de  X,  on  aura 

r'   ^ 

et  les  conditions  initiales  donneront 

C=o, 

On  a  donc  en  définitive 

(.3)  X.^+^=_^^, _^j. 

Ces  valeurs  font  voir  que,  quelque  petit  que  soit  /i,  comme  [a 
est  très  grand,  x  et  y^  et  par  suite  aussi  P  et  P',  croîtront  très 
rapidement. 

Mais  le  mouvement  de  rotation  de  la  roue  est  fourni  par  Téqua- 
lion 

(14)     •  I^=.P/R=-/mHt«R7»    . 

car  Ton  peut  négliger  y  devant   R,   et,   comme  cuo  est  positif, 

-T-  s'annulera  très  rapidement  et  d'autant  plus  rapidement  que  [x 

sera  plus  grand,  c'est-à-dire  que  la  roue  et  les  droites  sur  les- 
quelles elle  s'appuie  seront  plus  raides. 

Si  Ton  supposait  ces  droites  et  la  roue  incompressibles,  on  serait 
conduit  à  supposer  [x  infini,  et  par  suite  P  également  infini,  ce  qui 
entraînerait  une  percussion  arrêtant  la  roue  dans  un  temps  infini- 
ment petit. 

M.  Paintevé  a  fait,  au  sujet  du  résultat  analogue  obtenu  par 
M.  Lecornu  dans  sa  Communication  du  6  mars,  l'objection  sui- 
vante. Il  résulte  des  formules  écrites  plus  haut  que  -^r  et  —^  croissent 
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avec  |ji  et  que  par  suite  la  roue  se  comprime  d'autant  plus  vile 
qu'elle  est  plus  raide,  et  il  semblait  y  voir  une  contradiction.  Il  y  a 
là,  au  contraire,  un  résultat  qui  s^explique  très  bien. 

En  effet,  plus  la  roue  sera  raide,  plus,  si  l'adhérence  est  suffi- 
sante, les  pressions  P  et  P'  croîtront  rapidement,  et  Ton  conçoit 
qu'il  puisse  en  résulter  aussi  une  croissance  plus  rapide  de  x  et 

Il  est  facile  toutefois  de  voir  que  les  valeurs  finales  de  xely 
décroissent  lorsque  |jl  croît. 

En  effet,  si  [x  est  très  grand,  ainsi  que  nous  le  supposons,  on 
peut  réduire  les  formules  (12)  et  (i3)  aux  suivantes,  au  moins 
comme  première  approximation  : 

d'où  l'on  déduit 

Xi/icH^' 


y  = 


ajx3a3(X,— Xi) 


Mais 


,         1-4- ^i4- cos*a 

A|  =  -jr- : f 

/-+-  sina  cosa 

-         i-f-At-^cos'a                    i/i-h/tanga  —  cos« 
X^  —      1 =  _  cosa  ^- — ^^ — ^ , 

,        \   ^         kx  —  k^        _  a C09 g  /i  -h/tangg 
'*         *""  /-h  sina  cosa  "^        /-h  sina  cosa 

donc 

^  /i  -h/langa  —  cosa  ne\^'  ___     n  eV-^^ 
^^        4/iH-/ianga  l*'«'    ~  ^  f^'^'  ' 

en  posant 


(i4)  donnera  donc 
d'où 


__  y/'  -H/tangg  —  cosa 
4/i-+-/tanga 


X—^-m/Kqn  —  , 
I  -r-  =  Wo  —  m/Rqn -— — .  - 


On  en  conclura  pour  la  valeur  tt  de   é  pour  laquelle  la  roue 
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mf]\qn 


t\  =    ht  TTg > 


valeur  qui,  quel  que  soit  n,  tend  vers  zéro  lorsque  [x  croît  indéfini- 
ment, et  est  très  petite  pour  de  grandes  valeurs  de  jjl  (*). 
De  plus,  on  aura  pour  la  valeur  finale  y  i  Aey 


yi  = 


valeur  d'autant  plus  petite  que  [a  est  plus  grand  et  qui  s'annule 
pour  [A  infini. 

On  voit  donc  que,  si  la  roue  se  comprime  d'autant  plus  vite 
qu'elle  est  plus  raide,  sa  compression  finale  est  en  raison  inverse 
de  sa  raideur,  résultat  absolument  rationnel. 

Considérons  maintenant  le  second  problème  envisagé  par 
M.  Painlevé  en  nous  bornant  au  cas  le  plus  simple,  celui  traité 
par  M.  Appell  dans  son  Traité  de  Mécanique. 


Fig.  5. 


Considérons  donc  deux  points  matériels  A  et  B  de  même  masse 
égale  à  i  et  reliés  par  une  tige  dont  la  masse  est  négligeable  par 
rapport  à  celle  de  A  et  de  B. 

(*)  Ce  qui  montre  bien  que,  contrairement  à  ce  que  dit  M.  Painleyé  dans  sa 
Communication  du  2  octobre,  l'arrôtde  la  roue  se  fait  dans  un  temps  très  court, 
quelque  petit  que  soit  n. 
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Soit  r  =  AB,  nous  supposerons  la  lension  T  de  AB  proporûon- 
nelle  à  l^allongenienl,  de  sorte  que  nous  aurons 

T=iJi«(r  — ro). 

La  tige  se  meut  dans  le  plan  vertical  x  Oy  et  est  soumise  à  la  seule 
pesanteur  (  *  ). 

Soient  07  l'abscisse  de  A,  \eiy  les  coordonnées  de  B.  Les  équa- 
tions du  mouvement  des  deux  points  A  et  B  nous  donneront 

3?"=  Rx-hTcosO, 

R^-f-TsinO-H^  =  o, 

r  =  — TcosO, 

y.=  ^-Tsine, 

où  R;r  et  Uj  sont  les  composantes  de  la  réaction  de  Ox. 
D'ailleurs,  les  relations 

Ç  =  jr-+-rco86,        ^  =  rsinO 
donnent 

Ç'=  a?'-f-  r^cosO  —  ar'ô'sinô  —  rO^sinÔ  —  rO'«cosO, 
y=/^sine-har'6'9ine4-re'cose— .re'«»in6. 

On  a  donc  pour  les  équations  du  mouvement 

3?*=  Rx4-  [JL'(r—  ro)cos6, 
l^r"*"^"+"  f^'('' —  ro)sin6  =  o, 
^-h  /^cos8  —  ar'0'sin  8  —  rO^sin  6  —  r0'*co56  -h  jx«( r  —  r©)  cos6  =  o, 
r'sinO  -»- o.r'O'cosO-j-  rô'cosO  — rô'^sin  9  —  ^4- ji'(r  — ro)»in9  =  o. 

Si  le  point  A  se  déplace,  on  aura,  de  plus, 

Rx  =  —  e/ R;r,        e^' Ry  >  o, 

où 

c==dbi. 


(^)  11  est,  en  effet,  inutile  de  supposer  une  force  horizontale  appliquée  en  A 
pour  réaliser  les  conditions  initiales,  car,  du  moment  que  Ton  introduit  une  ten- 
sion proportionnelle  à  l'allongement,  il  n'y  aura  aucune  impossibilité  même 
apparente. 
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On  déduit  alors  des  équations  précédentes 

R^=:  — ^— |ji«(r— ro)sine, 
37*=  tf[g-ir  |i«(r  —  ro)sin6]-*-  jji«(r  —  /•o)cos6, 
/^=  r6'«-h  ^(sin6  — e/cose){ji«  — (r  —  ro)(e/sinO  cosO -h  I4-  cos'6), 
re'=  [^4-|Ji«(r— .ro)sîne](cos6-+-e/sme)  — 2r'ô'. 

Il  n'y  a  plus  ici,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales, 
aucune  impossibilité,  même  apparente. 

Supposons  qu'à  l'instant  initial  pour  ^  =  o  ou  ait 

/•  =  To,         O'o  =  o,         ar'o  >  o,         rj  =  o, 
on  aura 

et  par  suite  on  devra  prendre 

et  l'on  devra  garder  cette  valeur  tant  que  af  et  R^  conservent  le 
même  signe. 

Nous  aurons  donc 

(i5)     r'=  rO'«-H  ^(sinO  -h/cosO)  -h  fi«(/-  —  ro)(/sinO  cosO  —  i  —  cos^O). 
Nous  supposons 

Considérons  maintenant  une  période  de  temps  assez  courte,  à 
partir  de  ^  ==  o,  pour  que  nous  puissions  pendant  cette  période, 
au  moins  comme  première  approximation,  remplacer  0  par  une 
valeur  moyenne  et  le  traiter  comme  une  constante  dans  l'équation 
précédente;  de  plus,  nous  négligerons  dans  le  second  membre 
de  (i5)  r'6'^,  en  vérifiant  après  coup  la  légitimité  de  ces  approxi- 
mations. Nous  aurons  alors 

r*  =  A:*  fJi«  (  r  —  ro) -+- ^(sinO -h/cosO), 

où  nous  avons  posé 

A:*  =  /sin6  cos6  —  i  —  cos*6  >  o. 

On  tire  de  là,  en  tenant  compte   des  conditions  initiales,   et 
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regardant  toujours  0  comme  constant, 

r  =  ,^^^(sine+/co,e)  ^^^^  ^_^,_ 

on  a  d'ailleurs,  puisque  e  =  —  i , 

x'  =  — ^/— (/sinO  — cose){ji«(r  — ro), 
et  Ton  déduit  de  la  valeur  de  k^ 


cosO 


=ysin  0  —  cosô, 


.    a    =/cose  -h  sin6, 
sin6        -^ 

de  sorte  que  Ton  peut  écrire 

r  =  ro-4-  ^^\-^^')(etU<^e-|i^^-2), 

^=-^-.",V2V.:.î"<""-^'-'--')- 


R 


2  -4-  A« 


r- 


g^g——i^e}^t^e-^t^^x). 


Si,  d*ailleurs,  [jl  est,  ainsi  que  nous  le  supposons,  très  grand,  on 
pourra  se  contenter  de  prendre 

(,^A:«)(u-^A:«)       , 


et  avec  la  même  approximation  (*) 


61**'. 


(')  Bn  négligeant  toujours  les  termes  qui  ne  contiennent  pas  ev^^  en  facteur 
devant  ceux  qui  le  contiennent,  on  obtient  ainsi  des  valeurs  qu'il  ne  faudrait  pas 
appliquer  pour  /  =  o,  mais  qui  donnent  une  approximation  suffisante  des  que  t 
n'est  pas  rigoureusement  nul. 
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Puis 


""  aA:*jJL«rcos6 

On  a  alors  pour  la  valeur  t^  de  t  pour  laquelle  x'  est  nul 

d'où 

_    t    _  /  aj"i  A-'fjisinOcosO  \ 

valeur  très  petite  puisque  |jl  est  très  grand.  On  aura  ensuite 

AjJL/' 

On  voit  que  cette  valeur  est  très  petite  et  que  Ton  peut  bien, 
ainsi  que  nous  Pavons  fait,  traiter  0  comme  constant. 

Remarquons,  d'ailleurs,  que  Ton  aura  pour  la  valeur  de  0'  à  la 
fin  de  la  période  que  nous  considérons 

*  aA:»jircos6  r 

On  pourrait  faire  à  ce  qui  précède  Tobjection  suivante  :  nous 
avons  négligé,  pour  calculer  r,  /*0'^  dans  le  second  membre  de 
l'expression  (i5);  or,  nous  venons  de  voir  que  la  valeur  finale  de 
cette  quantité  est  r6',^=  — ^ et  cette  quantité  n'est  pas  négli- 
geable. Il  est  toutefois  facile  de  faire  voir  que  dans  le  second 
membre  de  (i5) 

re'«-4-  ^(sine  -4-/cos0)  h-  jx»(r  — Tq)  (/sinO  cose  —  i  —  cos«0), 

le  premier  terme  est  toujours  négligeable  par  rapport  à  l'ensemble 
des  deux  autres. 

En  effet,  àrinstantinitial,r6'^,quiestnul,est  négligeable  devant 
^(sinO  -h/cosO),  qui  ne  l'est  pas.  Ensuite,  dès  que  t  a  une  valeur 
appréciable,  on  a  sensiblement 

asinO 
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et,  par  suite, 


.0'.  _^(,  +  X:.).(,^.*.K„,^^,. 


or,  ce  rapport  croit  constamment  avec  t  et,  à  la  fin  de  la  période, 
pour  /=  /|,  on  aura 

(i*A:*(ri — To)  ""       A:»|ir        cos6  ' 

rapport  qui  est  très  petit  à  cause  du  facteur  [x  au  dénominateur; 
nous  avons  donc  pu  négliger  à  bon  droit  le  terme  r^'^  dans  l'expres- 
sion (lo).  On  a,  d'ailleurs,  pour  la  valeur  finale  de  la  tension 
pour  ^  =  /,, 

iFj,A:|icose 

^•=  (.+*•)  ' 

quantité  très  grande,  et  qui  devient  infinie  avec  {x,  c'est-à-dire  si 
l'on  suppose  la  tige  inextensible. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que,  dans  ce  cas  encore,  l'étude 
plus  détaillée  du  phénomène  conduit  absolument  aux  mêmes  con- 
clusions, pour  les  résultats  finaux,  quel'h^^pothèsedeM.  Lecornu. 
De  plus,  cette  hypothèse  me  paraît  infiniment  préférable.  En 
ellet,  d'une  part,  elle  est,  ainsi  que  nous  l'avons  vu,  une  consé- 
quence naturelle  de  ce  qui  a  toujours  été  admis  comme  étant  la 
cause  du  froltement,  et  si^  en  introduisant  des  percussions,  elle 
produit  une  discontinuité  dans  les  phénomènes,  ce  fait  est,  ainsi 
que  cela  ressort  des  deux  problèmes  que  nous  venons  d'examiner, 
une  conséquence  naturelle  de  l'hypothèse  de  la  régidlté  absolue 
des  liaisons,  hypothèse  qui,  dans  les  cas  que  nous  avons  considérés, 
rend  infinis  les  efforts  supportés  par  ces  liaisons. 

Sans  aucun  doute,  si  l'on  tient  compte,  comme  nous  l'avons  fait, 
des  tensions  élastiques,  on  peut  résoudre,  ainsi  que  nous  l'avons 
vu  (*  ),  les  problèmes  dont  il  s'agit  sans  introduire  aucune  nouvelle 
hypothèse  ;  mais  cela  exige,  dans  chaque  cas,  une  étude  particu- 
lière et  des  calculs  plus  ou  moins  longs.  Au  lieu  de  cela  l'hypo- 
thèse de  M.  Lecornu  permet  de  déterminer  immédiatement,  dans 


(*)  Et  ainsi  que  M.  Lecornu  Tavait  déjà  fait  dans  sa  Communication  du  6  mars, 
pour  un  autre  cas. 
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chaque  cas,  le  mouvement  final  qui  se  produit  après  la  mise  en 
contact  des  deux  corps;  or,  il  est  bien  certain  que  ce  qui  se  passe 
pendant  la  période  très  courte  qui  suit  la  mise  en  contact  des  corps 
présente,  en  général,  peu  d'intérêt. 

Par  exemple,  dans  le  cas  du  problème  de  M.  Chaumat,  elle  nous 
apprend  que  la  roue  s'arrête  presque  instantanément  dès  qu'elle 
est  en  prise  avec  O^. 

Dans  l'autre  problème,  elle  nous  apprend  que  le  point  Â 
s'arrête  presque  instantanément,  et,  quant  à  la  vitesse  du  point  B, 
après  l'arrêt  de  A,  elle  sera  fournie  par  le  théorème  des  moments 
des  quantités  de  mouvement  pris  par  rapport  à  Â  qui  nous 
donnera  ( *  ) 

rXg  sin  6  -h  r»6',  =  o, 

d'où 


C'est  le  résultat  auquel  nous  étions  arrivé  par  l'autre  méthode, 
mais  beaucoup  moins  simplement. 

En  résumé,  l'hypothèse  de  M.  Lecornu  nous  donne  une  image 
des  phénomènes,  qui,  pour  le  détail  de  ceux  qui  se  produisent  au 
moment  du  contact  des  corps,  peut  être  moins  exacte  que  celle 
que  l'on  obtient  en  tenant  compte  de  l'élasticité  des  liaisons,  mais 
en  revanche  elle  nous  permet  de  prévoir  d'une  façon  beaucoup 
plus  simple,  et  avec  une  exactitude  très  suffisante,  le  résultat  final 
qui  se  produit  après  cette  période  de  mise  en  contact  des  corps, 
ce  qui  est  le  but  principal  que  l'on  se  propose. 


(*)  Puisqu'on  regarde  les  phénomènes  comme  résultant  d'une  percussion  appli- 
quée en  A  qui  réduit  ce  point  au  repos,  et  que  la  vitesse  initiale  de  BestJ?,'  paral- 
lèle à  O^  et  la  vitesse  finale  r^\  perpendiculaire  à  AB. 
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La  Société  malhemalique  de  France  a  pour  objet  Tavancenient  et  la  propa- 
gatioa  dés  études  de  Mathématiques  pures  et  appliquées.  Elle  y  concourt  par 
ses  travaux  et  ses  publications.  Elle  a  son  siège  à  Paris. 

La  Société  se  compose  de  sociétaires  perpétuels,  de  membres  résidants  el 
de  membres  non  résidants,  en  nombre  illimité. 

Sont  considérés  comme  résidants  les  membres  qui  ont  à  Paris  Içur  domi- 
cile ou  leurs  occupations  professionnelles. 

Les  Étrangers  peuvent  faire  partie  de  la  Société. 

Les  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  de  la  Société,  sont  les  suivantes  : 
1**  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  membres  et  agréé  par  le  Conseil  d'admi- 
nistration ou  parle  Bureau  agissant  en  vertu  d'un  mandat  du  Conseil;  2**  avoir 
ol)tenu,  à  l'une  des  séances  qui  ont  suivi  la  présentation,  les  suffrages  de  la 
majorité  des  membres  présents;  3°  avoir  versé  un  droit  d'admission  de  dlj: 
francs;  4*  payer  une  cotisation  annuelle  dont  le  montant  est  de  vingt  francs 
pou  ries  membres  résidants,  et  de  7ia/2ze/rii/ic*  pour  les  membres  non  résidants. 

La  cotisation  annuelle  peut  toujours  être  rachetée  par  une  somme  de  trois 
cents  francs»  versée  dans  les  conditions  fixées  par  le  règlement  administratif 
de  la  Société. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétueL 

La  cotisation  annuelle  est  payée  au  commencement  de  chaque  exercice  dont 
Torigine  est  fixée  au  1"  novembre  de  chaque  année. 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de  l'exer- 
cice en  cours,  quelle  que  soit  Tépoquc  de  leur  admission. 

La  Société  tient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances,  en  août,  septembre  et  octobre. 

Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 
être  présentées  par  l'un  de  ses  membres. . 

La  Société  publie  par  livraisons  un  Recueil  annuel  qui  a  pour  titre  :  Bulletin 
de  la  Société  nuithématique  de  France,  et  qui  contient,  avec  un  extrait  des 
procès-verbaux  des  séances,  des  Noies  et  Mémoires  sur  les  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  des  membres  de  la  Société,  et  pré- 
sentant quelque  originalité  au  point  de  vue  de  la  méthode  ou  des  résultais. 

Les  livraisons  du, Bulletin  sont  adressées  à  tous  les  membres  de  la  Société, 
au  fur  et  à  mesure  de  leur  publication.  Toutefois,  dans  le  cas  où  un  sociétaire 
se  met  en  retard  dans  le  payement  de  sa  cotisation,  Tenvoi  du  Bulletin  est 
suspendu  pour  lui,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  acquitté  Tarriéré. 
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MM.  l68  Membres  de  la  Société  sont  priés  d'adresser  leur  cotisation  à  M.  Claude- Lafontaine, 
banquier,  rue  de  Trévise,  n*  Sa,  à  Paris ,  Trésorier  de  la  Société. 

On  s'abonne  et  l'on  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  au  siège  de  la  Société  et  àfla  Librairie> 
Gauthier- Villars,  55,  quai  des  Grands-Augustins,  Paris.  ^ ytized  by ^^ ^.^ 


Les  séances  de  la  Société  mathématiqne  ont  lien  les  premier  et  troi- 
sième Jeudis  de  chaque  mois  à  9  heures  du  soir. 

Depuis  le  1**^  mars  1900  les  séances  de  la  Société  ont  lieu  dans  une 
salle  de  la  Faculté  des  Sciences  (entrée  place  de  la  Sorhonne,  escalier 
tout  an  bout  de  la  galerie,  deuxième  étage  à  droite). 

Les  Membres  de  la  Société  ont  dû  recevoir  une  carte,  portant  le 
timbre  du  Secrétariat,  leur  donnant  accès  à  la  Bibliothèque  de  l'Uni- 
versité.  et  fournissant  à  ce  sujet  les  renseignements  nécessaires;  ceux 
qui  ne  l'auraient  pas  reçue  sont  priés  d'en  informer  le  Secrétariat. 

La  correspondance  peut  être  adressée,  soit  à  la  Faculté  des  Sciences, 
place  de  la  5orbonne,  soit  au  domicile  de  l'un, des  secrétaires,  de  pré- 
férence à  M.  Grévy,  sauf  ce  qui  concerne  la  rédaction  du  Bulletin, 
qui  doit  être  adressé  de  préférence  à  M.  Rafly. 


AVIS. 


Dans  sa  séance  du  i5  mars  1906,  le  Conseil  de  la  Sociéié  ma- 
thématique de  France  a  décidé  qu^à  TaveDir  tout  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  son  admission,  aux  prix  suivants  : 

3  francs  le  volume  pour  chacun  des  trente  premiers  tomes; 

6  francs  le    volume  pour  chacun  des  tomes  suivants,    ce  dernier   prix 

devant  être    réduit  à  4  francs  pour  les  acheteurs  de  dix  volumes  au 

moins. 

Dans  sa  séance  du  a8  février  1900,  le  Conseil  de  la  Société 
mathématique  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de 
la  Société,  auteur  d^un  travail  quelconque  inséré  dans  le  Bulle- 
tin et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  pari,  devra  en  faire  la 
demande  en  retournant  l'épreuve  coxrigée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  frais  du 
tirage  à  part  seront  faits  par  la  Société. 


Conformément  à  des  décisions  prises  par  le  Conseil  et  par  la 
Commission  d'impression  : 

i*»  Le  Bulletin,  depuis  le  Tome  XXVII,  parait  tous  les 
trois  mois  ; 

2**  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  au  Bulletin  sont 
instamment  priés  d'inscrire  en  télé  de  leurs  manuscrits  la 
classification  que  leur  assigne,  d'après  le  sujet  traité,  V Index  du 
Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques; 

3°  Ils  sont  également  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  pos- 
sible, la  proporiion  de  une  flg^ure  pour  quatre  pages  de  lexle 
imprimé. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE   DU  5   AVRIL  4906. 

PRESIDENCE   DE  M.   HADAMARD. 

Communications  : 

M.  Popovîci  :  Sur  les  multiplicateurs  des  systèmes  d* équa- 
tions différentielles, 

M.  Hadamard  :  Sur  le  principe  de  Dirichlet. 


SÉANCE   DU  26   AVRIL   1906. 

PRÉSIDENCE  DE   M.   BLUTEL. 

Communications  : 

M.  Raffy  :  Sur  la  correspondance  réciproque  entre  les  lignes 
asymptotiques  et  le  réseau  diagonal  conjugué. 

M.  Blutel  présente  deux  modèles  d'une  surface  réglée  du  qua- 
trième ordre  possédant  deux  droites  doubles. 


SÉANCE    DU    3    MAI    1906. 

PRÉSIDENCE  DE  11.   HADAMARD. 

Communications  : 

M.  A.  Demoulin  :  Sur  certaines  transformations  ponctuelles 
de  V espace, 

M.  Popovici  :  Sur  V intégration  de  quelques  équations  aux 
dérivées  partielles. 

M.  Hadamard  :  Sur  les  contours  fermés. 


SÉANCE  DU  17  MAI    1906. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   HADAMARD. 

Communication  : 

M.  Servant  :  Sur  Rhabillage  des  surfaces  de  résolution. 


XXXIV. 
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SÉANCE    DU    7    JUIN    1907. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   HAD'AMARD. 

Communications  : 

M.  Sanielevici  :  Sur  l'équation  aux  dérivées  partielles  que 
vérifie  une  somme  de  plusieurs  fonctions  homogènes. 

M.  Hadamard  :  Sur  la  méthode  des  approximations  succes- 
sives. 

M.  Remy  :  Sur  la  surface  de  Kummer, 


SÉANCE    DU    21    JUIN  1906. 

PRESIDENCE  DE  M.   R.   PERRIN. 

Communications  : 

M.  Marcus  :  Sur  le  développement  de  l'inverse  d'une  série 

entière. 

M.  Bioche  :  Sur  la  symétrie  de  certaines  courbes, 

M.  Raffy  :  Sur  la  correspondance  entre  lignes  asymptotiques 

et  lignes  diagonales. 


SÉANCE  DU  5  JUILLET  1906. 

PRESIDENCE  DE  M.  RLUTEL. 

Communications  : 

M.  Popovici  :  Sur  les  développements  en  série  de  fonctions. 

M.  Marcus  :  Sur  le  développement  d' une  racine  simple  d'une 
fonction  entière. 

M.  R.  Perrîn  :  Sur  les  lois  de  force  qui  font  décrire  à  un 
point  une  conique,  quelles  que  soient  les  circonstances  ini- 
tiales. 

M.  Raffj  :  Sur  la  transformation  de  Lie. 

M.  Petrovitch  adresse  un  Mémoire  intitulé  :  Sur  certaines 
transcendantes  entièies. 
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SÉANCE   DU  19  JUILLET   1906. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   BLUTEL. 

Communications  : 

M.  Maillet  :  Sur  les  nombres  transcendants  dont  le  dévelop- 
pement  en  fraction  continue  est  quasi-périodique  et  sur  les 
nombres  de  Liouvitle. 

M.  Gérardin  :  Sur  les  nombres  amiables. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  LE  PRINCIPE  DE  DIRIGHLET; 
Par  M.    Hadamard. 

M.  Hilberl  a,  comme  on  saît,  indiqué  «ne  mélhode  permettant 
d'établir  la  possibilité  du  problème  de  Dirichlet  (formation  d\ine 
fonction  harmonique  dans  une  aire  donnée  et  prenant  des  valeurs 
données  sur  le  contour)  par  la  méthode  même  qui  avait  servi  à 
Riemann,  c'est-à-dire  en  prouvant  directement  que  Tinlégrale 

■=//[(£)■- (1)"]-^- 

étendue  à  l'aire  donnée  S,  a  un  minimum. 

A  cet  effet,  l'auteur  se  place  dans  l'hypothèse  où  le  contour  de 
l'aire  S  est  analytique  (ou  du  moins  composé  de  parties  analyti- 
ques), et  où  il  en  est  de  même  de  la  distribution  des  valeurs  données 
de  u  sur  ce  contour.  11  est  alors  clair,  en  tout  cas,  qu'il  existe  des 
fonctions  u  qui  prennent  ces  valeurs  à  la  frontière  et  qui,  dans 
l'intérieur  de  Taire,  admettent  des  dérivées- partielles  Hnies,  pour 
lesquelles,  par  conséquent,  l'intégrale  I  existe. 

Mais  on  sait  que  Texistence  de  la  solution  a  été  établie  par 
d*autres  méthodes,  en  supposant  les  valeurs  de  u  simplement  con- 
tinues. Dans  ces  conditions,  ce  premier  point  dç  départ  du  rai- 
sonnement de  M.  Hilbert,  ù  savoir  l'existence  de  fonctions  u  satis- 
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faisant  aux  conditions  aux  limites  et  pour  lesquelles  Tintégrale  I 
ait  un  sens,  cesse  d^étre  aussi  évident. 

Or,  il  ne  faut  pas  croire  qu'il  y  ait  là  une  difficulté  toute  super- 
ficielle. 

Tout  d'abord,  si  l'on  cherche  une  fonction  u  prenant  sur  le 
contour  d'une  aire  des  valeurs  données  (simplement  continues) 
et  admettant,  en  tout  point  intérieur,  des  dérivées  partielles,  on 
ne  trouvera  guère,  pour  en  former,  de  moyen  plus  simple  que  la 
résolution  même  du  problème  de  Dirichlet. 

Mais  il  y  a  plus  :  et  Ton  peut  établir  en  toute  rigueur  que  la 
méthode  de  M.  Hilbert  peut  être  inapplicable  par  le  fait  qu'il 
n'existe  aucune  fonction  u  qui  donne  à  l'intégrale  I  un  sens. 

Supposons  que  S  soit  un  cercle  de  rayon  1  :  la  solution  du  pro- 
blème de  Dirichlet  est  alors 

gp  =  —  -I-  y  p»  (an  009  nO  -h  6;,  sin  /lO  ) 
«=i 

=  ~  -h^Cnp''  cos(n^  -¥-  an) 


avec 


a„=c„cosart=-  /       «(i,  6)  cos6  rfO, 

bn=  CnSinan  =  -   I       w(i,  0}  sinO  rfO. 
L'intégrale 

étendue  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  p  <;  i  qui  a  pour  centre 
l'origine,  est  égale  à 

(2)  ^2 


nclp^ 


Elle  augmente  donc  indéfiniment  lorsque  p  tend  vers  un,  si  la 
série 

(3)  YncJl 
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est  divergente.  Or  ceci  peut  arriver  même  si  la  série  Irigonomé- 
trique  qui  représente  u  sur  la  circonférence  p  =  i  est  absolument 
convergente,  il  suffit  de  prendre 


c„=o 

pour 

n9^  2^P 

''-=i 

pour 

n  =  î'i» 

S^il  en  est  ainsi,  on  voit  que  la  solution  du  problème  de  Diri- 
chlet  donne  lieu  à  une  intégrale  de  I  infinie.  Comme  cette  solu- 
tion I/o  correspond  au  minimum  de  I,  il  est  à  prévoir  qu'aucune 
autre  fonction  satisfaisant  aux  conditions  aux.  limites  ne  pourra 
fournir  une  intégrale  finie. 

Mais,  contrairement  à  ce  qu'on  pourrait  croire  a  priori,  il 
parait  impossible  de  fonder  une  démonstration  rigoureuse  de  ce 
fait  sur  la  considération  de  la  fonction  Uq^  et  il  est  nécessaire  de 
raisonner  directement. 

Soit  donc  u  une  fonction  quelconque  définie  à  l'intérieur  du 
centre  de  rayon  1,  admettant,  en  tout  point  intérieur  à  ce  cercle, 
des  dérivées  premières  continues,  et  prenant  sur  la  circonférence 
les  valeurs  données.  Si  Ton  pose 

A„(p)  =  i   1      m(p,  0)cos/iOrfO, 
B„(p)  =  -   /       w(p,6)sin/iÔû?0, 

du 

dp 


puis 


^0 

on  aura  tout  d'abord 


B;»(p)=i/     ^sinnO^e, 


D'autre  part  et  sans  préjuger  la  possibilité  de  développer  -r-  en 
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série  trigonométrique,  od  sait  {*)  qu'on  a 


U""($)->^'-i'*-— ■■■>• 


quel  que  soit  l'entier  n  auquel  on  arrête  la  sommation. 
De  même,  comme  on  peut  écrire,  pour  n  >•  o, 


on  aAra 


On  a  donc 


:jC"'(S)''«>i-<*»-»-: 


(4)   { 


■n>-'-'yy 


Or  les  méthodes  ordinaires  du  calcul  des  variations  permettent 
de  montrer  que  l'intégrale 


^^•(pA,.n.M).p, 


OÙ  Â,,(p)  est  une  fonction  assujettie  à  s'annuler  pour  p  =  o,  est  au 
moins  égale  à  /iA*(po)* 
Comme,  pour  p  =  i ,  on  a 

nous  retombons  bien  sur  la  conclusion  énoncée  :  nous  voyons 
que  la  méthode  de  M.  Hilbert  peut  être  inapplicable,  alors  même 
que  le  problème  de  Dirichlet  a  eflfectivement  une  solution. 

(')  Voir,  par  exemple,  Harnack,  Mathemaiische  Annalen,  t.  XVII,  1880, 
p.  Ï25;  HuaoNioT,  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  l.  XCV,  1882, 
p.  909. 
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LES  ANTIGAUOTIQUES  DU  PARABOLOÏDE  HTPERBOUQUE  ÉQUILATËRE; 

Par  M.    DE  MONTCHBUIL. 

Laguerre  ('  )  et,  après  lui,  M.  Humbert  (*)  ont  été  amenés,  par 
l'élude  des  courbes  de  direction,  à  considérer  les  anticaustiques 
par  réflexion  pour  des  rayons  parallèles,  des  courbes  planes  algé- 
briques et  en  particulier  de  la  parabole.  Ces  auteurs  ont  surtout 
considéré  le  cas  des  rayons  perpendiculaires  à  Taxe  de  celte  der- 
nière courbe.  Celui  des  rayons  parallèles  à  cet  axe  est  d'ailleurs 
sans  intérêt,  quand  on  suppose  les  rayons  réfléchis  dans  le  plan 
de  la  courbe.  Alors,  en  efiet,  tout  est  dit  quand  on  a  remarqué 
que  ces  rayons  convergent  au  foyer  de  la  parabole.  Mais  il  n'est 
nullement  nécessaire  de  supposer  qu'un  rayon  réfléchi  par  une 
courbe  plane  reste  dans  le  plan  de  celle-ci/La  direction  de  ce  rayon 
n^est  bien  définie  que  lorsque,  avec  la  directfon  du  rayon  incident 
ci  la  courbe  dirimanle,  on  donne  encore  le  plan  passant  par  la 
tangente,  sur  lequel  a  lieu  la  réflexion  ;  et  si  d'ordinaire  on  sup- 
pose implicitement  que  cette  réflexion  se  fait  sur  un  cylindre  qui 
admet  la  courbe  dirimante  pour  section  droite,  cette  hypothèse 
ne  s'impose  en  aucune  façon. 

Restant  donc  dans  l'ordre  d'idées  de  Laguerre  et  de  M.  Humbert, 
nous  allons  indiquer  très  sommairement  quelques  propriétés  des 
anticaustiques  du  paraboloïde  hyperbolique  équilatère  pour  des 
systèmes  de  rayons  parallèles.  Nous  étudierons  d'abord  les  anti- 
caustiques  de  la  surface,  ensuite  celles  de  diverses  courbes  tracées 
sur  cette  surface  et  tout  particulièrement  celles  des  sections  para- 
boliques. 

I. 

Soit  donné  le  paraboloïde  hyperbolique  équilatère  défini  par 
l'équation 

(l)  ^=-^    .  ' 

4a 


(«)  Nouvelles  Annales,  3-  série,  t.  H,  iH83. 

(*)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  i888. 
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Nous  allons  établir  que  celte  surface  jouit  des  propriétés  sui- 
vantes : 

1*»  Elle  est  la  surface  moyenne  de  la  cyclide  de  Dupin. 

2®  Elle  admet  cette  surface  pour  anticaustique,  les  rayons 
incidents  étant  supposés  parallèles  à  Vaxe  des  z, 

3°  La  caustique  est  formée  du  système  de  deux  paraboles 
situées  dans  deux  plans  perpendiculaires,  et  telles  que  le  som- 
met de  chacune  déciles  soit  au  foyer  de  Vautre, 

4°  Les  cosinus  directeurs  des  rayons  réfléchis  et  les  coor- 
données  de  V anticaustique  s^expriment  rationnellement  en 
fonction  des  coordonnées  de  la  projection  de  la  surface  diri- 
mante  sur  le  plan  des  xy. 

5°  Les  coordonnées  du  paraboloïde  et  celles  de  la  cyclide 
sont  liées  par  une  transformation  birationnelle  qui  fait  cor- 
respondre point  par  point  deux  familles  de  sections  parabo- 
liques de  celle-là  aux  cercles,  lignes  de  courbure  de  celle-ci. 

Nous  avons  établi  la  première  proposition  dans  notre  thèse  : 
Sur  une  classe  de  surfaces  (*  ). 

La  cjxlide  de  Dupin  qui  admet  pour  surface  moyenne  le  para- 
boloïde déflni  par  l'équation  (i)  est  donnée  par  Téquation 

(2)  1 "^ H3  =  0. 

^  z-'rza      z  —  za 

Avant  d'en  venir  à  l'examen  des  autres  propositions,  remar- 
quons que  la  cyclide  et  sa  surface  moyenne  pourront  être  obtenues 
par  la  construction  suivante  : 

Traçons  deux  paraboles  identiques  ayant  pour  axe  commun 
celui  des  5,  l'une  dans  le  plan  des  xy^  l'autre  dans  celui  des  yz^ 
et  telles  que  le  sommet  de  chacune  d'elles  se  confonde  avec  le 
foyer  de  l'autre.  La  congruence  des  droites  qui  s'appuient  sur  ces 
deux  paraboles  est  celle  des  normales  à  la  cyclide  de  Dupin.  Ces 
paraboles  représentent  les  deux  courbes  auxquelles  se  réduisent 
les  deux  nappes  de  la  surface  des  centres  de  courbure.  On  voit  dès 
lors  que  le  point  milieu  du  segment  qui  relie  les  deux  paraboles 
décrira  la  surface  moyenne  de  la  cyclide. 

(•)  Gaiilhicr-Villurs,  i(j02,  p.  68, 
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II  nous  reste  à  déterminer  le  point  de  la  normale  qui  décrit  la 
surface.  Supposons  pour  un  instant  notre  seconde  proposition 
démontrée.  Construisons  alors  un  cercle  vertical  tangent  au  plan 
des  xy  contenant  la  normale  dans  son  plan  et  ayant  pour  centre 
le  point  milieu  du  segment  focal.  On  se  rend  compte  aisément  que 
Tun  des  points  d'intersection  du  cercle  et  de  la  normale  décrit  la 
cyclide. 

Nous  avons  affirmé  que  les  rayons  parallèles  à  l'axe  des  z  se  réflé- 
chissent sur  le  paraboloïde  normalement  à  la  cyclide.  Cette  pro- 
position peut  être  vérifiée  comme  il  suit  : 

Quand  on  passe  des  coordonnées  cartésiennes  à  celles  de 
O.  Bonnet,  Téquation  (2)  de  la  cyclide  de  Dupin  prend  la  forme 

(3)  {  =  a(tt«-i-MÎ). 

Or,  cette  expression  de  \  vérifie  Téquation  aux  dérivées  par- 
tielles 

^*î      -o 

OU  dui 

équation  qui  est  celle  des  surfaces  pour  lesquelles  la  demi-somme 
des  rayons  de  courbure  est  égale  à  la  distance  du  point  donné  de 
la  surface  moyenne  à  un  plan  fixe  (*,).  Par  suite  les  deux  nappes 
de  l'enveloppe  de  la  sphère  tangente  à  la  cyclide  et  dont  le  centre 
décrit  le  paraboloïde  seront  formées  de  cette  même  cyclide  et 
d'un  plan  fixe.  Ici,  le  plan  fixe  étant  celui  des  xy^  l'anticaustique 
du  paraboloïde  pour  les  rayons  parallèles  à  l'axe  des  z  sera  bien 
la  cyclide  de  Dupin. 

La  troisième  proposition  découle  de  la  seconde.  Les  rayons 
réfléchis  étant  normaux  à  la  cyclide  passeront  nécessairement  par 
les  deux  paraboles  auxquelles  se  réduisent  les  deux  nappes  de 
la  surface  des  centres. 

La  quatrième  proposition  qui  va  découler  des  formules  que 
nous  allons  établir  à  l'instant  peut  encore  être  considérée  comme 
la  conséquence  à  peu  près  immédiate  d'une  affirmation  que  nous 
avons  démontrée  ailleurs  (^)  et  qui  peut  se  formuler  comme  il 


(')  Thèse  déjà  citée,  p.  29. 

(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XXXII,  1904,  p.  173. 
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suit  :  Une  surface  étant  définie  par  une  relation  algébrique 
quelconque  entre  les  coordonnées  de  O,  Bonnet,  les  systèmes 
formés  des  rayons  normaux  à  cette  surface  et  des  rayons  réflé- 
chis  par  la  surface  moyenne  sont  analytiquement  séparables. 
Il  en  est  de  même  des  surfaces  normales  à  ces  congruences 
qui  constituent  les  deux  nappes  de  l'enveloppe  d'une  sphère 
variable  dont  le  centre  décrit  la  surface  dirimante. 

D'ailleurs  la  démonstration  de  cette  proposition  et  celle  de  la 
suivante  sont  une  conséquence  des  formules  que  nous  allons  éta- 
blir. 

En  prenant  pour  point  de  départ  Téquation  (a)  on  obtient  les 
expressions  suivantes  des  coordonnées  de  la  surface  moyenne  : 


(4) 


\y=      ta(M,— a), 
z  = (a» -H  u\). 


On  sait  d'ailleurs  que  les  cosinus  directeurs  c,  c',  d'  de  la  nor- 
male à  la  cyclide  sont  exprimés  par  les  relations 


c 

= 

M-f- 

-  W| 

I-+- 

UUi 

c' 

= 

,  u,- 

-  u 

l-hUUi 

/»• 

UUi 

—  I 

I-hUUi 

Éliminant  u,  Ui  entre  ce  système  et  le  système  (4}i  il  vient 


4  ax 

a;«  -H  j^«  -t-  4  a*  ' 

^' 

4  ay 

x^-hy^-h  4  a»' 

/-»  — 

a:i-Hj»— 4  a* 

(5) 

a?* -I-  y* -H  4  a* 

X,  Y,  Z  désignant  les  coordonnées  courantes,  la  normale  de  co- 
sinus directeurs  c,  c',  c''  passant  par  le  point  de  coordonnées  x, 
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/,  z  du  paraboloïde  sera  déterminée  par  le  système 


X  désigne  ici  la  distance  d\in  point  donné  de  la  normale  à  son 
point  de  rencontre  avec  le  paraboloïde. 

Pour  obtenir  les  expressions  des  coordonnées  de  Tanticaustique, 
nous  devons  donner  à  \  dans  le  système  (6),  la  valeur  de  la  demi- 
somme  des  rayons  de  courbure,  valeur  qui  est  ici  égale  à  z^ 
puisque  la  sphère  dont  le  centre  décrit  la  surface  moyenne  et  qui 
a  pour  rayon  la  demi-somme  des  rayons  de  courbure  est  tangente 
(nous  l'avons  vu)  au  plan  des  xy.  Nous  avons  donc  le  système 

(7)  ^Y  =  ar 

Z   =  1CL 

ar»  -I-  ^1  -H  4  a* 

Les  systèmes  (5)  et  (7)  définissent  les  cosinus  directeurs  des 
normales  de  la  cyclide  et  ses  coordonnées  en  fonction  rationnelle 
des  coordonnées  du  paraboloïde,  ou,  si  Ton  veut,  des  coordonnées 
de  sa  projection  sur  le  plan  des  xy.  Il  nous  reste  maintenant  à 
exprimer  les  coordonnées  du  paraboloïde  en  fonction  de  celles  de 
la  cyclide. 

Dans  ce  but,  cherchons  les  paramètres  des  lignes  de  courbure 
de  cette  dernière  surface.  En  désignant  par  p,  p,  ces  paramètres 
on  déduit  de  l'équation  (3) 

pi=  i{ux—u), 

D'où^  en  tenant  compte  des  expressions  de  x^y  coordonnées  du 

paraboloïde, 

X  =—  ap, 

Ces  lignes  de  courbure  sont  donc  des  courbes  planes.  Si  nous 


a?»-t-jrï 

-t-4a* 

ar«-H  aa* 

x^^y^ 

H-  4a* 

y'- 

-X* 
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déterminons  les  équations  de  ces  plans  et  si  nous  y  remplaçons 
p,  pi  par  leurs  valeurs  en  x^y  nous  obtenons  le  système 

2aX  —  ir(Z-+-2a)  =  o, 
aaY-»->'(Z  —  aa)  =  o. 

Or,  il  reste  à  remarquer  que  ces  relations  nous  donnent  pré- 
cisément deux  des  trois  quantités  x^  y^  z  que  nous  cherchons  à 
exprimer  rationnellement  en  X,  Y,  Z.  Il  nous  suffira  donc  de  leur 
.  associer  Téquation  du  paraboloïde,  et  nous  obtiendrons  le  sys- 
tème 

/  X 


(8)  {^=-2a, 


Y 


ia 


-  9 


=^[{z^y-{T^y} 


Les  systèmes  (7)  et  (9)  combinés  définissent  donc  la  transfor- 
mation birationnelle  dont  nous  avons  affirmé  l'existence  dans 
notre  cinquième  proposition. 

Pour  X  eiy  constants  nous  avons  sur  le  paraboloïde  des  sections 
paraboliques  d'axes  parallèles  à  celui  des  2.  D'autre  part,  les  quan- 
tités X  et  y  peuvent  être  considérées  comme  les  paramètres  des 
lignes  de  courbure  de  la  cyclide  comme  le  montrent  les  relations 

x=—ap,        y  =  api. 

Or,  les  lignes  de  courbure  de  la  cyclide  sont  des  cercles.  Nous 
voyons  par  là  que  les  systèmes  (7)  et  (8)  font  correspondre  point 
par  point  deux  familles  de  paraboles  tracées  sur  le  paraboloïde 
aux  cercles  de  la  cyclide.  Nos  propositions  sont  donc  complète- 
ment démontrée^. 

Le  système  (6)  nous  permet  de  suivre  la  marche  des  rayons 
réfléchis.  Nous  savons  qu'ils  rencontrent  deux  paraboles.  On  dé- 
duit aisément  les  équations  de  ces  paraboles  de  l'équation  (3)  qui 
définit  la  cjclide.  Elles  sont  respectivement  déterminées  par  les 

deux  systèmes 

4  X*-f-  8aZ  — 8a»=  o, 

^'^  |Y  =  o, 

,    ^,  l  Y«-8aZ  — 8a«  =  o, 

I   A  =  o. 
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Ceci  posé,  remarquons  que  le  paraboloïde  et  la  cyclide  se 
coupent  suivant  deux  droites  rectangulaires^  situées  dans  le  plan 
des  xy  et  définies  par  le  système 

jrt —  a7'=  0,        z  =  o. 

Considérons  la  région  de  la  surface  pour  laquelle  on  a 

a?» — y^  >  o. 

Alors  les  rayons  réfléchis  partiront  de  la  surface  dirimanteavec 
la  valeur  initiale  X  =  o,  et  croissant  avec  ce  paramètre  rencon- 
treront la  cjclide  lorsque  Ton  aura 

^  =  — 7:; —  =  '*' 

X  continuant  à  croître  ils  viendront  rencontrer  la  parabole  définie 
par  le  système  (9),  et  Ton  aura 

^  _  ar«  -f-  ^«  -4-  4  «* 

Si,  au  contraire,  partant  de  X  =  o,  nous  faisons  décroître  ce 
paramètre,  nous  verrons  que  les  rayons  réfléchis  rencontreront 
la  seconde  parabole  définie  par  le  système  (9)'  pour  une  valeur 
de  X  égale  et  de  signe  contraire  à  celle  qui  correspond  à  la  pre- 
mière parabole. 

Les  points  pour  lesquels  on  a  x^<Cy^  donneraient  lieu  à  une 
discussion  analogue.  Ici  seulement  le  point  de  rencontre  du  rayon 
lumineu:x  avec  la  cyclide  se  trouvera  placé  entre  le  paraboloïde  et 
la  seconde  parabole.  On  trouverait  les  mêmes  valeurs  de  X  que 
précédemment  mais  changées  de  signe. 

En  terminant  ce  paragraphe  nous  allons  établir  quelques  autres 
transformations  birationneiles  qui  ont  un  lien  étroit  avec  les  précé- 
dentes. Nous  allons  indiquer  brièvement  la  marche  des  calculs  à 
effectuer.  Les  systèmes  (7)  et  (8)  nous  donneront  une  transfor- 
mation birationnelle  entre  le  paraboloïde  hyperbolique  équilatère 
et  la  cyclide  de  Dupin.  Si  dans  le  système  (5)  nous  changeons 

c,  c',  c"  en  -^9  "îp'  "^^  ^lî^M  ^1  représentent  les  coordonnées  du 

paraboloïde.  Nous  pouvons  alors  exprimer  x,  y,  z  rationnelle- 
ment en  X4,^i,  ^1,  et  nous  avons  une  transformation  birationnelle 
entre  le  paraboloïde  et  la   sphère.   Rapprochant  alors   les  deux 
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transformalions  et  éliminant  x^  y^  s,  nous  obtenons  une  transfor- 
matioD  birattonnelle  entre  la  cyclide  de  Dupin  et  la  sphère.  Une 
propriété  intéressaale  rapproche  d'ailleurs  ces  deux  surfaces.  Les 
congruences  de  leurs  normales  se  réfléchissent  parallèlement  aux 
axes  de  deux  paraboloïdes  :  du  pwafaoloïde  hyperbolique  équila- 
tère  pour  la  cjciide,  du  paraboloïde  de  révoiaùoo  pour  la  sphère. 
Nous  sommes  donc  invités  à  chercher  une  transformation  bira- 
tionnelle  qui  relie  la  sphère  au  paraboloïde  de  révolution  doal  le 
fojer  occupe  le  centre  de  cette  sphère.  Il  ne  nous  restera  plas 
qu'à  établir  la  transformation  birationnelle  qui  relie  les  deux  pa- 
raboloïdes et  ainsi  nous  aurons  obtenu  un  cycle  fermé  de  ces 
transformations. 

Nous  allons  en  dresser  le  Tableau,  et,  pour  procéder  avec  ordre, 
nous  désignerons  par  x,  y,  s;  Xt,  y^,  z^]  x^,  ^2,  «a  ;  ^i,  ^s,  ^s 
les  systèmes  de  coordonnées  respectives  du  paraboloïde  hyperbo- 
lique équilatère,  de  la  cyclide,  de  la  sphère,  du  paraboloïde  de 
révolution. 

Enfin  nous  aurons  recours  à  la  notation  (o,  i)  (1,  2),  etc.  pour 
désigner  les  transformations  relatives  aux  surfaces  de  coordonnées 

{^fyy^)i  (^M^i,  ^i)i  etc. 
Nous  avons  donc 

Xi  V»  H-  2  a* 


Zi-i-^a  a?* -h ^* -h  4 a* 

Vi                                                                      ar*  -h  2  a' 
v= — aa — ~ 1  yi=2V— r—.i 


yl —  ipt 

4,  =  aa  • 


ic,  =  2t\a?|— = ; ; T"»'         ^i  =  îi  ; et;; ^u 

_  ia -\- zx  a  aj:!-»-(R  —  ^j)« 

.S*  =  t\ 


Rr, 


ar,=- 


7i=- r 


Zz-\-7.C 

R/a 


Zx  — 

^  y\- 

•x\ 

R    R- 

^t 

3  = 

} 

^3  = 

'>cyt 

2C-5i 

'•3  — "■ 

z,-R- 
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et 

c  a 

a  c 

c  a 

Les  quatre  surfaces  considérées  sont  ici  déGnies  par  le  système 


(lo)    . 

C  désigne  ici  une  constante. 

Ces  quatre  systèmes  forment  le  cycle  complet.  Nous  pouvons 
toutefois  y  joindre  les  deux  systèmes  (o,  2),  (i,  3)  qui  relient  le 
paraboloïde  hyperbolique  équilatère  à  la  sphère  et  le  paraboloïde 
de  résolution  à  la  cyclide. 

Nous  trouvons 

a   yî-h  VLC^ 
a?i  =  — --  -^ x$, 

a    xî-h  ^c* 


yt="- 

-««== 

xt  — 

2C 

a^i 

Zi-^%a 

ri  =  - 

-  2C 

yi 

-Si  =3 • 

1C    2j-h  2C 


L^nterprétation  géométrique  de  ces  systèmes  offre  un  intérêt 
particulier  quand  on  introduit  Tliypothèse 


R 

a  =  c  = • 

2 


Alors  les  projections  sur  le  plan  des  xy  des  points  associés  sur 
les  deux  paraboloïdes  se  confondent.  Le  système  (o,  3)  donne  en 
effet 

^8  =  ^»      yi  =  y- 
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De  ce  fait  nous  pouvons  déduire  la  proposition  suivante  : 

Soient  donnés  un  paraboloïde  de  révolution  et  un  parabo^ 
loïde  hyperbolique  équilatère  de  même  axe  définis  par  les 
équations  du  système  (lo)  oà  Von  suppose  2a=  2C  = —  R;  tout 
rayon  incident  parallèle  à  l'axe  des  z  se  réfléchira  sur  cha- 
cune de  ces  deux  surfaces  suivant  des  directions  respective- 
ment normales  à  la  sphère  et  à  la  cyclide  du  même  système 
(lo)  et  rencontrant  ces  deux  surfaces  en  des  points  liés  par  la 
transformation  birationnelle  (ij  2). 

Dans  la  même  hypothèse  les  deux  groupes  de  formules  du  sys- 
tème (2,  3)  deviennent  identiques. 

Ainsi  donc  le  système  (2,  3)  définit  une  transformation  réci'- 
proque  entre  les  points  du  paraboloïde  de  révolution  et  l'une 
des  sphères  normales  aux  rayons  réfléchis  sur  cette  surface, 
la  direction  des  rayons  incidents  étant  supposée  parallèle  à 
l'axe. 

Si  dans  le  système  (2,  3)  nous  faisons  toujours  2c  = — R  le 
point  du  plan  des  xy  de  coordonnées  x^y^  sera  à  la  fois  projec- 
tion orthogonale  sur  ce  plan  d'un  point  du  paraboloïde  de  révo- 
lution, et  projection  centrale  sur  le  même  plan  de  point  corres- 
pondant de  la  sphère,  le  pôle  de  projection  étant  situé  en  un  des 
points  où  Taxe  des  z  rencontre  la  sphère. 

Cette  transformation  d'un  point  de  la  sphère  en  sa  projection 
centrale  que  nous  venons  de  définir  est  celle  (à  un  coefficient  près 
d'homothétie)  par  laquelle  on  passe  de  la  surface  plane  à  la  sur- 
face sphérique  de  Riemann. 

Nous  n'avons  déterminé  qu'une  seule  anlicaustique  du  parabo- 
loïde, alors  que  leur  ensemble  constitue  une  famille.  Mais  rien 
n'est  plus  aisé  que  de  déduire  cette  famille  de  l'équation  de  la  cy- 
clide. Écrivons 

5  =a(M«-h  wî)-+-  pi(n- wf^i), 

P2  désignant  un  paramètre  arbitraire.  Pour  02  =  o  nous  avons 
l'équation  de  la  cyclide,  et  à  chaque  valeur  de  p2  correspond  une 
surface  parallèle  à  celle-ci,  par  conséquent  une  anticaustique  du 
paraboloïde. 
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On  sait  que  le  paramètre  p2  associé  aux  paramètres  p,  pi  des 
lignes  de  courbure  permet  de  définir  un  système  cyclique  dont 
fait  partie  la  cyclide  de  Dupin. 

Nous  n^insisterons  pas  sur  ces  résultats  et  nous  avons  hâte  d^en 
venir  à  l'étude  des  anticaustiques  relatives  à  certaines  courbes 
tracées  sur  le  paraboloïde. 

11. 

Coupons  le  paraboloïde  par  un  plan  parallèle  à  Taxe  des  :;. 
Soit  9  Tanglc  de  ce  plan  avec  celui  des  xz.  Si  l'on  effectue  un 
changement  de  plans  de  projection,  tel  que  le  plan  de  section 
devienne  celui  des  yz^  x\  y',  z'  les  nouvelles  coordonnées  peuvent 
être  définies  par  le  système 

ar'  =  a- cosô  H-^  sin6 -ha^J,, 
y  =  y  cos6  —  orsinO  -+-/i, 
z'  =  o. 

"^0^  ^'o>  coordonnées  de  l'ancienne  origine  par  rapport  à  la  nou- 
velle,  peuvent  être  choisies  sur  le  plan  de  section  de  telle  sorte 

qu'on  ait 

xi  =      X  cosaô, 

^J  =— Xsinaô, 

X  désignant  la  distance  de  l'ancienne  origine  à  la  nouvelle. 
L'équation  du  paraboloïde  hyperbolique  devient  alors 

cos20(j^'»—  a?'*)  -h  2  Hni^x'y -\-  'x\x* —  cosiOX' —  ^as'  =  o 

et  la  parabole  de  section  sera  définie  par  le  système 

x'  =  o, 
cosaOy»—  ^az'  —  cosaOX*  =  o. 

En  tenant  compte  des  relations 

a;'=  a:  cosO -1-^  sinO-h  ar'o  =  o,        xi=Xcos20,        j^'= — Xsin20 

il  vient 

X  = — y  sînO  —  X  cos9, 

y  =      y  cosO  -h  X  sîii  0. 

XXXIV.  lO 
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11  suffît  de  porter  ces  valeurs  dans  le  second  groupe  du  système 
(o,i)y  qui  définit  les  coordonnées  de  la  cyclide  de  Dupin,  pour 
obtenir  Tanticaustique  de  la  section. 

On  trouvera  en  particulier 


Z 


X  sinaO  Y -i-2a  sinôZ        Xsiii-iOar — 2acosOZ        sinÔX-HcosôY 

Nous  voyons  par  celte  équation  que  les  paraboles  détermi- 
nées sur  le  paraboloïde  par  des  plans  parallèles  à  l'axe  des  z 
adine Lient  pour  anticaustique  V intersection  de  deux  cubiques 
dont  l'une  est  la  cyclide  de  Dupin. 

Les  cosinus  directeurs  des  rayons  réfléchis  vérifient  la  relation 

2a{c  cosô  —  c'sinO)  -h  X(c'—  i)cosaO  =  o. 

Cette  équation  montre  que  les  rayons  réfléchis  sur  la  poja- 

bole  de  section  font  un  angle  constant  avec  une  direction  fixe. 

Cet  angle  a  pour  valeur 

X  COS2  0 
cos  V  =  ■  • 

v/X*  cos*  2Û  -h  4a* 

Quand  le  plan  de  section  passe  par  Taxe  des  z,  on  a  X  =  o.  x 
et  y  sont  alors  définis  par  les  expressions 

X  = — y  sinO, 

jr  =      ^'cOsO 

et  les  coordonnées  de  Tanticauslique  ont  pour  expressions 

.,  ,  ^y*  COS*0-h-2ûf* 

•^  y*-H4a* 

-,  r     •      n    y*  Sin*  0  -h  9.rt* 

\  =      ly  sinO  ^ , 

•^  ^*-h4a* 

_  v'*  cos  2  6 

L'élimination  de  y  donne  entre  autres  équations 

X*— Y«-+-2cof20XY-+-4aZ  =  o, 
(X«-i-  y*  -h  2Z*)  sinuô  4-  2XY  =  o, 
_         XcQsQ-^  YsinQ 
XcosO  — YTmÔ' 
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Nous  voyons  donc  que  les  intersections  du  par aboloïde  hy- 
perbolique équilatère  açec  un  plan  passant  par  Vaxe  des  z 
admettent,  pour  anticaustiques,  des  courbes  sui\?ant  lesquelles 
trois  surfaces  du  deuxième  degré  coupent  la  cyclide  de  Dupin. 

Les  cosinus  directeurs  des  rayons  réfléchis  vérifient  ici  la  rela- 
tion 

ccos6  —  c'sîn6  =  o 

qui  montre  que  ces  rayons  sont  tous  parallèles  à  un  plan  passant 
par  l'axe  des  z. 

Si  Ton  rapproche  cette  relation  de  Téquation 

a:cosO  H-^sinô  =  o 

qui  définit  la  direction  du  plan  de  section,  on  trouve  pour  valeur 
de  Tangle  des  deux  plans 

cosY  =  cosaO. 

D'où  nous  pouvons  tirer  cette  conclusion  :  Soient  données  sur 
le  paraboloïde  hyperbolique  équilatère  défini  par  V  équation  {y) 
deux  plans  symétriques  par  rapport  au  plan  des  xz,  les 
rayons  parallèles  à  Vaxe  des  z  se  réfléchiront  sur  chacune 
des  paraboles  de  section  suivant  des  directions  parallèles  au 
plan  de  Vautre  parabole. 

Pour  6  =  0  les  deux  plans  se  confondent  et  dès  lors  les  rayons 
réfléchis  doivent  se  trouver  dans  le  plan  de  section.  L'intersection 
de  ce  plan  avec  la  cyclide  étant  l'anticaustique  de  la  parabole  doit 
se  réduire  à  un  cercle.  On  vérifie  sans  peine  qu'il  en  est  bien  ainsi. 
En  eflet  l'équation  (2)  de  la  cyclide  peut  se  mettre  sous  la  même 

forme 

(Z-2a)(X«-+-Z»—  2aZ)-h(Z«H-2a)Y«=o. 

Or,  pour  la  section  du  paraboloïde  déterminée  par  la  valeur 
0  =  0,  on  a  Y  =  o  et  l'équation  de  la  cyclide  se  décompose  en 
deux  équations  dont  Tune  définit  bien  un  cercle. 

Les  sections  les  plus  intéressantes  du  paraboloïde  sont  celles 
qu'on  obtient  en  faisant  successivement  x  e\.  y  constants.  Nous 
avons  vu  que  ces  quantités  sont  les  paramètres  des  lignes  de  cour- 
bure de  la  cyclide.  Les  anticausliques  des  paraboles  de  section 
seront  donc  les  cercles  qui  constituent  les  lignes  de  courbure  de 
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cette  surface.  Nous  pouvons  résumer  les  propriétés  du  système  de 
rayons  réfléchis  dans  la  proposition  suivante  : 

Soit  donné  le  paraboloïde  hyperbolique  équilatère  défini 
par  Véquation  (i);  les  parallèles  à  Vaxe  des  z  se  réfléchi- 
ront sur  les  paraboles  de  la  sur/ace  situées  dans  des  plans 
parallèles  aux  plans  coordonnés  sui\?ant  les  génératrices  d^un 
cône  de  révolution.  Ces  cônes  ont  leur  sommet  sur  l'une  des 
paraboles  auxquelles  se  réduisent  les  deux  nappes  de  la  dé- 
veloppée de  la  cyclide  deDupin  normale  aux  rayons  réfléchis. 
Ils  enveloppent  la  seconde  de  ces  paraboles,  la  parabole  de 
section  et  admettent  pour  sections  droites  leurs  intersections 
avec  la  cyclide  et  toutes  les  surfaces  parallèles  à  celles-ci. 

En  égalant  z  à  une  constante  dans  Téquation  du  paraboloïde, 
on  obtient  une  série  de  sections  parallèles  qui  admettent  pour 
anticaustique  les  intersections  de  la  cyclide  avec  la  surface  du 
second  degré  définie  par  Téquation 

a(Y«— X«)  — «Z«  — 4a«(Z  — -ï)  =  o. 

On  trouve  pour  équation  de  la  représentation  sphérique 

a(c*  — c'«)-h2(i-c')«  =  o. 

Nous  pouvons  en  terminant  considérer  les  courbes  d'intersection 

du  paraboloïde  par  un  cylindre  ile  révolution  ayant  pour  axe  celui 

des  z. 

On  a  ici 

afl-\-y'=i  k^  sconst. 
et  l'on  trouve 

A:*— 4a« 


c'  = 


A:«-+-4a» 


Cette  relation  nous  montre  que  les  rayons  réfléchis  font  un 
angle  constant  avec  l'axe  des  z.  Pour  k^=^ia^  ces  rayons  deviennent 
perpendiculaires  à  cet  axe. 

L'anticaustique  se  trouve  ici  sur  la  surface  de  révolution  du 
second  degré  : 

4aï(X«4- Y«  — Â:«)4-(A«-h8a»)Z«=o. 
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SUR  LEXTENSION  A  L'ESPACE  DU  THÉORÈME  DES  P0LT60NES 
DE  PONGELET  PAR  DES  POLTËDRES  DE  GENRE  un\ 

Par  M.  G.  Fontené. 

I. 

1.  Dans  un  Mémoire  inséré  au  Balte  tin  (l.  XXXII,  1904, 
p.  a84),  j*ai  d'abord  montré  que  Textension  du  théorème  des 
polygones  de  Poncelet  à  l'espace  a  des  chances  de  réussir  en  em- 
ployant des  polyèdres  homogènes  de  genre  un,  dont  les  faces 
sont  des  quadrilatères  et  dont  les  angles  solides  sont  des  angles 
tétraèdres  ;  j'ai  donné  à  ces  polyèdres  le  nom  de  polyèdres  réti- 
culés, qui  rappelle  la  disposition  des  sommets  en  q  séries  Ae  p 
sommets  d'une  part,  en  p  séries  de  q  sommets  d'autre  part,  et  la 
disposition  analogue  des  faces. 

Un  tel  polyèdre,  avec  des  sommets  en  nombre  pq,  des  faces  en 
nombre  pq^  dépend  régulièrement  de  2  pq  paramètres.  S'il  doit 
être  circonscrit  à  une  quadrique  donnée  S,  et  inscrit  à  une  qua- 
drique  donnée  S',  ce  qui  forme  en  général  T.pq  conditions,  il 
semble  que  l'on  a  affaire  à  un  problème  déterminé;  mais  peut-être 
ce  problème  est-il  en  réalité  généralement  impossible,  et  ne 
devient-il  possible  qu'en  devenant  indéterminé. 

Avec  /?=:3,  çr  =  3,  le  polyèdre  dépend  exceptionnellement 
de  18  +  1  paramètres.  J'ai  montré  que  la  recherche  d'un  polyèdre 
de  cette  nature  circonscrit  à  une  quadrique  S  et  inscrit  à  une  qua- 
drique S',  recherche  qui  est  un  problème  simplement  indéterminé 
en  apparence,  est  en  réalité  un  problème  généralement  impos- 
sible, et  qui  ne  devient  possible  qu'en  devenant  doublement  indé- 
terminé. La  condition  de  fermeture  est 

/x7±v/r,±/x;div/x:=o, 

les  \  étant  les  racines  du  discriminant  de  la  forme  XS  -f-  S'. 

Je  considère  ici  un  nouveau  cas  pour  lequel  j'ai  pu  établir  en 
toute  rigueur  la  condition  de  fermeture 

que   j'avais  indiquée   comme    probable   {Bulletin,   t.   XXXIII, 
p.  1 15). 
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2.  Si  Ton  suppose  que,  dans  un  polyèdre  réticulé  correspon- 
dant aux  valeurs  />  =  4,  />  =  4?  '^^  sommets  opposés  se  confondent 
deux  à  deux,  on  obtient  un  polyèdre  II,  présentant  8  faces  qua- 
drangulaires,  8  angles  solides  tétraèdres  {Bulletin^  t.  XXXllI, 
p.  ii6),  ce  polyèdre  dépend  encore  exceptionnellement  de 
i6  -f- 1  paramètres.  Les  sommets  d'uti  polyèdre  FI  formant  en  outre 
un  système  de  points  de  Lamé,  en  même  temps  que  les  plans  de 
ses  faces  forment  un  système  de  plans  de  Lamé,  le  problème  de 
construire  un  tel  polyèdre,  circonscrit  à  une  quadrique  S  et  inscrit 
à  une  quadrique  S',  est  un  problème  triplement  indéterminé  en 
apparence;  je  ferai  voir  que  ce  problème  est  en  réalité  un  pro- 
blème généralement  impossible,  et  qui  ne  devient  possible  qu'en 
devenant  quadruplement  indéterminé;  la  condition  de  fermeture 
est  écrite  ci-dessus. 

3.  J'ai  montré  {Bulletin,  t.  XXXIV,  p.  7)  (•)  que  les  8  points 
et  les  8  plans  d'un  octup le  gauche  complet  sont,  de  trois  manières 
différentes,  les  sommets  et  les  plans  des  faces  d'un  polyèdre  FI; 
et  le  problème  qui  se  pose  pour  un  tel  polyèdre  est  identique  à 
celui-ci  :  lorsque  deux  quadriqnes  S  et  S'  admettent  un  octuple 
gauche  complet  circonscrit  à  l'une  et  inscrit  à  l'autre,  satisfont- 
elles  à  la  condition  invariante  écrite  ci-dessus,  de  manière  à 
admettre,  non  une  triple,  mais  une  quadruple  infînité  de  sem- 
blables octuples? 

4.  Avant  d'aborder  cette  question,  nous  devons  en  étudier  une 
autre. 

L'octuple  gauche  complet  peut  être  regardé,  de  quatre  manières 
différentes,  comme  un  ensemble  de  deux  tétraèdres  dont  chacun 
est  inscrit  à  l'autre;  cette  configuration  s'était  offerte  sous  ce 
point  de  vue  à  M.  Humbert  (Bulletin,  t.  XXXII,  p.  142).  Ce 
géomètre,  comme  conséquence  d'un  théorème  que  j'avais  déjà  fait 
connaître,  et  qu'il  a  obtenu  de  son  côté,  a  démontré  (en  considé- 
rant des  tétraèdres)  un  théorème  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Lorsque  les  8  points  communs  à  une  quadrique  réglée  S  et 


(  *  )  Le  polyèdre  n  est  représenté  en  cet  endroit  sous  son  aspect  le  plus  frap- 
pant; la  figure  est  empruntée  à  une  Note  de  M.  Bricard,  qui  a  signalé  le  premier 
l'existence  de  ce  polyèdre. 
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à  un  biquadraliqae  û  sont  les  sommets  de  deux  quadrilatères 
de  génératrices  appartenant  à  S,  il  existe  une  double  infinité 
d'octuples  gauches  complets  circonscrits  à  la  quadrique  et 
inscrits  à  la  biquadratique ;  réciproquement^  . . . 

L'existence  d'w/i  ^^///octuple  gauche  circonscrit  à  la  quadrique 
et  inscrit  à  la  biquadratique  enlraîne-t-elle  que  les  8  points  com- 
muns soient  les  sommets  de  deux  quadrilatères  de  génératrices 
appartenant  à  la  quadrique,  etc.?  Un  décompte  de  paramètres  en 
rend  Taffirmation  vraisemblable  {Bulletin,  t.  XXXI V,  p.  i3); 
mais  ce  mode  de  raisonnement,  souvent  légitime,  est  insuffisant  en 
l'espèce.  Un  Mémoire  récent  de  M.  Bricard  {Bulletin^  t.  XXXIV, 
p.  17)  donne  le  moyen  de  faire  la  démonstration. 

S.  L'octuple  gauche  complet  peut  être  regardé,  de  quatre  ma- 
nières différentes,  comme  un  hexaèdre  dont  les  plans  des  faces 
sont  6  des  8  plans  du  système,  et  dont  les  sommets  sont  les  8  points 
du  système,  les  deux  tétraèdres  bien  connus  que  l'on  peut  ordinai- 
rement inscrire  à  un  hexaèdre  se  réduisant  à  des  quadrangles  plans. 
Corrélativement,  on  peut  le  regarder,  de  quatre  manières  diffé- 
rentes, comme  un  octaèdre  dont  les  sommets  sont  6  des  8  points 
(a,  a'),  (6,  b'),  (c,  c'),  (rf,  d')  du  système,  et  dont  les  plans  des 
faces  sont  les  8  plans  du  système,  avec  cette  particularité  :  les  faces 
de  l'octaèdre  étant  réparties  en  deux  groupes  de  quatre  faces,  tels 
que  deux  faces  quelconques  d'un  même  groupe  aient  en  commun 
un  sommet  et  un  seul,  les  quatre  faces  d'un  même  groupe  ont  un 
point  commun.  C'est  à  ce  dernier  point  de  vue  que  M.  Bricard 
envisage  l'octuple  gauche. 

Étant  donnée  une  biquadratique  Û,  on  peut  lui  inscrire  00'  oc- 
tuples  gauches,  dont  les  couples  de  sommets  (a,  «'),  (6,  6'),  (c,  c'), 
(rf,  rf')  appartiennent  à  l'une  des  trois  involutions  bien  connues 
qui  transforment  la  courbe  en  elle-même  :  on  peut  se  donner  à 
volonté  l'un  des  8  plans  de  l'octuple,  soit  le  plan  abcd.  Les  8  plans 
d'un  octuple  formant  un  système  de  Lamé,  il  existe  oo^  quadriques 
inscrites  à  chacun  de  ces  octuples  :  il  semble  donc  qu'il  existe 
cx>*  quadriques,  inscrites  aux  octuples  que  l'on  peut  inscrire  à  une 
biquadratique  ;  si  l'on  démontre  que  ces  quadriques  sont  réellement 
en  nombre  00',  il  en  résultera  que  chacune  d'elles  est  inscrite  à  oc^ 
des  octuples  considérés,  et  toute  quadrique  admettant  un  octuple 


Digitized  by 


Google 


—  156  — 

qui  lui  est  circonscrit,  en  même  temps  qu'il  est  inscrit  à  la 
biquadratique,  admettra  oo*  semblables  octuples  :  le  fait  préa- 
lable que  nous  avons  en  vue  sera  établi. 

Or,  M.  Bricard  a  donné  d\ine  invoUuion  I,  telle  que  celles  dont 
on  vient  de  parler,  une  expression  algébrique  qui  se  prête  mieux 
au  traitement  de  certaines  questions  que  l'expression  par  les  fonc- 
tions elliptiques  :  Si 

/  =  o,  /'=o,  ..,,  ...,  ...,  ...,/>  =  o,/?'=o 

sont  les  équations  tangentielles  de  quatre  couples  de  points  faisant 
partie  de  Tinvolulion,  Téqualion 

(S)  X//'-f- {Jtm/w'-4- v/i/i'-hr/?/>'=  o, 

bien  qu'elle  renferme  seulement  trois  paramètres,  se  trouve  (en 
raison  de  la  dépendance  des  8  points)  pouvoir  représenter  une 
infinité  de  quadriques  réduites  à  deux  points,  et  ces  couples  de 
points  sont  les  couples  involulifs  que  Ton  a  en  vue.  Considérons 
alors  un  octuple  gauche  inscrit  à  la  biquadratique  û,  les  couples  de 
sommets  étant  (a,  a'),  (6,  è'),  (c,  c'),  (rf,  d').  Prenons  sur  Û  des 
couples  involutifs  AA'=o,  CC'=o;  parmi  les  quadriques  du 
faisceau  tangentiel 

AA'-+-pCC'=o, 

il  y  en  a  une  qui  touche  le  plan  abcd^  et  elle  est  inscrite  à  l'ocluple 
considéré  (Mémoire  de  M.  Bricard,  p.  23);  en  faisant  varier  indé- 
pendamment les  deux  couples  AA'  et  CC,  on  aura  toutes  les  qua- 
driques inscrites  à  cet  octuple  (ibid,,  p.  26  et  27).  Si  maintenant 
on  fait  varier  l'octuple  que  l'on  considère,  on  aura  des  quadriques 
en  nombre  ce*,  puisqu'on  les  a  toutes  en  faisant  varier  le  couple  AA', 
le  couple  ce,  et  le  multiplicateur  p.  Le  fait  annoncé  plus  haut 
est  donc  établi.  On  remarquera  que  les  quadriques  dont  il  s'agit 
ici,  en  nombre  inftni  00',  sont  les  quadriques  représentées  par 
l'équation  (S),  où  ).,  [x,  v,  tz  varient  arbitrairement. 

Le  fait  que  toute  quadrique  2  admettant  un  octuple  qui  lui  est 
circonscrit,  en  même  temps  qu'il  est  inscrit  à  la  biquadratique^ 
admet  nécessairement  œ^  semblables  octuples,  vient  d'être  démon- 
tré sans  faire  intervenir  explicitement  le  théorème  de  M.  Humberl. 
Mais  il  faut  observer  que,  Téqualion  de  la  quadrique  ^  pouvant 
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être  mise  sous  la  forme  AA'-f-  p  CG'=  o,  cette  quadrique  contient 
le  quadrilatère  AA'CC  dont  les  sommets  sont  des  points  de  la 
biquadratiqiie  ;  si  d'ailleurs  BB'  et  DD'  sont  les  deux  couples  de 
points  qui  forment  avec  les  couples  A  A'  et  CC  les  sommets  d'un 
octuple  gauche  inscrit  à  la  biquadralique,  on  a  une  identité  de  la 
forme 

AA'-t-  pCC'sA-(BB'-f-  <jDD'), 

puisque  la  quadrique  formée  des  deux  points  D  et  D'  est  inscrite 
à  l'octaèdre  qui  a  pour  sommets  les  points  A,  A',  B,  B',  C,  C; 
l'équation  de  la  quadrique  S  peut  donc  aussi  se  mettre  sous  la 
forme  BB'-4-  o"DD'=  o,  de  sorte  que  cette  quadrique  contient  éga- 
lement le  quadrilatère  BDB'D', 

6.  La  question  préalable  posée  au  n°  4  étant  ainsi  résolue  par 
l'affirmative,  arrivons  à  la  question  posée  au  n°  3,  et  qui  est  celle 
que  nous  avons  réellement  en  vue.  Soit  un  octuple  gauche  circon- 
scrit à  une  quadrique  S  et  inscrit  à  une  quadrique  S'.  Parles  som- 
mets aa! ^  éé',  cc\  dd!  de  cet  octuple,  on  peut  faire  passer  une 
infinité  de  biquadratiques  û  tracées  sur  S'  :  considérons  l'une  de 
ces  biquadratiques.  D'après  ce  qui  précède,  les  8  points  communs 
à  la  biquadratiqueÛ  et  à  la  quadrique  S  sont  les  sommets  de  deux 
quadrilatères  de  génératrices  ABA'B'  et  CD  CD' appartenante  S, 
de  sorte  qu'il  existe  deux  contours  quadrangulaires  situés  sur  S 
et  inscrits  à  S',  ou  encore  deux  contours  quadrangulaires  situés 
sur  S  et  inscrits  à  la  biquadratique  C  qui  est  la  trace  de  la  qua- 
drique S'  sur  la  quadrique  S.  Mais  on  sait  qu'un  tel  contour  ne 
peut  exister  sans  qu'il  en  existe  une  infinité,  et  j'ai  montré  (Nou- 
velles Annales,  igoD,  p.  ijg)  que  la  condition  de  fermeture  est 
celle-ci  :  les  racines  du  discriminant  de  la  forme  XS  -h  S'  doivent 
satisfaire  à  la  condition 

Ainsi,  par  le  fait  qu'un  octuple  gauche  est  circonscrit  à  une 
quadrique  S  et  inscrite  une  quadrique  S',  ces  deux  quadriques  ne 
sont  pas  quelconques;  elles  vérifient  la  condition  précédente,  et 
il  existe  une  infinité  de  contours  quadrangulaires  situés  sur  S  et 
inscrits  à  S'  (ou  à  la  biquadratique  commune  C).  Soient  AC  A'C 
et  BDB'D'  deux  de  ces  contours  (Jlg»   i);  les  8  points  (A,  A'), 
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(B,  B'),  ...,  qui  sonr  d'ailleurs  les  sommets  d'un  octuple  gauche 
complet,  étant  communs  aux  quadriques  (i,i')>  (**?  ^')y  {^^  ^')i 
(4,  4')  dont  chacune  est  un  système  de  deux  plans,  sont  8  points 
de  Lamé,  et  Ton  peut  faire  passer  par  ces  points  une  infinité  de 
biquadratiques  Û  tracées  sur  S';  dans  chacune  de  ces  biquadra- 


Fig.  1. 


tiques  Û  on  peut  inscrire,  d'après  le  théorème  de  M.  Humberl, 
une  double  infinité  d'oc  tu  pies  gauches  complets  circonscrits  à  S. 
Il  semble  que  Ton  aurait  ainsi  oo^  octuples  gauches  complets 
inscrits  à  S'  et  circonscrits  à  S.  Mais  il  n'en  peut  être  ainsi,  car 
il  existerait  par  cela  même  oc^  tétraèdres  inscrits  à  S' et  circonscrits 
à  S,  et,  en  vertu  d'un  théorème  auquel  il  est  fait  allusion  plus 
haut,  les  deux  quadriques  devraient  avoir  en  commun  un  quadri- 
latère de  génératrices,  ce  que  l'on  ne  suppose  pas  (on  devrait  avoir 
pour  cela  X|  =  X8,  X2=  A*).  Il  arrive  que  chacun  des  octuples 
gauches  obtenus  se  présente  oc*  fois;  on  les  obtient  tous,  une  fois 
chacun,  en  laissant  fixe  le  quadrilatère  ACA'C,  et  en  faisant 
varier  seulement  le  quadrilatère  BDB'D';  et  l'on  se  rend  compte 
de  ce  fait  en  se  rappelant  que  les  sommets  (â,  a'),  (6,  b'),  ...,  d'un 
octuple  gauche  sont  8  points  de  Lamé,  de  sorte  que  l'on  peut  faire 
passer  par  ces  points,  et  par  le  point  A  donné  à  l'avance,  une 
biquadratiqueû  tracée  sur  S'  :  il  se  trouve  que  cette  biquadratique 
passe  par  les  quatre  sommets  du  quadrilatère  ACA'C,  et  qu'elle 
rencontre  encore  la  biquadratique  C  en  quatre  points  BDB'D' 
qui  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  de  génératrices  tracé  sur  S. 
Le  fait  annoncé  au  début  est  donc  établi  :  l'existence  d'un  octuple 
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gauche  complelcirconscrit  à  une  quadrlque  S  et  inscrit  à  unequa- 
drique  S'  suppose  la  condition  de  fermeture  qui  a  été  indiquée, 
et  entraîne  Texistence  d'une  quadruple  infinité  de  semblables 
octuples. 

ir. 

7.  Le  résultat  précédent  apportant  une  confirmation  nouvelle 
aux  vues  que  j'ai  exposées  précédemment,  il  n'est  pas  sans  intérêt 
de  compléter  sur  quelques  points  l'étude  des  polyèdres  tétrago- 
naux.  Je  montrerai  d'abord  qu'un  tel  polyèdre  peut  être  constitué 
d'une  manière  plus  générale  que  celle  que  j'ai  indiquée  tout 
d'abord  :  aux  deux  caractéristiques  p  et  ^r  vient  s'en  adjoindre  une 
troisième  r. 

La  figure  ci-dessous  représente  une  partie  d'un  polyèdre  tétra- 

Fig.  2. 


gonal  affectant  la  forme  générale  d'un  tore.  Les  arêtes  formant  des 
suites  ou  contours  de  première  espèce 

A}AJ  ...A«,  BiB}...Bt,  G1...,F4, 

l'indice  supérieur  étant  constant,  et  des  suites  ou   contours  de 
seconde  espèce 

A|AÎ...AÎ,B1B}...BÎ,C}...,FV, 

l'indice  inférieur  étant  constant;  les  deux  contours  considérés  ont 
en  commun  les  sommets 

A},B1,G1,  ...,F}, 

dont  le  nombre  sera  désigné  par/>,  et  ce  fait  est  général  pour  deux 
contours  d'espèces  différentes.  Si  p  est  le  nombre  des  contours 
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de  seconde  espèce,  et  q  celui  des  contours  de  première  espèce,  le 
nombre  des  sommets  est  pqr'^  chacun  des  q  contours  de  première 
espèce  contient  en  effet /?r  =  P  sommets,  puisqu^il  est  rencontré 
en  r  points  par  chacun  des/>  contours  de  seconde  espèce;  chacun 
des  p  contours  de  seconde  espèce  contient  de  même  qr  =  Q 
sommets. 

Un  polyèdre  tétragonal  d'indice  r  peut  être  déduit  d'un  polyèdre 
tétragonal  d'indice  i.  Soit  en  effet  un  polyèdre  tétragonal  d'in- 
dice I,  dont  les  contours  de  première  espèce  renferment  P  som- 
mets, dont  les  contours  de  seconde  espèce  renferment  Q  sommets, 
et  soit  /•  un  diviseur  commun  aux  nombres  P  et  Q,  de  sorte  que 
l'on  aP  =  )pr,  Q  =  qr;  si  Ton  suppose  que  les  contours  de  pre- 
mière espèce,  dont  le  nombre  est  qr,  se  confondent  de  r  en  r,  et 
que  les  contours  de  seconde  espèce,  dont  le  nombre  est  pr,  se 
confondent  également  de  r  en  r,  on  arrive  à  un  polyèdre  tétragonal 
d'indice  r. 

Pour  former  les  contours  précédents,  on  a  fait  suivre  une 
arcte  MN,  au  point  N  par  exemple,  de  l'arête  NP  qui  lui  est 
opposée  dans  l'angle  tétraèdre  N  du  polyèdre  ;  les  contours  d'arêtes 
ainsi  obtenus  ont  pour  sommets  les  sommets  du  polyèdre,  et  peu- 
vent être  appelés  contours  ponctuels  d'arêtes.  Corrélativement, 
on  peut  former  d'antres  contours  en  faisant  suivre  une  arête  (/?i,/i), 
dans  le  plan  n  par  exemple,  de  l'arête  (/i,  p)  qui  lui  est  opposée 
dans  la  face  quadrangulaire  du  polyèdre  situé  dans  le  plan  n; 
les  contours  d'arêlcs  ainsi  obtenus  ont  pour  plans  de  leurs  angles 
les  plans  des  faces  du  polyèdre,  et  peuvent  être  appelés  contours 
tangent  le  Is  d'arêtes. 

Aux  valeurs  p  =  2^  q  =  2^  /;=  2  correspond  le  polyèdre  tétra- 
gonal à  8  sommets  et  à  8  faces  dont  il  a  été  question  au  paragraphe!  ; 
si  l'on  se  reporte  aux  figures  données  précédemment  (Bulletin, 
t.  XXXllI,  p.  116  et  117),  les  deux  contours  ponctuels  de  pre- 
mière espèce  sont  abcd,  a'b'c  d'  et  les  deux  contours  ponctuels 
de  seconde  espèce  sont  adca'  et  bd!db'.  La  première  des  deux 
figures  en  question  permet  de  concevoir  un  polyèdre  tétragonal 
d'indice  2,  avec  p  t\  q  quelconques. 

Si  l'on  fait  /?  =  3,  5^  =  1,  /'  =  3,  on  obtient  un  polyèdre  tétra- 
gonal à  9  sommets  et  à  9  faces.  Soit  AA'A"BB'B''CG'C  le  con- 
tour ponctuel  d'arêlcs  de  première  espèce;  les  trois  contours  de 
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seconde  espèce  sont  ABC,  A'B'C,  A'^B^C.  Chacune  des  arêtes, 
AB,  A'B',  A"B",  BC,  B'C,  . . .  rencontre  la  suivante,  et  ces  arêtes 
forment  le  contour  tangentiel  de  première  espèce,  contour  dont 
nous  désignerons  les  sommets  parla  notation  i,  u,  3,  . . .,  9;  en  ce 
qui  concerne  les  contours  tangentiels  de  seconde  espèce,  les  arêtes 
AA\BB',  ce,  par  exemple,  sont  deux  à  deux  coplanaires,  et  sont 
ainsi  les  arêtes  d'un  trièdre  (il  en  est  de  même  pour  les  arêtes 
A'A^  WW,  ce/,  et  pour  les  arêtes  A"B,  B"C,  C'A).  On  peut 
dire  que  les  18  arêtes  du  polyèdre  sont  les  9  côtés  du  contour 
ponctuel  AA' A",  ...,  et  les  9  côtés  du  contour  tangentiel  formé 
par  les  droites  successives  AB,  A'B',  A"B",  BC,  ...  ;  les  plans  des 
angles  de  ce  dernier  contour  sont  les  plans  des  faces  du  polyèdre. 
Pour  construire  un  tel  polyèdre,  nous  emploierons  les  trois 
contours  ponctuels  de  seconde  espèce  ABC,  A'B'C,  A"B"C".  Les 
plans  de  ces  triangles  forment  un  trièdre  Sx,  S^,  Sz;  donnons- 
nous  ce  trièdre,  et  traçons  sur  sa  surface  le  contour  i ,  2,  3,  4,  -  - .,  9> 
les  sommets  étant  successivement  sur  les  arêtes  Ss,  Sj:,  Sy^ 
S^,  ...;  nous  obtenons  dans  les  trois  faces  j'S2,  zSXyû^Sy  les 
trois  triangles  ABC,  A'B'C,  A"B"C'  :  les  droites  91,  12,  23,  34, 
45,  56  devant  contenir  les  arêtes  AB,  A'B',  A^'B%  BC,  B'C,  B'^C^ 
on  marque  B,  B',  B"  aux  intersections  des  droites  91  et  34,  12 
et  40)  ^3  et  56,  et  le  reste  va  de  soi.  Les  9  dernières  arêtes  du 
polyèdre  sont  les  arêtes 

(A A',  BB',  GC),  (A' A"  B'B',  G'C),  (A'B,  B'C,  C'A), 
concourantes  trois  à  trois. 

8.  De  combien  de  paramètres  dépend  un  polyèdre  tétrago- 
nal?  Le  nombre  commun  des  sommets  et  des  faces  étant  S,  les 
sommets  sont  astreints  à  S  conditions  par  le  fait  que  les  faces  sont 
quadrangulaires,  et  le  nombre  des  paramètres  est  2 S,  sauf  réduc- 
tion possible  du  nombre  des  conditions.  Une  telle  réduction  ayant 
lieu,  comme  on  l'a  vu,  pour  pz='i,  y  =  3,  /•  =  i ,  et  aussi  pour 
yD=:  2,  y  =  2,  r  =  2,  on  est  amené  à  se  demander  si  le  fait  n'est 
pas  général  ;  on  va  voir  qu'il  n'a  pas  lieu  pour  r=i,/>  =  3,  q^3. 

Soit  r  =  I .  On  peut  se  donner,  avec  les  notations  de  mon  pre- 
mier Mémoire,  les  p  plans  A'B'A^B^,  B'C'B^CS  ...,  et  les 
p  points  A2,  B2,  C^  . . .,  sur  les  droites  A'  A%  B'  B2,  C  C^  . . .  ^ 
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puis  les  p  plans  A^B^A^B»,  BaC^B'C»,  ...,  et  les  p  points  A», 
B^  C»,  ...,  sur  les  droites  A^A»,  B^B',  G^C»,  ...;  et  ainsi  de 
suite  jusqu'aux  points  A^,  B^,  C^,  ...  ;  le  nombre  des  paramètres 
est  ainsi 

Si  Ton  se  donne  alors  le  point  A*  quelconque,  ce  qui  détermine 
de  proche  en  proche  les  points  B*,C',  D',  ...,  la  question  est 
de  savoir  si  Ton  reviendra  au  point  A*,  comme  il  arrive  pour 
y  =  2,  y  =  3. 

A  supposer  que  les  choses  se  passent  régulièrement,  si  Ton  se 
donne  le  point  A*  quelconque  sur  la  droite  A^A*,  on  trouvera 
généralement  en  revenant  sur  celte  arête  un  point  X^  distinct  du 
point  A*  ;  il  y  aura  homographie  entre  A*  etX*,  et  les  deux  points 
doubles  de  cette  homographie  seront  les  positions  que  Ton  devra 
donner  au  point  A'  pour  revenir  à  ce  point.  Prenons /:;=:  3.  Les 
deux  positions  du  point  A*  sont,  d'une  part,  le  sommet  S  du  Irièdre 
formé  par  les  plans  A2B2A*B%  BaC'B^C»,  C^A^C'A',  d'autre 
part,  le  point  où  la  droite  A*  A*  renconire  le  plan  A^B^C^;  et  les 
deux  solutions  ainsi  obtenues  doivent  être  écartées.  C'est  que,  en 
elï'et,  on  ne  peut  pas  se  donner  arbitrairement  les  plans  A^B^A*  B* , . .. 
passant  par  les  côtés  du  triangle  A^B^C*-*,  et  les  points  A^B^C^  sur 
les  droites  qui  doivent  les  contenir.  Soient,  par  exemple,  a,  ^,  y 
les  points  ou  les  côtés  du  triangle  A^B^C^  rencontrent  les  plans 
des  faces  correspondantes  du  trièdre  S  ;  la  droite  B*  C  devant 
passer  en  a,  . . .,  le  plan  A*  B'  C*  doit  contenir  les  points  a,  ^,  y» 
qui  sont  déjà  dans  le  plan  A^BvG^;  si  donc  on  écarte  pour  le 
triangle  A^B'C*  les  deux  solutions  indiquées  ci-dessus,  les 
points  a,  ^,  y  doivent  être  en  ligne  droite,  ce  qui  réduit  d'une 
unité  le  nombre  des  paramètres,  et  le  plan  A*B^  G*  est  alors  un 
plan  quelconque  passant  par  la  droite  a,  p,  y,  ce  qui  ramène  le 
nombre  des  paramètres  à  sa  valeur  normale.  Il  y  a  toutefois 
exception  pour  le  cas  ^  =  3,  ^=  3;  on  se  donne  alors  les  plans 
A«A*A2B%  ...  et  les  points  A^  BS  GS  les  plans  A^B^ A» B»,  ... 
et  les  points  A',  B',  G';  par  la  droite  d'intersection  des  plans  A*  B*  G* 
et  A'B*G',  qui  est  ici  la  droite  a,8v,  on  mène  un  plan  quelconque 
qui  donne  les  points  A^,  B',  G*;  on  gagne  donc  un  paramètre. 
(On  aurait  pu  faire  un  raisonnement  corrélatif,  les  points  a,  p,  y 
étant  remplacés  par  des  plans.) 
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En  supposant  toujours  /?  =  3,  au  lieu  de  partir  de  trois  plans 
A*B'A-B^,  ...,  pour  arriver  à  trois  points  Av,  B^,  C^,  on  peut 
partir  des  points  A*,  B^,  C*,  et  arriver  aux  points  A^,  B^,  C^,  avec 
des  paramètres  en  nombre  2pq  —  3.  Si  l'on  se  donne  alors  le 
plan  du  triangle  A*  B' C\  ce  triangle  est  déterminé,  puisque  la 
droite  B' C*  par  exemple  doit  rencontrer  les  deux  droites  B^C*^ 
et  B^C^;  il  y  a  toujours  exception  pour  le  cas  /?  =  3,  gr  =  3,  le 
plan  A'B*C*  devant  alors  passer  par  la  droite  d'intersection  des 
plans  A^B^CS  A'B'G*,  et  chacun  des  côtés  du  triangle  A'B*C* 
dépendant  ensuite  d'un  paramètre.  (On  peut  faire  un  raison- 
nement corrélatif.  ) 


NOTE  SUR  LA  CHUTE  DES  CORPS  PESANTS; 
Par  M.  Maurice-P.  Ruozki. 

Il  y  a  quelques  mois,  M.  de  Sparre  (  *  )  a  développé  les  équations 
du  mouvement  relatif  à  la  surface  de  la  Terre.  En  abandonnant 
l'hjpolhèse  simplificative,  ordinairement  admise,  que  les  surfaces 
de  niveau  peuvent  être  considérées  comme  des  plans  parallèles, 
M.  de  SpaiTe  a  été  amené  à  introduire  (*)  dans  les  équations  cer- 
taines petites  composantes  de  l'attraction  et  de  la  force  centrifuge, 
agissant  dans  les  directions  x  et  y^  l'axe  des  z  étant  supposé 
vertical. 

Aux  développements  de  M.  de  Sparre  je  voudrais  ajouter  la 
remarque  que,  dans  les  conditions  où  il  s*est  placé,  il  convient 
d'introduire  aussi  les  composantes  des  forces  produisant  le  phé- 
nomène des  marées.  En  effet,  la  valeur  de  la  force  totale  (')  pro- 


(')  Ce  Bulletin,  t.  XXXIII,  p.  65-72  et  p.  i46-i5o.  Voir  aussi  l'article  de 
M.  Fouché,  iôid.,  p.  ]5o-i56. 

(')  Bien  entendu,  je  ne  veux  pas  dire  que  M.  de  Sparre  a  été  le  premier  à 
envisager  le  problème  sous  ce  point  de  vue. 

(*)  Pour  les  expressions  des  trois  composantes  de  la  force  (A),  voir  le  petit 
livre  de  M.  Hait,  Des  marées,  p.  17. 

J^observe  que  la  composante  horizontale  de  la  force  produisant  les  marées,  due 

à  la  Lune,   ne  peut  pas  surpasser  — ^^ Voir,  par  exemple,   le   livre  de 

M.  G.-H.  Darwin,  The  tides  and  kindred phenomena,  etc.,  p.  100. 
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duisanl  les  marées,  due  à  rallraction  de  la  Lune,  esl 


(A) 


8500000 


où  g  désigne  la  pesanteur  à  la  surface  de  la  Terre. 

Considérons  maintenant  les  composantes  de  Taltraction  ter- 
restre dans  les  directions  des  axes  x  et^;  prenons,  par  exemple, 
{^loc.  cit. y  p.  67)  la  composante 

(B)  ~gJ. 

G  est  Patlraction;  on  voit  qu'elle  diffère  très  peu  de  la  pesan- 
teur g\    Il  désigne  le  rajon  moyen   de   la  Terre.   Si    Ton  pose 

y  =  i"\  la  force  (B)  aura  la  valeur  -^ — ^—  environ,  c'est-à-dire 
•^  '  ^    *  6370000  ' 

que  les  forces  (A)  et  (B)  sont  de  même  ordre. 

Ainsi,  quand  il  s'agit  de  la  chute  libre  d'un  corps  pesant,  des 
oscillations  d'un  pendule  ou  d'un  autre  problème,  dans  lequel  les 
coordonnées  x  ^l  y  restent  toujours  très  petites,  on  ne  doit  pas 
introduire  les  petites  composantes  de  la  pesanteur,  dues  à  la  cour- 
bure des  surfaces  de  niveau,  sans  avoir  en  même  temps  égard  aux 
forces  produisant  les  marées  (*). 

Il  en  est  autrement  en  Balistique.  Les  forces  du  type  (B) 
croissent  avec  la  distance  à  l'orifice  du  canon;  à  quelques  dizaines 
de  mètres,  elles  deviennent  beaucoup  plus  grandes  que  les  forces 
du  type  (A).  Ainsi  peut-on  négliger  ces  dernières  (les  forces  pro- 
duisant les  marées). 

Il  va  de  soi  que,  dans  de  nombreux  problèmes,  d'autres  agents 
tels  que  la  résistance  de  l'air,  le  vent,  etc.  jouent  un  rôle  plus 
important  que  les  petites  forces  (A)  et  (B)  considérées  tout  à 
l'heure. 


(')  On  peut  envisager  cctle  question  sous  un  autre  aspect.  On  n^écrit  pas.  les 
forces  produisant  les  marées,  mais  on  considère  la  direction  de  la  verticale  comme 
variable. 
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SUR  CERTAINES  TRANSCENDANTES  ENTIÈRES; 
Par  M.  Michel  Petrovitch. 

t.  Il  y  a  un  nombre  illimité  de  séries 
(i)  ao-^- ai  z-^atz* -{-,.. 

dont  le  coefficient  général  an  se  laisse  mettre  sons  la  forme 

où  les  limites  a  et  6  de  l'intégrale  sont  réelles,  les  fonctions  u{l) 
et  r{t)  réelles,  limitées  et  d'un  signe  invariable  lorsque  t  varie 
entre  a  et  b. 

Nous  appellerons  les  fonctions,  définies  par  de  telles  séries, 
irafiscendantes  A  (a). 

Dans  le  cas  le  plus  simple  où  r(^)  se  réduit  à  une  constante,  la 
transcendante  A(z)  se  réduit  à  une  fonction  exponentielle 

Lorsque  r(/)  est  une  véritable  fonction  de  £,  le  développe- 
ment (i)  engendre  une  infinité  de  transcendantes  variées.  Ainsi, 

au  cas  où 

r{t)  =  ktj         A  =  coast. 

correspond  une  fonction  de  la  forme 

A(5)  =  A , 

z 

A,  7.^  ^  étant  des  constantes  réelles;  au  coefficient 
correspond  la  trancendante 

0 

au  coefficient 


XXXIV. 
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(a>o,  p>o)  correspond 


'W-277 


zn 


0  ^  *^ 

2.  De  Texpression  (a)  on  lire 

(3)  L(z)^  f  u(t)e^'-^t^dt, 

(4)  A<*)(«)=  r   l*(0[^(0]*«=^^'^rf^ 

d*où  Ton  conclut  qne  la  dérivée  d'un  ordre  quelconque  d'une 
transcendante  l(z)  est  elle-même  une  transcendante  A(^). 
De  même,  Texpression 

(5)  fii{z)dz=  r  !^e^ru)  dt -h  consu 

fait  voir  que:  lorsque  la  fonction  correspondante  r(t)  ne 
s'annule  pas  pour  les  valeurs  de  t  comprises  entre  a  et  b,  ni  pour 

ces  mêmes  valeurs,,  ^intégrale  1  ^(z)dz  est,  à  une  constante 

près,  également  une  transcendante  à(z). 

De  (2)  on  conclut  qu^en  valeur  absolue 

M  étant  la  plus  grande  valeur  absolue  de  r(t)  pour  les  valeurs 
de  t  comprises  entre  ^  et  6.  Par  suite  :  toute  transcendante  A(z) 
est  une  fonction  entière  de  genre  inférieur  à  deux. 

Les  expressions  (3)  et  (4)  mettent  en  évidence  de  nombreuses 
parlicularités  des  transcendantes  A(^),  dont  nous  ne  citerons  ici 
que  les  suivantes  : 

Pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  s  le  module  de  à{z) 
est  inférieur  à  celui  de 

et  le  module  de  Af*'(5)  inférieur  à  celui  de 
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L'élément  de  Tintégrale  (3)  gardant  un  signe  invariable  pour 
toute  valeur  réelle  de  2,  et  ainsi  Télément  de  la  première  intégrale 
qui  figure  dans  l'expression 

A(a  H-  Pi)  =  j     ue^f  cos  ^rdt-^i  j    ue^^^iin  p  r  dt^ 

gardant  un  signe   invariable  pour  toute   valeur  de    ^  comprise 

entre  —  m^^\\*  ^^  conclut  qu'une  transcendante  ^{z)  (et  par 

suite  sa  dérivée  d'un  ordre  quelconque)  ne  peut  avoir  aucun  zéro 
réel,  ni  aucun  zéro  imaginaire  à  coefficient  de  i  compris  entre 

Chacune  des  courbes  réelles 

varie  constamment  dans  un  même  sens,  sans  présenter  de  maxima, 
de  minima  ou  de  points  d'inflexion  ;  de  plus,  on  aura  pour  les 
valeurs  positives  de  :r  et  de  a 

A(*J(a7  -+-«)< M*<5*«A(a7),  A(ar  4-  a) g  M*"  A(a)ôM-'. 

Si  N  est  la  plus  petite  valeur  de  r{t)  entre  a  et  6,  on  aura 

^{x  H-  a)  g  cN«  A(ar),  A(a:  -h  a) g  A(a)eî«', 

avec  des  inégalités  analogues  pour  les  dérivées. 

Lorsque  z  augmente  indéfiniment  dans  une  direction  quel- 
conque à  droite  de  l'axe  des  imaginaires,  la  fonction  A(^)  aug- 
mentera indéfiniment  ou  bien  tendra  vers  zéro  suivant  que  r{t) 
est  positive  ou  négative  dans  Tintervalle  (a,  b). 

De  même,  lorsque  z  augmente  indéfiniment  dans  une  direction 
quelconque  à  gauche  de  Taxe  des  imaginaires,  ^{z)  augmentera 
indéfiniment  ou  bien  tendra  vers  zéro  suivant  que  t\t)  est  néga- 
tive ou  positive  dans  (a,  b). 

£u  tous  cas,  donc,  la  courbe 

(ainsi  que  les  courbes  dérivées)  a  Taxe  des  x  comme  asymptote, 


Digitized  by 


Google 


—  168  — 

et  s*en  approche  indéfiniment  à  droite  ou  à  gauche  de  Taxe  des^, 
suivant  le  signe  de  r{t). 

Les  inégalités  précédentes  fournissent  aussi  des  limites  supé- 
rieures ou  inférieures  pour  les  valeurs  asymptotiques  de  A(j;)dans 
le  cas  de  x  très  grand  :  celles-ci  sont  fournies  par  des  exponen- 
tielles 

où  Â  et  h  sont  des  constantes. 

Dans  le  cas  plus  particulier  où  la  fonction  r{£)  présente  un 
maximum  entre  a  et  6,  la  formule  classique  de  Laplace  fournil 
comme  valeur  asymptotique  précise  de  A(j:)  l'expression 

C— :, 

OÙ  les  constantes  C  et  A  ont  pour  valeurs 


a  étant  la  valeur  de  /  pour  laquelle  r{t)  atteint  son  maximum. 

Pour  avoir  l'expression  analogue  correspondant  à  la  dérivée 
A(*^(j7),  il  suffit  de  changer  dans  C  u(cl)  en 

u(a)[r(a)p. 

Parmi  les  nombreuses  propriétés  qu'on  peut  tirer  des  expres- 
sions précédentes,  citons  encore  la  suivante  : 

Les  équations  linéaires  à  coefficients  constants  et  à  second 
membre,  celui-ci  étant  une  transcendante  A(2),  sont  en  géné- 
ral intégrât  les  à  Vaide  des  transcendantes  ^{z)\  l'équation 

admet  comme  intégrale  particulière 
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avec 

sons  la  condition  que  l'équation  algébrique  caractéristique 

n'ait  aucune  racine  réelle  comprise  entre  la  plus  petite  et  la  plus 
grande  valeur  de  r(t)  quand  /  varie  de  a  à  ô. 

3.  On  a  ainsi  une  classe  assez  étendue  de  fonctions  entières 
de  genre  zéro  ou  un,  à  nombreuses  particularités  connues. 
Appliquons  ce  qui  précède  à  la  transcendante 

0 

laquelle,  comme  on  le  verra  dans  ce  qui  suit,  présente  un  intérêt 
tout  particulier. 
On  a  ici 

«,=^jr'(nogi)> 

et  par  suite 

La  fonction  correspondante, 

r(0  =  <logi, 

part  de  la  valeur  o  pour  ^  =:  o,  croît  jusqu'à  son  maximum 

M=i, 

e 

à  partir  duquel  elle  décroît  en  atteignant  la  valeur  o  pour  ^  =  i. 

Par  suite  la  fonction  A(js)  présentera  les  particularités  suivantes: 

Pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  z  le  module  de  A(^) 

est  inférieur  à  celui  de  e^  et  le  module  de  ùi^^^(z)  inférieur  à  celui 
de 

'  J. 
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Pour  les  valeurs  réelles  et  positives  de  js  et  de  a,  on  a 

a  X 

^(z  4-  a)<  c«  A(^),  A(z  -f-  a)£  A(a)c*, 

La  fonction  A (2)  et  toutes  ses  dérivées  n'ont  aucun  zéro  réel  ni 
aucun  zéro  imaginaire  à  coefficient  de  î  compris  entre  — Tze  et  ize. 
Ces  fonctions  tendent  vers  zéro  ou  augmentent  indéfiniment  sui- 
vant que  z  augmente  indéfiniment  dans  une  direction  à  gauche 
ou  bien  à  droite  de  l'axe  des  imaginaires. 

La  valeur  asjmptotîque  de  A(z),  pour  z  positif  et  très  grand, 
est  donnée  par  l'expression 


celle  de  la  dérivée  à^^^{z)  par  l'expression 

s 

On  peut  avoir  une  limite  inférieure  de  à(z)  pour  les  valeurs 
réelles  et  positives  de  z  en  remarquant  qu'on  a 

d'où  l'on  conclut  facilement 

M*)>^  («'-«) 

4.  Voici  maintenant  un  problème  d'un  ordre  plus  général  où 
s'introduit  d'elle-même  la  transcendante  qui  fait  l'objet  du  para- 
graphe précédent. 

11  existe  une  infinité  de  séries 

(6)  Ao-+- Ai^-f- A,x«  H-..., 

à  coefficients  réels,  positifs  et  tels  que  l'équation  algébrique 

(7)  Ao-f- Ai5-HA,««-h...4-Ajt-5*=  o, 

obtenue  en  égalant  à  zéro  la  somme  des  A-f-i  premiers  termes 
de  (6),  ait  toutes  ses  racines  réelles  quel  que  soit  k. 
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On  s'assure  bien  simplement  de  l'exislence  effective  de  telles 
séries  de  la  manière  suivante.  Soit 

(7)  fk{z)  =  Ao  -H  Ai^  -+-. .  .H-  Ajfc.ï*  =  o, 

une  équation  algébrique  à  coefficients  réels,  positifs  et  à  racines 

toutes  réelles  et  inégales  ;  il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  choisir,  et 
cela  d'une  infinité  de  manières,  un  coeflîcient  réel  positif  A;k^i,  de 
sorte  que  l'équation 

(8)  fk-^i(^)=/k{z)  -t-  Aifr+,«*+î 

ait  également  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales.  Car,  en  choi- 
sissant k  nombres  réels 

de  sorte  qu'on  ait 

les  valeurs 

fk(^i)    et   fk(XM\ 

seront  différentes  de  zéro  et  de  signes  contraires,  et  de  plus  on 

aura 

pour  A:  pair  /t(îi)>o,        /a(?a)<o, 

pour  A:  impair      /*(Çi)<o,       /*(?*)<  o. 

D'autre  part,  on  peut  toujours  trouver  une  quantité  réelle  posi- 
tive 0  suffisamment  petite  pour  que,  quelle  que  soit  la  valeur  de 
Aa+i  comprise  entre  o  et  8,  la  fonction /a+i  (-s),  définie  par  (8),  ail 
pour  z  =  \i  le  même  signe  que  fk{z)-  Et  comme  Ton  a 

pour  X:  pair  /^-»-i(— »)<o,        /at-hiC»)  >  o, 

pour  A:  impair      /t4-i{  — «)>  o,       /*-n(<»>>o, 

l'équation  yi+i(3)  =  o  aura  une  racine  dans  chacun  des  Ar-l-i 
intervalles 

(-«,  îl),     {\uU)y      '-y      (U-1,  ?a),      (Îa-,  00), 

et  par  suite  elle  a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales* 

On    formerait    ainsi,    de    proche    en    proche,    des    équations 
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/u(z)  =  o  des  degrés  de  plus  en  plus  élevés,  ce  qui  prouve  bien 
l'existence  des  séries  (6)  en  question  (*). 

Désignons  maintenant  par)v(/i)  une  quelconque  des  fonctions 
de  n  suivantes  : 

1°  Polynômes  P(/2)  quelconques  n'ayant  que  des  zéros  réels  et 
négatifs  ; 

2°  Fonctions  de  la  forme  e^"P{n),  où  h  est  un  nombre  réel 
quelconque  ; 

3**  Fonctions  entières  G(/t)  quelconques  de  n,  de  genre  zéro 
ou  un,  n'ayant  que  des  zéros  réels  et  négatifs  ; 

4°  Fonctions  de  la  forme  e"''"*,  h  étant  un  nombre  réel  et  posi- 
tif quelconque  ; 

5^  Produit  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions  i®,  2°,  3",  4°; 

6®  Fonctions  de  la  forme 

X,(n) 
Xi(o)X,(i)...X,(/i)' 

)H(n)  et  )v2(n)  étant  deux  quelconques  parmi  les  fonctions  i**,  a", 

3%  4%  5^ 

Laguerre  a  montré  (*)que,  si  une  équation  algébrique 
ao  -4-  «1^:  -H. .  .4-  a/ta?'*  =  o 
a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  sera  de  même  de  Téquation 

«0 X  (o) -H  ai X(  I  ) j? -+- . . . 4- «rt  X (/i;a7«  =  o. 

On  en  conclut  directement  que,  connaissant  une  série  (6),  on 
peut  en  déduire  une  infinité  de  la  forme 

Ao  coo -t- Al  (Oj  ^ -f- Al  wj  s* -h . . . , 

jouissant  de  la  propriété  caractéristique  des  séries  (6)  :  il  suffit  de 
prendre  pour  <*)„  une  quelconque  des  fonctions  'k(n). 

C'est  r étude  des  fonctions  définies  par  les  séries  (6)  qui  se 
rattache  à  la  transcendante  entière 

ae 

y 


(*)  Voir  aussi  L'Intermédiaire  des  Afalhe'maticiens,  I.  XtlT,  lyoG,  p.  i35-i36. 
(•)  Œuvres,  t.  I,  p.  33-36,  lyg-aoC,  etc. 
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considérée  au  paragraphe  précédent^  comme  on  le  verra  dans  ce 
qui  suit. 

5.  Appelons,  pour  abréger,  /onctions  Q{z)  toute  fonction  de  z 
définie  par  une  série  (6). 
En  désignant  par 

Cl)    Çs»     •••»    Ç» 

les  valeurs  absolues  des  inverses  des  racines,  manifestement  toutes 
négatives,  de  l'équalion  algébrique 

Ao-+- Al -5 -+-...-+- Art  ^'*:=  O,     ' 

on  aura 

Les  quantités  Ç/  étant  toutes  réelles  et  positives,  on  aura,  d'après 
la  proposition  classique  sur  la  moyenne  géométrique, 

ou  bien 


Par  suite,  en  remarquant  que 


on  conclut  que  les  coefficients  du  développement  d' une  fonction 
0(5)  quelconque  suivant  les  puissances  de  z  sont  au  plus 
égaux  à  ceux  de  la  fonction 

où  A (5)  désigne  la  transcendante 

flB 

0 

Cest  cette  proposition  qui  rattache  la  transcendante  ti{z)  aux 
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fonctions  Û(2).  Les  inégalités  relatives  à  A(^)  s'étendent  dès  lors 
à  toutes  ces  fonctions  ;  nous  citerons  les  plus  immédiates. 

Tout  d^abord  Finégalité  (9)  fait  voir  que  toute  fonction  û(5) 
est  une  fonction  entière  de  genre  zéro  ou  un, 

La  même  inégalité  fait  aussi  voir  que,  pour  toute  valeur  réelle 
ou  imaginaire  de  5,  le  module  d'une  fonction  Q(z)  quelconque 
est  inférieur  à 

En  même  temps,  en  s'appujant  sur  Tinégalité  précédente 

r 

A(r)<eS 
on  voit  que  l'expression 

donne  aussi  une  limite  supérieure  du  module  de  Û(5). 

D'après  une  proposition  de  Laguerre  (*),  les  coefficients  d'une 
série 

à  coefficients  tous  positifs,  représentant  une  fonction  entière  de 
genre  inférieur  à  deux,  ayant  toutes  ses  racines  réelles,  sont  infé- 
rieurs aux  coefficients  correspondants  de  la  série 

aoe  "• . 
Nous  ferons  remarquer  que  la  limite  supérieure 

que  nous  avons  trouvée  pour  le  coefficient  An  de  û(^),  est  mani- 
festement inférieure  à 

'A,\« 


Aq      /a.  Y' 

I.2..  ./i   \Ao/ 


el  pdiV  suiie  plus  précise  que  la  limite  fournie  par  la  proposition 
de  Laguerre. 

11  en  est  évidemment  de  même  pour  la  limite  supérieure  que 
nous  venons  de  trouver  pour  ïç  module  de  û('3),  puisqu'on   a 

(')  HoREL,  Leçons  sur  les  fonctions  entières,  p.  34-36. 
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pour  r  réel  et  positif 

Enfin,  la  seconde  limite  supérieure 

Ao-*-  Aire^»*', 

que  nous  avons,  trouvée  pour  le  module  de  Û(^),  est  aussi  plus 
précise  que  celle  de  Laguerre  :  la  différence  entre  celle-ci  et  la 
nôtre 


^'2-(/i-i)!  (n""e'»~t/  (li") 


0 

est  positive  puisque  pour  a  >  i  on  a 

n  -^  ?*^* 

La  fonction  û(;;)  croît  indéfiniment  pour  les  valeurs  positives 
de  z  indéfiniment  croissantes  ;  l'inégalité 

û(^)<Ao-hAi^A(^) 
et  Tégalité  as jmpto tique 

trouvée  précédemment,   montrent   alors   qu'^/ie  fonction  quel- 
conque Û(5)  crott  moins  vite  que  la  fonction 

IT' 

oàHet  h  sont  des  constantes  ayant  pour  valeurs 


V     ekx  cAo 


L'inégalité  (9)  conduit  aussi  à  des  inégalités  relatives  aux  zéros 
de  Û(:s),  parmi  lesquelles  nous  indiquerons  la  suivante  : 
Soient 

îlî       îî>       Î3l        ••• 
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les  valeurs  absolues  de  ces  zéros  (tous  réels  et  négatifs),  rangées 
suivant  leurs  grandeurs  croissantes,  et  formons  la  fonction 

avec 

Ao  /Ai\» 


__  Ao  /AiV 


En  vertu   d'une  proposition   que   j'ai    démontrée  antérieure- 
ment (*  )  et  d'après  l'inégalité  (g),  on  aura 

quelle  que  soit  la  valeur  réelle  et  positive  de  /*.  En  prenant  la 
valeur  particulière 


on  aura 


?('•)  =  A?  2  n-««  =  2,o6388. . .  AJ, 


0 


I  o,6g6o... 


d'où  la  conclusion  suivante  :  une  limite  inférieure  des  valeurs 
absolues  des  zéros  de  toute  fonction  û(^)  est  donnée  par  V ex- 
pression 

c  c    Ao 
0,6961^  • 

On  arrive  même  à  la  proposition  plus  générale  que  le  produit 
des  modules  des  k  premiers  zéros  de  Q{z)  est  égal  ou  supé- 


(')  Si  l'on  désigne  par  p  le  plus  petit  module  des  zéros  d*une  série  quelconque 
«,-h  a,3  4-a2«'+. ..  et  si  l'on  forme  la  fonction 

on  aura 

quelle  que  soit  la  valeur  réelle  et  positive  r,  inférieure  au  rayon  de  convergence 
de  la  série  (M.  Petrovitch,  BuU.  de  la  Soc.  math,  de  France,  t.  XXIV,  1901, 
p.  3o2-3i2;  E.  Landau,  £uU.  de  la  Soc.  math,  de  France,  t.  XXXIII,  igoS, 
p.  25i-j6i). 
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flieur  à 

0.6,6.  (^)^ 


On  conçoit,  d'ailleurs,  Facilement  que  Jes  inégalités  précédentes 
permettent  de  nombreuses  applications  des  résultats  récents  sur 
les  séries  de  Taylor  aux  fonctions  Q{z), 


SUR  QUELQUES  TH£0RËMES  DE  GËOMÉTRIE  PLANE 
LIÉS  A  LA  SURFACE  DE  KUMMER; 

Par  M.  L.  Remy. 

Si  Ton  projette  une  surface  de  Kummer  à  partir  d'un  de  ses 
points  doubles  sur  un  plan  tangent  singulier,  le  contour  apparent 
se  compose  de  six  droites  tangentes  à  une  même  conique  F,  et  for- 
mant deux  triangles  inscrits  à  la  conique  de  contact  C  du  plan 
tangent  singulier. 

Inversement,  la  figure  plane  formée  par  six  droites  tangentes  à 
une  même  conique  dépend  de  trois  paramètres  au  point  de  vue 
projectif  et  peut  être  considérée  comme  la  projection  d'une  sur- 
face de  Kummer  à  partir  d*un  de  ses  points  doubles. 

De  cette  correspondance,  nous  nous  proposons  de  déduire 
quelques  théorèmes  de  géométrie  plane  dont  il  est  aisé,  d'ailleurs, 
de  donner  une  démonstration  directe. 

I. 

Prenons  le  centre  de  projection  0  comme  sommetx=iy  =  z=o 
du  trièdre  de  référence,  et  le  plan  de  projection  pour  plan  t=zo. 
L'équation  de  la  surface  de  Kummer  est  de  la  forme 

r  <«  -h  2  C3  ^  -+-  G»  =  o, 

r  et  C  étant  des  polynômes  homogènes  en  x^y^  z  de  degré  2, 
et  Cj  un  polynôme  homogène  en  x^y,  z  de  degré  3. 

Dans  le  plan  ^  =  o,  Téquation  r(x,  ^,  5)  =  o  représente  la 
conique  tangente  aux  six  droites  formant  le  contour  apparent  de 
la  surface,  et  l'équation  C(x,  y^  z)=  o  représente  la  conique  de 
contact  du  plan  £  =  o. 

Le  cône  circonscrit  de  sommet  O  a  pour  équation  Cî;  —  rC^  =  o; 
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or  il  se  décompose  en  six   plans,   soient  rr  =  o,  y  =  o,  2  =  0, 
27'=  o,  y  =  0,  z''==z  o.  De  là  Tidenlilé 

(I)  Cl—VC^^xyzx'y'z^ 

Il  résulte  de  cette  Identité  que  la  cubique  €3  =  0  passe  par  les 
six  sommets  des  deux  triangles  T(j7,  j^,  z)  et  T'(a?',  j^,  5')  et  par 
les  points  de  contact  de  leurs  six  côtés  avec  la  conique  F.  D'où 
ce  théorème  : 

Si  deu^  triangles  sont  inscrits  à  une  conique  C,  et,  par  suite, 
circonscrits  à  une  même  conique  F,  les  six  sommets  et  les  six 
points  de  contact  sont  situés  sur  une  cubique. 

Il  est  aisé  d'obtenir  Féquation  de  cette  cubique.  Soient 

r  =  /n'a7*-+-  ri^y^ -{- p^  z^ —  imnry  —  inpyz  — 7.pmzx  »  o 
et 

C  =  ayz  H-  bzx  -hcxy  =z  o 

les  équations  des  deux  coniques.  La  cubique  C3  étant  circonscrite 
au  triangle  de  référence  a  une  équation  de  la  forme 

yz{oLiy-hafZ)-hzx(^iZ  -4-  p,a?)  -^xy{^yx-h^ty)  -h  '><^y^  =  «. 

En  faisant  successivement  x  =  Oj  y  =^0^  z  =  o  dans  Fiden- 
tité  (I),  on  détermine  les  coefficients  ai,  0.2,  ^1,  ^2»  Yu  Y^ 

C|  =  tayz(ny  —  pz)  -h  t' bzx{pz  —  mx)  4-  z' cxy{mx —  ny)  4-  y^xyZy 

e,  e',  e"  étant  égaux  à  ih  i .  D^ailleurs,  on  doit  prendre  e  =  e'  =  e*', 
car  la  cubique  C3  ne  peut  être  tangente  à  la  conique  C  en  aucun 
des  sommets  du  triangle  de  référence.  De  cette  équation,  il 
résulte  que  : 

En  chacun  des  sommets  des  triangles  T  et  T' la  tangente  à 
la  cubique  C3  et  la  tangente  à  la  conique  C  sont  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  aux  côtés  du  triangle. 

Supposons  que  le  triangle  T  reste  fixe  et  que  le  triangle  T' 
varie  en  restant  inscrit  à  G  et  circonscrit  à  F  :  nous  obtenons  le 
théorème  suivant  : 

Les  involutions  déterminées  sur  les  coniques  Cet  T  par  les 
sommets  et  les  points  de  contact  des  triangles  inscrits  à  C  et 
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circonscrits  à  V  sont  découpées  par  le  faisceau  des  cubiques  C3 
qui  passent  par  les  trois  points  de  contact  et  par  les  trois  som- 
mets d'un  de  ces  triangles  et  ont  pour  tangente  en  chacun  de 
ces  sommets  la  droite  conjuguée  harmonique  de  la  tangente 
à  la  conique  C  par  rapport  aux  deux  côtés. 

IL 

De  rîdenlité 

on  peut  déduire  une  autre  identité  plus  générale  :  soit 

l'équation  d'une  droite  quelconque  et  posons 

C,H-CA  =  28, 

r  —  A»   =Q. 

L'identité  peut  s'écrire 

2,2i  —  QC«  =  xyzx'y'z'. 

Or  l'équation  S3  =  o  représente  une  cubique  quelconque  cir- 
conscrite aux  triangles  T  et  T'.  D'où  cette  conclusion  : 

Toute  cubique  S3  quipa^separ  les  sommets  de  deux  triangles 
inscrits  à  une  conique  coupe  en  outre  leurs  côtés  en  six  points 
situés  sur  une  conique  Q  bitangente  à  la  conique  T  inscrite 
aux  deux  triangles. 

Il  convient  de  donner  une  démonstration  directe  de  ce  théo- 
rème, ainsi  que  de  l'identité  fondamentale.  Soient  deux  triangles 
inscrits  à  une  conique  C,  et  S3  une  cubique  quelconque  passant 
par  leurs  six  sommets.  Il  résulte  du  théorème  d'Abel  que  les  six 
autres  points  d'intersection  de  £3,  avec  les  côtés,  sont  situés* sur 
une  conique  :  soient,  en  effet,  a,  6,  c,  «',  6',  c'  les  arguments 
elliptiques  des  sommets  sur  la  cubique  et  a,  ^,  y,  a',  ^',  y'  ceux 
des  autres  points  d'intersection  de  S3  avec  les  côtés.  Des  rela- 
tions 

a-H6-4-c-+-a'-+-6'-+-c'  =  0, 

a  -4-  6  -+-  c  =  o, 

P-h  c  H-a  =  o, 

■  •  •  • î 

y'  -h  a'  h-  ^'  =  o, 
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OD  déduit  de  suite 

Soit  Q  =  o    Féquation   de  celte  conique    et  considérons  les 
courbes  du  siiième  degré 

QC«  -H  X  xyz  x'fz'  =  o, 

A  désignant  un  paramètre  variable.  Elles  ont  dix-huit  points  d'in- 
tersection avec  S)  fixes  ;  si  Ton  choisit  \  de  manière  à  donner  un 
point  d'intersection  de  plus,  la  courbe  se  décompose  en  deux 
cubiques  S,  et  S^,  et  Ton  a 

£,Si  —  QC*==  \xyzxyx:. 

D'ailleurs,  la  cubique  I^  est  manifestement  circonscrite  aux 
deux  triangles,  de  même  que  I)  et,  par  suite,  il  existe  une  iden- 
tité de  la  forme 

£,  —  2;  =2CA. 

Dès  lors  il  suffit  de  poser 

Q  H-  A«  =  r 

pour  obtenir  l'identité 

Cî  —  rC«  =  Xxyzx'y'z'. 

m. 

« 
Aux  familles  de  courbes  tracées  sur  la  surface  de  Kummer  on 
peut  faire  correspondre  par  projection  des  familles  de  courbes 
inscrites  à  Thexagone  qui  forme  le  contour  apparent  de  la  surface. 
Considérons  en  particulier  la  famille  linéaire  des  courbes  d'ordre 
^=z^m  découpées  sur  la  surface  de  Kummer  par  les  surfaces 
d'ordre  m. 

Leur  équation  hyperelliptique  s*obtient  en  annulant  une  fonc- 
tion 0(m,ç^)  d'ordre    2//i,  paire,    de  caractéristique  nulle   :  leur 


(^)  On  vérifie  aisément  que  celle  conique  ne  peut  pas  se  décomposer  en  deux 
droiies.  Celle  circonslance  se  préscnle,  au  contraire,  lorsque  l'on  considère  un 
hexagone  au  lieu  de  deux  triangles. 
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g^enre  esip  =;?  am'-f-i,  il  est  égal  au  nombre  de  leurs  paramètres. 
En  projection  nous  obtenons  une  famille  de  courbes  inscrites  à 
Phexagone,  de  degré  N  et  de  genre  />,  dépendant  de  p  paramètres 
(et  non  de  p  —  i),  ce  qui  constitue  un  théorème.  II  en  serait  de 
même  pour  toute  famille  linéaire  de  courbes  tracée  sur  la  surface. 
Nous  nous  bornerons  à  un  exemple  particulier  en  étudiant  la 
famille  découpée  par  les  quadriques  passant  par  le  centre  de  pro- 
jection et  par  la  conique  C.  Ces  quadriques  ont  pour  équation 

C  — Ai  =  o, 
en  posant 

A  =  «ar -i- P^ -h  Y  j 

et  les  courbes  dMntersection  se  projettent  suivant  les  quartiques 

c^  =  cr  H-  2C3  A  -f.  C  A»  =  o, 

qui,  d*après  leur  défmition  même,  sont  à  la  fois  inscrites  et  cir- 
conscrites aux  deux  triangles  T  et  T'.  Elles  dépendent  des  trois 
paramètres  a,  ^,  y,  ce  qui  constitue  un  théorème  : 

Si  deux  triangles  sont  inscrits  à  une  conique,  il  existe  une 
famille  trois  fois  infinie  de  quartiques  C4  à  la  fois  inscrites 
et  circonscrites  aux  deux  triangles. 

De  la  forme  de  Téquation  des  quartiques  Cji  on  peut  déduire 
quelques  conséquences  géométriques.  D'après  Tidentité 

C}— rc«  =  a:^z^yy, 

on  peut  écrire 

ce*  =  (C,  H-  C A)«  —  xyz  afyz\ 

ce  qui  prouve  que  la  cubique 

S,=  C,4-CA  =  o 

passe  par  les  six  sommets  des  triangles  et  les  points  de  contact 
des  six  côtés  avec  G|.  Lorsque  la  quartique  C4  varie,  la  cubique  Ss 
appartient  à  une  famille  linéaire  à  trois  paramètres. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  cubique  quelconque  S,  cir- 
conscrite aux  deux  triangles,  il  existe  une  quartique  C4  circon- 
scrite aux  deux  triangles  et  tangente  aux  côtés  en  leurs  points  de 
rencontre  avec  £3. 

Les  six  points  de  contact  de  C4  avec  les  côtés  sont  situés  sur 
xixiv.  12 
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une  conique  Q  bttaugente  à  la  couique  F,  d'après  ce  que  nous 
avons  vu  plus  haul.  Les  coniques  C  el  Q  coupent  en  outre  la 
quartique  C4  en  quatre  points  situés  sur  la  droite  A  =  o,  et  cette 
droite  est  la  corde  de  contact  des  coniques  Q  et  F.  Tous  ces  ré- 
sultats sont  mis  en  évidence  par  la  forme  de  Féquation 

c*=C(r-A«)-h2S,A. 

IV. 

L'équation  des  quartiques  C4  renferme  huit  paramètres  :  c'est 
précisément  le  nombre  des  paramètres  de  Féquation  d'une  quar- 
tique générale  S.|,  lorsqu'on  prend  pour  triangle  de  référence  un 
triangle  inscrit  et  circonscrit  à  la  quartique 

-h  Xjrz(M X  -4-  Tijr  -i-  P -« )  =  O. 

Dès  lors  on  peut  prévoir  que  Féquation  d'une  quartique  géné- 
rale S4  peut  être  identifiée  avec  celle  de  C4,  et  que,  par  suite,  les 
propriétés  énoncées  plus  haut  appartiennent  à  la  quartique  gé- 
nérale. Nous  montrerons  eOectivement  un  peu  plus  loin,  par  un 
exemple  particulier,  que  cette  identification  n'est  ni  impossible, 
ni  indéterminée.  Mais,  dans  le  cas  général,  l'identification  présen- 
terait une  certaine  difficulté  et  il  sera  préférable  d'aborder  direc- 
tement Fétude  des  triangles  inscrits  et  circonscrits  à  une  quar- 
tique. 

Soient  g'i(i),  ffi{l)^  ffi{^)  '®s  intégrales  abéliennes  de  pre- 
mière espèce  attachées  à  la  courbe  C4  ;  nous  supposerons  que  les 
sommes  S^(i)  relatives  à  quatre  points  de  la  courbe  situés  en 
ligne  droite  sont  nulles.  Désignons  par  Ç|,  Ç29  is  les  sommets,  et 
par  7^,,  7^2,  7^3  les  points  de  contact  d'un  triangle  inscrit  et  cir- 
conscrit : 

■>•*'/  (tTii)  -h  S'i(U)  -^-  ffi(i\  )  =  Oy 
(t=  I,'2,  3), 

d'où 
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el 

P      P      P 
en  désignant,  par  y^,  —  »  —  une  demi-période. 

Il  existe  64  demi-périodes,  mais  elles  ne  conviennent  pas  toutes 
au  problème  actuel. 

En  effet,  28  de  ces  demi-périodes  correspondent  aux  bitangentes 
de  C4  :  si  Ton  désigne  par  X|,  X2  les  points  de  conlacl  d'une 
bitangente,  on  a 

^/(Xi)h-^/(X,)=y'        ('=1.^,3). 

Dès  lors,  si  les  points  Çf,  ^21  is}  "^n  ''ïij  '^^i  satisfont  aux  con- 
ditions 

on  en  déduit  que  les  huit  points  Çf ,  Ç29  is>  ''ï^y  ^Is)  t^s?  X|,  X2  sont 
situés  sur  une  conique,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  dans  le  cas 
actuel. 

De  là  résulte  que  les  triangles  inscrits  et  circonscrits  à  une 
quartique  se  répartissent  en  36  groupes  seulement  (*). 

Ceci  posé,  soient  T,  T'  deux  triangles  d*un  même  groupe  :  des 
relations 

2:[^l(0^-^/(^)]^-2:[^/(^  +  ^/(V)]  =  o, 

il  résulte  que  les  six  sommets  Ç,  Ç'  et  les  six  points  de  contact  yi,  r/ 
sont  situés  sur  une  cubique. 

Soit  £3  =  0  Féquation  de  cette  cubique  et  considérons  les 
courbes  du  sixième  ordre 

2J  -4-  X  xyzx' y z!  =  o, 

X  désignant  un  paramètre  variable.  Elles  ont  un  point  double  en 
chacun  des  sommets  des  triangles  T,  T'  et  sont  tangentes  à  €«  aux 
six  points  de  contact  de  C|  avec  les  côtés,  soit  vingt-quatre  points 
d-intersection  fixes  avec  C4.  Si  Ton  choisit  \  de  manière  à  donner 

(.*)  Il  resterait  à  déterminer  le  nombre  des  triangles  appartenant  à  un  même 
groupe. 
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un  poînl  d'interseclion  de  plus,  la  courbe  se  décompose  ea  C4  el 
une  conique  C 

21  -H  Xryzx'y'z*  =  CG» , 

et    celle    conique    est    manifestement    circonscrite    aux     deux 
triangles. 

Nous  sommes  donc  conduits  aux  théorèmes  suivants  : 

Les  triangles  inscrits  et  circonscrits  à  une  quartique  C*  se 
répartissent  en  36  groupes.  Deux  triangles  d'un  même  groupe 
sont  inscrits  à  une  conique  C  et  leurs  points  de  contact  avec  C4 
sont  également  situés  sur  une  conique  Q.  J^es  quatre  autres 
points  d'intersection  de  C4  avec  les  coniques  C  et  Q  sont  en 
ligne  droite.  Enfin  les  six  sommets  et  les  six  points  de  contact 
sont  situés  sur  une  cubique. 

Corrélativement  : 

Les  triangles  inscrits  et  circonscrits  à  une  courbe  de  qua* 
trième  classe  T^  se  répartissent  en  36  groupes.  Deux  triangles 
d'un  même  groupe  sont  inscrits  à  une  conique;  les  tangentes 
à  r*  aux  sommets  de  ces  deux  triangles  sont  tangentes  à  une 
autre  conique  et  ces  deux  coniques  sont  bitangentes, 

V. 

Nous  terminerons  par  une  application  à  un  exemple  particulier  : 
soit  la  quartique  aux  168  collinéations 

2^  =  x^y  -\-y^z  -+-  z^x  =  o. 

Le  triangle  de  référence  To  est  un  triangle  inscrit  et  circonscrit 
à  la  quartique  (car  les  trois  sommets  sont  des  points  d^nflexion 
avec  les  trois  côtés  pour  tangentes  d'inflexion).  Proposons-nous 
de  déterminer  les  triangles  T  inscrits  el  circonscrits  à  S|  et  appar- 
leuiint  au  même  groupe  que  T^.  Ce  problème  revient  à  identifier 
Téquation  de  C4 

avec  celle  de  £«  (en  conservant  les  mêmes   notations).  Soit,  en 
effet,  aibiCiy  minipi^  ^i^t^ij  ^*  ""^  solution  des  équations  d'iden- 
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iîficalion  :  à  ridentîié 

(E/)  2,=  C/(r/-AÎ)-2Z,/A/ 

correspond  un  triangle  T/  inscrit  et  circonscrit  à  S4  ayant  ses  som- 
mets sur  la  conique  Ci=iO  et  ses  points  de  contact  sur  la  conique 
Ti — A?  =  o.  Inversement  4  tout  triangle  T/  de  même  groupe 
que  Te  correspond  une  identité  (E/). 

Ceci  posé,  on  trouve  de  suite,  en  faisant  a?  =  o,  j'  =  o,  5  =  o, 

(I)  (i=m,        P  =  n,       lf«/>, 

et  en  annulant  dans  G4  les  coefficients  des  termes  en  x^yz^  y^zx^ 
z^xy, 

am  —  bn-^cp  —  X  =?  o, 
am  -H  6n  —  cp  —  X  =  o, 
— am  -h  bn-hcp  —  X  =  o, 
d'où  Ton  conclut 

(a)  am  =  6n  ra  c/>  =s  X. 

On  peut  d'ailleurs  prendre  X  =  i. 

Il  reste  à  égaler  dans  I4  et  C4  les  coefGcients  des  termes  en  x*yj 
y^Zj  z^y^  d'où 

Icm*=:  I, 
bp*=î. 
La  résolution  du  système  (i)  (2)  (3)  est  immédiate 

a  =3  m  =  01, 
P  =  n  =  <o*, 
Y  =  7>  =  o)î, 

a  = —  =  to«, 
m 

b  =c  —  sz  co*. 
n 

(i>.  étant  une  racine  septième  de  l'unité; 
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La  solution  co  =  i  conduit  à  l'identité  (Ef  )  : 

*'     I       =(ar-+-^-*-z)(ar«^-i-j^«-«-+-^*a?-4-ar^-5)  — (aT'-Hj^^-h^a:)'. 

On  vérifie  aisément  que  les  six  autres  identités  (E/)  se  dédui- 
sent de  celle-là  par  les  transformations 

f  «-21  =  — . 
X       w'  Y       0)  Z 

L'équation  E|  met  en  évidence  quelques  propriétés  géométriques 
delà  quartique  S*.  Les  coniques  C=oetr  —  A^=o  étant  confon- 
dues, les  points  de  contact  des  côtés  du  triangle  T|  sont  confondus 
avec  ses  sommets  :  ceux-ci  sont  donc  trois  points  d'inflexion 
de  £4  ayant  les  trois  côtés  pour  tangentes  d'inflexion.  Ainsi  le 
groupe  de  triangles  considéré  comprend  les  huit  triangles  suivant 
lesquels  se  répartissent  les  vingt-quatre  points  d'inflexion  de  la 
quartique  S4. 

D'autre  part  la  droite 

e»t  bilangente  à  la  quartique  en  ses  points  de  rencontre  avec  la 
conique 

C  =  xy  -hj^z  H-  5ar  =  o 
et  la  cubique 

^3  =  x^jr  -+-^«  z~h  z^sp-\-  xyz  =  o 

est  tangente   à  la  quartique  aux  six  points  d'inflexion,  sommets 
des  triangles  T©  et  Ti . 
Donc  : 

Les  huit  triangles  suivant  lesquels  se  répartissent  les  points 
d^ inflexion  de  la  quartique 

x^y  -h  y^z  -h  z^x  =  o 

jouissent  des  propriétés  suis^antes  :  deux  quelconques  de  ces 
triangles  T/,  T^  ont  leurs  sommets  situés  sur  une  conique  Cm  et 
leurs  côtés  tangents  à  une  conique  r,-*. 

Les  coniques  Cm  et  Tik  sont  bitangentes  et  leurs  points  de 
contact  sont  les  points  de  contact  de  la  quartique'  avec  une  da 
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ses  'bltangentes  A/jt.  //  y  a  28  combinaisons  de  deux  triangles 
T|,  T*  s'associant  respectivement  aux  a8  bitangentes  de  la 
quar  tique. 

Enfin,  il  existe  28  cubiques  XiM  tangentes  à  la  quar tique  aux 
six  points  d'infiexion  formant  deux  triangles  T,-,  T*. 


REMARQUES  SUR  CERTAINES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES 
AUX  OÉRITÉES  PARTIELLES; 

Par  M.  S.  SiiiiiELEvici. 

M.  Laisanl  a  montre  (Bulletin  de  la  Société  mathématique, 
t.  XX,  p.  117)  que  toute  fonction  de  la  forme 

ffft.  étant  une  fonction  homogène  de  degré  ai*  des  variables  x^^ 
^ij  •  •  M  ^mj  vérifie,  si  Ton  pose 

une  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre /> 

(i)  aoM^'»^  4-a|Wt/»-i'4-... -Kapie  =  0, 

où  ^0,^1, ...  sont  des  coefficients  constants. 

La  démonstration  résulte  immédiatement  du  théorème  d'Euler; 
en  effet,  on  a 

U      =       Mai,  -f-  ...  -4-  Wa^, 
m(»ï  =:  a,  Ma.  4-  . . .  -f-  ttp  u«^, 


et  Ton  pourra  éliminer  les  £/«.  L'équation  résullante 


(^) 


u  I 

M<*'  ai 


est  évidemment  de  la  forme  (i). 
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Ré^iproquemeol,  élant  dooDée  une  équalion  lelle  qae  (i), 
M.  LiaîsttDt  démonlre  que  son  iolégrale  est  une  somme  de  p  fonc- 
tions homogènes,  dont  on  déterminera  les  degrés  en  identifiant 
le  coefficient  de  u^^^{k^^  o,  i,  ••m/')  ^^^^  (i)^^  (^)*  Cette  iden- 
tification conduit  à  une  équation  de  degré/?,  dont  les  racines  se* 
ront  les  degrés  d'homogénéité  cherchés. 

M.  Laisant  n'a  pas  examiné  le  cas  où  cette  équation  a  des  ra- 
cines multiples.  On  peut  compléter  ses  résultats  en  ramenant  les 
équations  aux  dérwées  partielles  de  la  forme  {\)  à  des  équa- 
tions différentielles  linéaires  à  coefficients  constants.  En  même 
temps  nous  montrerons  que  cette  méthode  s'étend  à  une  infinité 
d'autres  classes  d'équations  aux  dérivées  partielles. 

Désignons  par  Su  le  symbole  opératoire  u^^\  et  posons 

8««  =  5(8«),     ...,    5«u=3  8({«-«i«). 
11  est  aisé  de  voir  que  S'^u  est  une  combinaison  linéaire  de  i/^*', 
En  effet,  M.  Laisant  montre  que  l'on  a 

On  aura  donc  successivement 

8»tt  =  tt<iî4-3uW-Hw<»\ 


et  réciproquement 


ut»>  =8««— 38*tt-f-28tt, 


Soit  maintenant  u  une  fonction  homogène  de  degré  a;  il  est  clair 
que  l'on  aura 

(3)  8u=sau,        8*tt=:a*u,     ...,    d'»tt  =  a'»u. 

U  effet  de  V  opération  S  sur  une  fonction  homogène  est  donc  le 
même  que  celui  de  la  différentiation  sur  une  fonction  expo- 
nentielle. 

Par  conséquent,  étant  donnée  une  équation  aux  dérivées  par- 
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lîelleB  d'ordre  /?  de  la  forine 

(4)  «0  W^'*'  -*-  «I  U^P^^^-h  ...  -H  %pU  =  O, 

on  pourra  l'ëcrire 

(5)  ùPu-h  bi^/^-^u-^  ,.,-h  bpU  =  Oy 

et  Ton  suivra,  pour  en  trouver  les  iatégrales,  la  méthode  qu^on 
emploie  dans  la  recherche  des  Intégrales  d'une  équation  diflféren- 
lielle  linéaire  à  coefficients  constants.  On  substituera  à  u  une 
fonction  homogène  de  degré  inconnu  a  et  l'on  aura  à  résoudre 
une  équation  caractéristique 

aP  -h  bt  %P-^  -4-  . . .  H-  ô^  =  o, 

qui  fournira  les  degrés  d'homogénéité  des  p  parties  de  u,  si  toutes 
les  racines  de  cette  équation  sont  simples. 

D'ailleurs,  on  peut  ramener  effectii^ement  l'équation  (5)  à  une 
équation  diiTérentielIe  linéaire  à  coefficients  constants.  Il  suffit  de 
faire  le  changement  de  variables 

tti  =  logari         ?«,=:—»         ...,         «„=---» 

Xi  Xt 

Une  fonction  homogène/(a?i,  J7a,...,  oT/,)  de  degré  m  prendra 
ainsi  la  forme  €'""i/(i,  «a?  •••?  w«);  ^^  l^  symbole  8  se  réduira 
à  une  simple  dérivée.  On  voit  en  effet  facilement  que  l'on  a 

d  à  à 

Ô  =  a^i    r h  .  . .  -t-  JF/f  -7 —    =  -T — 

dxi  âxn       àui 


et  plus  généralement 


L'équation  (5)  devient  donc  simplement 

(6)  5iç"^^*5<=î^"--^*''"  =  ^' 

et,  si  a  est  une  racine  d'ordre  m  de  multiplicité  de  l'équation  ca- 
ractéristique de  (5)  ou  de  (6),  Vintégrale  correspondante  sera 

««••»(  Co-^  Cl  M|  -+-  C,  m}  -+-  .  .  .  -T-  C,H-|  W|"~*  ), 


Digitized  by 


Google 


-  190  - 
Ce,  C| ,  • . .  étant  des  fonctions  de  Ms,  i/s»  • .  m  Un]  c'est-à-dire 

Co  -4-Ci  logart-H.  ..-^  C«-i(Iogar|)'»->, 

Ce,  Cl,  ...  étant  des  /onctions  homogènes  de  degré  cl  en  x^ 

X^^  •  • .,  Xn* 

Le  succès  de  la  méthode  est  dû  à  Temploi  de  ce  que  Sophus  Lie 
appelle  les  variables  canoniques.  En  eflet,  le  symbole  6  n'est 
autre  chose  que  le  symbole  d*une  transformation  homothétique 
infinitésimale.  Une  fonction  homogène  u  admet  le  groupe  homo- 
thétique,  en  ce  sens  que  Ton  a  8"!/  =  a"  c/  (a  est  le  degré  d'ho- 
mogénéité); par  conséquent,  si  Ton  remplace  le  groupe  homo- 
thétique par  le  groupe  semblable  de  translation,  au  moyen  du 
changement  de  variables  indiqué,  le  symbole  doit  se  réduire  au 

symbole  d'une  translation  infinitésimale  t—  et    la  fonction 

doit  se  réduire  à  une  exponentielle  par  rapport  â  k i . 

On  conclut  immédiatement  de  cette  remarque  que  la  méthode 
précédente  peut  être  appliquée  aux  équations  aux  dérivées  par- 
tielles de  la  forme  (5),  quel  que  soit  le  symbole  linéaire  S. 

Prenons,  par  exemple,  le  symbole  d^1ne  rotation  infinitésimale 

plane  x  r y  r->  ou  qx  —  py»    L'équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

(7)         x^t-'iTys-hy^r—  (px'^qy)-h  a(qx —py) -h  b*  =  0 

peut  s'écrire 

8'  «  -h  a  3j  +  6^  =  o, 
si  l'on  pose 

0^  =  qx^py. 

Si  donc  on  introduit  les  variables  canoniques,  qui  sont  ici  les 
coordonnées  polaires  p  et  w,  on  aura 

et  l'équation  (7)  se  réduira  simplement  à 

d^z  àz       ^ 
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Soient  a  et  ^  les  racines  de  Téquation  caractéristique;  Tinté-r 
grale  générale  de  (7)  sera 

feiff  étant  deux  fondions  arbitraires. 

Il  est  clair  que  les  exemples  peuvent  être  multipliés  indéfini- 
ment. Seulement,  ce  qui  fait  l'intérêt  de  la  classe  particulière 
considérée  par  M.  Laisant,  c'est  que  les  symboles  S''  sont,  dans 
ce  cas,  des  combinaisons  linéaires  des  seuls  symboles  u^"^,  ce  qui 
n'a  pas  lieu  en  général. 


REMARQUES  SUR  LA  QUESTIOH  DES  PRINCIPES  DE  L'ANALTSIS  SITÛS; 
Par  M.  CoMBEBiAC. 

Les  axiomes  doivent  exprimer  les  propriétés  fondamentales  des 
concepts  indéfinissables  logiquement  (les  propriétés  des  autres 
découlent  de  leurs  définitions),  c'est-à-dire  doivent  avoir  pour 
eOet  de  classer  ces  concepts  dans  des  catégories  préalablement 
conçues;  les  théories  fondées  sur  ces  axiomes  deviennent  alors  des 
applications  de  théories  plus  générales.  C'est  ainsi  que  diverses 
branches  des  mathématiques  se  présentent  comme  des  applica- 
tions, savoir  :  TÀDalyse  matliématique,  de  l'étude  de  certains  en^ 
semblés  ordonnés;  la  Géométrie  projective,  de  celle  de  certains 
ensembles  de  lignes  ;  la  Géométrie  métrique,  de  celle  de  certains 
groupes  de  transformations  ponctuelles. 

Seule  la  question  des  principes  de  VAnalysis  sitûs  conserve 
encore  quelque  obscurité,  bien  qu'il  ne  soit  pas  douteux  que  cette 
branche  de  la  Géométrie  doit  être  rattachée  à  une  théorie  générale 
des  variétés  numériques.  On  se  propose,  en  rapprochant  quelques 
résultats  dus  à  la  théorie  des  ensembles,  de  préciser  la  position 
de  cette  question  et  peut-être  aussi  de  fournir  une  indication  pour 
la  poursuite  de  sa  solution. 

I. 

l'idée  d'ordre  complexe. 

M.  G.  Cantor  (  *)  avait  manifesté  l'intention  d'étudier^  en  plus 

(  *)  G.  Cantor,  Sur  les  fondements  de  la  théorie  des  ensembles  transfinis, 
traduction  française' par  Marotte,  p.  a4;  Hermann,  Paris,  1904. 
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éea  ensembles  simplement  ordonnés,  des  ensembles  ordonnés 
d'ordre  deux,  Irois,  etc.  Une  telle  généralisation  de  Tidée  d'ordre 
vise  évidemment  les  variétés  à  plusieurs  dimensions.  Bien  que 
rien  n'ait  encore  été  publié  à  ce  sujet,  il  est  possible  de  préciser, 
tout  au  moins,  la  manière. dont  une  théorie  générale  de  l'ordre 
fournirait  à  VAnalysis  sitûs  son  fondement. 

A  s'en  tenir  aux  types  d'ordre  simple  usuels,  l'idée  d'ordre  se 
présente  comme  la  notion  commune  à  certaines  représentations 
numériques  d'un  même  ensemble;  c'est  ainsi  que  l'ordre  inhérent 
à  un  continu  à  une  dimension  est  commun  à  une  infinité  de  repré^» 
sentations  numériques  de  cet  ensemble,  qui  se  déduisent  les  unes 
des  autres  au  mojen  de  transformations  biunivoques  et  continues, 
c*est-à-dire  définies  par  des  fonctions  numériques  continues,  uni- 
formes et  à  inverses  uniformes.  La  théorie  de  l'ordre  a  donc  pour 
effet  de  rendre  l'étude  des  continus  à  une  dimension  indépendante 
de  leurs  représentations  numériques  et  permet  de  se  passer, 
pour  cette  étude,  de  l'intervention  de  tout  système  de  coordon- 
nées. 

.  L'idée  d'ordre  complexe  aurait  le  même  rôle  à  jouer  par  rapport 
aux  continus  à  n  dimensions,  c'est-à-dire  que  l'ordre  complexe 
inhérent  à  l'un  de  ces  continus  doit  représenter  ce  qu'ont  de 
commun  les  systèmes  de  coordonnées  de  cet  ensemble  qui  se 
déduisent  les  uns  des  autres  au  moyen  de  transformations  biuni<* 
voques  et  continues.  Cet  ordre  peut  évidemment  être  conçu  indé- 
pendamment des  systèmes  de  coordonnées  qui  le  caractérisent; 
les  diverses  particularités  que  peuvent  présenter  les  continus 
donneraient  lieu  alors  à  divers  types  d'ordre  complexe  analogues 
aux  types  d'ordre  simple  distingués  par  M.  G.  Cantor. 

UAnalysis  sitûs  a  pour  objet  l'étude  de  la  continuité  géomé- 
trique, c'est-à-dire  des  propriétés  inhérentes  aux  représentations 
habituelles  de  l'espace  sur  la  variété  numérique  complète  à  trois 
dimensions.  Quelles  que  soient  les  notions  intuitives  qui  entrent 
comme  éléments  constituants  dans  celle  de  la  continuité  géomé- 
trique, les  propriétés  qui  font  l'objet  de  VAnalysis  sitâs  résul- 
tent du  fait  que  cette  continuité  définit,  pour  l'espace  ponctuel, 
un  ordre  complexe  du  même  type  que  celui  de  la  variété  numé- 
rique complète  à  trois  dimensions. 

La  nature  logique  de  VAnalysis  sitûs  est  donc  bien  spécifiée; 
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celte  science  consûlue  une  application  de  ta  iliéorie  d'un  certain 
type  d'ordre  complexe. 

11. 

LA  NOTION  DB  VOLUME. 

Une  proposition  ayant  pour  but  de  classer  VAnalysis  sitâs  ne 
peut  évidemment  exprimer  en  rien  des  qualités  de  Fespace  lui- 
même  (sauf  sa  puissance)  et  ne  peut  intéresser  que  les  notions  qui 
ont  été  réunies  sous  le  terme  assez  vague  de  continuité  géomé- 
trique. 11  importe  tout  d'abord  de  réduire  Tidée  de  cette  conti- 
nuité à  des  notions  à  la  fois  plus  intuitives  et  plus  précises. 

Dans  tout  ensemble  ayant  la  puissance  du  continu  et  rapporté  à 
un  système  de  n  coordonnées  il  existe  des  ensembles  continus 
par  rapport  à  ce  système  de  coordonnées.  Ces  ensembles  jouis- 
sent de  la  même  propriété  par  rapport  à  tous  les  systèmes  de  coor- 
données qui  se  déduisent  les  uns  des  autres  par  transformations 
biunivoques  et  continues,  c'est-à-dire  qui  déterminent  la  même 
notion  de  continuité  (le  même  ordre  complexe).  Ces  ensembles 
peuvent  être  appelés  les  segments  relatifs  à  Tordre  considéré,  et 
il  est  facile  de  se  rendre  compte  qu'ils  déterminent  complètement, 
à  leur  tour,  Tordre  correspondant. 

Les  segments  déterminés  par  la  continuité  géométrique  sont 
évidemment  les  volumes.  L'axiome  fondamental  de  VAnalysis 
sitûs  peut  donc  être  pris  sous  la  forme  suivante  : 

A.  —  Les  volumes  sont  les  segments  relatifs  à  un  ordre 
complexe  du  même  type  que  celui  qui  est  inhérent  à  la  variété 
numérique  complète  à  trois  dimensions. 

Cette  proposition  a  pour  effet  de  classer  la  notion  de  volume  (•) 

(*)  Mais  non  de  la  définir.  Il  n*est  peut-être  pas  inutile  d'observer,  i  ce  propos, 
que,  bien  que  les  définitions  comportent  un  haut  degré  d^arbitraire,  elles  doivent 
néanmoins  satisfaire  4  certaines  conditions  grammaticales;  c'est  ainsi  que  les 
deux  termes  d'une  définition,  savoir  U  dénomination,  d'une  part,  et  les  pro- 
priétés en  cause,  d'autre  part,  doivent  s'appliquer  au  même  objet,  et  il  ne  sau-» 
rait  être  licite  de  dire,  par  exemple  :  j'applique  l'adjectif  droite  à  toute  ligne 
appartenant  à  un  ensemble  jouissant  de  telles  et  telles  propriétés,  car  tout  qua- 
lificatif du  substantif /f^/ie  doit  exprimer  une  qualité  des  lignes,  c'est-à-dire  déter- 
miner une  répartition  des  lignes  en  deux  ensembles  formés,  l'un  des  lignes  qui 
possèdent  k  qualité  visée,  l'autre  de  celles  qui  ne  la  possèdent  pas. 
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dans  une  catégorie  préalablement  conçue  et  définie  en  fonction 
des  concepts  mathématiques  généraux  (en  admettant  que  Ton 
soit  parvenu  à  définir  le  type  d'ordre  visé  indépendamment  des 
coDcepis  numériques);  elle  constitue  donc  un  axiome,  dans  la 
véffttebie  acception  du  mot. 

Il  est  intéressant  d'observer  que  les  volumes  ne  sont  pas  les 
seuls  ensembles  de  points  qoi  jouissent  de  la  propriété  spécifiée. 
En  effet,  si  Ton  applique  aux  divers  points  de  Tespace  une  trans- 
formation ponctuelle  biunivoque  mais  discontinue,  les  volumes 
devienncfit  des  ensembles  de  points,  qui  ne  sont  pas  des  volumes 
mais  qui  possèdent,  en  tant  qu'ensembles  de  points,  les  mêmes 
propriétés  que  les  volumes,  c'est-à-dire  qu'ils  constituent  les 
segments  d'i^n  nouveau  dispositif  ordinal  semblable  à  celui  qui 
est  déterminé  par  la  continuité  géométrique.  De  même  les  lignes 
seraient  ainsi  transformées  en  ensembles  simplement  ordonnés 
qui  leur  sont  seonblables  et  qui  jouent  dans  le  nouveau  dispositif 
le  même  rôle  qu^  les  lignes  dans  l'ancien. 

UAnalysis  siêâs  se  présente  donc  comme  une  application 
d'une  théorie  plus  générale  et  à  laquelle  il  est  difficile  de  refuser 
le  qualificatif  géométrique,  puisqu'elle  conserve  la  notion  de 
pointé 

m. 

LES  8BGMBNT8  D*I7N  DISPOSITIF  oaDINAL. 

Les  remarques  précédentes  ont  pour  eflet  de  ramener  la  ques- 
tion des  principes  de  V Analyses  sitàs  à  la  résolution  de  ce  pro- 
blème :  édifier  une  théorie  générale  de  l'ordre. 

Tandis  que  la  notion  d'ordre  simple  est  une  des  plus  nettes  qui 
soient  fournies  par  l'intuition  et  tandis  que  ses  propriétés  sont  des 
plus  faciles  à  concevoir  et  à  énoncer,  il  est  loin  d'en  être  de  même 
pour  la  notion  d'ordre  complexe.  On  peut  essayer  d'aborder  celle- 
ci  indirectement. 

Comme  généralisation  de  ce  qui  a  été  observé  pour  les  variétés 
numériques,  tout  ordre  simple  ou  complexe  donne  lieu  i  des 
segments,  qui  le  déterminent  complètement.  (Dans  le  cas  d'un 
ordre  simple,  ils  sont  définis  par  la  condition  de  contenir,  chacun, 
tous  les  éléments  compris  entre  deux  quelconques  de  ses  propres 
éléments.)  On  peut  dès  lors  se  demander  si  Ton   n'aurait  pas 
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quelque  facilité  à  fonder  une  théorie  générale  de  l'ordre  en  adop- 
tant comme  notion  fondamentale  celle  de  segment.  Cette  voie 
présenterait  Tavantage,  en  ce  qui  concerne  la  Géométrie,  de 
prendre  son  point  de  départ  dans  les  données  intuitives  elles- 
mêmes. 

A  cet  effet,  il  serait  tout  d*abord  nécessaire  de  déterminer  : 
i*^  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  des  ensembles  pour 
constituer  les  segments  d'un  dispositif  ordinal;  a^  les  propriétés 
de  ces  segments  qui  caractérisent  les  diverses  catégories  à  distin- 
guer dans  les  dispositifs  ordinaux  (dispositifs  à  une,  deux,  etc. 
dimensions,  dispositifs  compacts  ou  disjoints,  fermés  ou  ouverts, 
limités  ou  illimités,  etc.).  On  signale  seulement,  à  titre  d'indica- 
tion, trois  propriétés  qui  doivent  s'appliquer,  semble-t-il,  aux 
segments  d'un  dispositif  ordinal  quelconque. 

Deux  segments  qui  ont  des  éléments  communs  forment,  par 
leur  réunion,  un  segment.  (C'est  une  propriété  essentielle  de 
ridée  de  continuité.) 

On  peut  toujours  diviser  un  segment  en  deux  autres  conte* 
nant  respectivement  deux  éléments  distincts  arbitrairement 
choisis  dans  le  segment  primitif  . 

Si  deux  segments  s  et  s'  sont  contenus  dans  un  troisième, 
celui-ci  contient  également  un  segment  a  tel  que  les  ensembles 
(s y  9)  et  (s',  0"),  formés  respectivement  par  la  réunion  de  o"  avec 
s  et  y,  constituent  des  segments, 

IV. 

l'unité  DBS  MATHÉMATIQUES. 

La  Géométrie  peut  être  établie  tout  entière  sans  metlre  en  jeu 
d^autres  concepts  que  ceux  qui  ressortissent  à  VAnalysis  sitûs; 
ceux-ci  permettent  en  eflet  de  définir  et,  par  conséquent,  d'étu- 
dier les  catégories  auxquelles  appartiennent  les  autres  concepts 
géométriques;  on  peut  en  effet  énoncer  les  axiomes  de  la  Géo- 
métrie projeclive  et  de  la  Géomélrie  métrique  (considérées  comme 
indépendantes  l'une  de  l'autre)  sous  la  forme  suivante  : 

P.  —  Les  lignes  droites  sont  des  lignes  sans  point  double, 
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s^étendant  à  V  infini  dans  les  deux  sens  et  formant  un.ensemble 
qui  jouit  des  propriétés  suii^antes  : 

Une  des  lignes  de  V ensemble  est  déterminée  par  deux  quel-* 
conques  de  ses  points; 

Toutes  les  lignes  de  V ensemble  qui  s* appuient  sur  deux 
d^entre  elles  concourantes  sont  situées  sur  une  même  sur/ace; 

Par  un  point  extérieur  à  une' ligne  de  ^ensemble  on  ne  peut 
mener  à  cette  ligne  qu'une  seule  ligne  asymptotique  apparte-- 
nant  à  V ensemble. 

M.  —  Les  déplacements  sans  déformation  sont  des  transfor- 
mations ponctuelles  formant  un  groupe  métrique  archimédien 
et  dont  les  lignes  axiales  présentent  la  propriété  de  V unicité 
de  V asymptotique.  On  doit  entendre  par  groupes  métriques  les 
groupes  semblables  soit  au  groupe  des  déplacements  sans  déforma- 
tion, soit  au  groupe  projectif  continu  conservant  une  sphère  réelle 
ou  imaginaire  à  centre  réel  ;  les  groupes  archimédiens  sont  ceux  de 
ces  groupes  pour  lesquels  la  surface  invariante  (transformée  d*un 
plan  ou  d'une  sphère  réelle)  est  reportée  à  l'infini.  Bien  entendu, 
Ton  doit  adopter,  pour  les  groupes  métriques,  une  définition  in- 
dépendante des  concepts  métriques;  mais  il  suffit,  pour  celay 
d'exprimer  géométriquement  les  propriétés  caractéristiques  indi- 
quées par  Sophus  Lie  ^  et  qui,  pour  les  groupes  métriques  archi- 
médiens, se  réduisent  à  la  suivante  (*  )  : 

Pour  les  transformations  du  groupe  qui  laissent  fixe  un 
point  quelconque  de  l'espace,  le  lieu  des  transformés  d'un 
autre  point  quelconque  est  une  surface  fermée  qui  passe  par 
le  second  point  et  entoure  le  premier. 

Les  principes  de  YAnalysissitâs  sont  donc  ceux  de  la  Géomé- 
trie tout  entière,  et  Ton  voit  qu'une  théorie  générale  de  l'ordre 
réaliserait  l'unité  logique  des  Mathématiques,  l'Analyse  numérique 
et  la  Géométrie  devenant  alors  des  applications  de  cette  théorie. 

Enfin,  on  constate  que  l'espace  se  voit  dépouillé,  au  profit 
d'autres  concepts,  de  toutes  les  qualités  qui  lui  étaient  attribuées^ 
en  propre,  à  l'exception  de  celles  qui  appartiennent  à  tous  les  en- 
sembles ayant  la  puissance  du  continu. 

(•)  G.  CoMBBBiAC,  Théorie  géométrique  des  groupes  métriçues  {Enseigne- 
ment mathématique,  1905). 
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On  s'abonne.et  Ton  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  au  siège  de  lai^o^'iet?  ei  à  fa 'tilirain 
Ganthler-Villars,  55,  quai  des  Grands-Augustins,  Paris. 


Les  séances  de  la  Société  mathématique  ont  lien  les  premier  et  troi- 
sième Jeadis  de  chaqne  mois  à  9  heures  du  soir. 

Depuis  le  1^*^  mars  1900  les  séances  de  la  Société  ont  lieu  dans  une 
salle  de  la  Faculté  des  Sciences  (entrée  place  de  la  Sorbonne,  escalier 
tout  an  bout  de  la  galerie,  deuxième  étage  à  droite). 

Les  Membres  de  la  Société  ont  dû  recevoir  une  carte,  portant  le 
timbre  du  Secrétariat,  leur  donnant  accès  à  la  Bibliothèque  de  l'Uni- 
Tersité,  et  fournissant  à  ce  sujet  les  renseignements  nécessaires:  ceux 
qui  ne  l'auraient  pas  reçue  sont  priés  d'en  informer  le  Secrétariat. 

La  correspondance  peut  être  adressée,  soit  à  la  Faculté  des  Sciences, 
place  de  la  Sorbonne,  soit  au  domicile  de  l'un  des  secrétaires,  dé  pré- 
férence à  M.  Oréry,  sauf  ce  qui  concerne  la  rédaction  du  Bulletin. 
qui  doit  être  adressé  de  préférence  à  M.  Raflfy. 


AVIS. 


Dans  sa  séance  du  i5  mars  1906,  le  Conseil  de  la  Socieié  ma- 
thématique de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  son  admission^  aux  prix  suivants  : 

3  francs  le  volume  pour  chacun  des  trente  premiers  tomes; 

6   francs   le   volume  pour  chacun   des  tomes  suivants,    ce  dernier   pri% 

devant  être    réduit  à  4  francs  pour  les  acheteurs   de  dix  volumes  au 

moins. 

Dans  sa  séance  du  28  février  1900,  le  Conseil  de  la  Société 
mathématique  de  France  a  décidé  qu'à  Tavenir  tout  Membre  de 
la  Société,  auteur  d'un  lv2iyà\\  quelconque  inséré  dans  le  Bulle- 
tin et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  part,  devra  en  faire  la 
demande  en  retournant  l'épreuve  corrigée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  frais  du 
tirage  à  part  seront  faits  par  la  Société. 


Conformément  à  des  décisions  prises  parle  Conseil  et  par  la 
Commission  d^impression  : 

I*»  Le  Bulletin,  depuis  le  Tome  XXVIl,  paraît  tous  les 
trois  mois  ; 

2^  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  au  Bulletin  sont 
instamment  priés  d'inscrire  en  tète  de  leurs  manuscrits  la 
classification  que  leur  assigne,  d'après  le  sujet  traité,  V Index  du 
Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques; 

3^  Ils  sont  également  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  qae  pou- 
sible,  la  proportion  de  une  figure  pour  quatre  pages  de  texte 
imprimé. 
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SUR  LA  REPRÉSENTATION  UNIFORME  DES  COURBES  TRANSCENDANTES  ; 
Par  M.  Georges   Rémoundos. 

1 .  Il  est  bien  coqdu  que  les  coordonnées  des  points  des 
courbes  algébriques  de  genre  zéro  et  un  peuvent  s'exprimer  par 
des  fonctions  uniformes  d^un  paramètre,  méromorphes  dans  tout 
le  plan;  M.  Picard  a  démontré  qu'une  telle  représentation  uni- 
forme est  impossible  pour  les  courbes  algébriques  de  genre  supé- 
rieur à  un^  qui  exigeraient  des  transcendantes  uniformes  d*une 
nature  beaucoup  plus  compliquée  avec  des  singularités  essentielles 
formant  un  ensemble  continu  ou  un  ensemble  parfait  discontinu. 

M.  Poincaré  a  démontré  qu'il  est  toujours  possible  de  faire  une 
représentation  uniforme  d'une  fonction  multiforme  quelconque 
{Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XI).  Son  théorème 
consiste  en  ce  que,  étant  donnée  une  telle  fonction  u=o(.s), 
nous  pouvons  trouver  une  troisième  variable  f ,  telle  que  u  et  z 
puissent  s'exprimer  uniformément  en  fonction  de  /  par  les  formules 

(I)  M=H(0,        ^  =  M(0. 

Le  problème  de  la  possibilité  de  la  représentation  uniforme 
d'une  équation  quelconque 

(a)  f{z,u)=o 

étant  donc  résolu  par  l'affirmative,  la  première  question,  qui  se 
présente  tout  naturellement,  concerne  la  nature  et  la  complication 
des  singularités  des  fonctions  uniformes  H(t)  et  M(^)  qui  consti- 
tuent la  représentation  uniforme. 

Il  est,  bien  entendu,  supposé  que  l'équation  (2)  définit  une 
fonction  u  =  f  (^)  analytique.  En  me  plaçant  dans  le  cas  où  cette 
équation  est  transcendante  par  rapport  à  l'une  des  deux  variables 
^  et  a  ou  bien  à  toutes  l^s  deux,  je  me  propose  de  signaler  un 
résultat  intéressant,  qui  découle  de  ceux  que  j'ai  obtenus  dans  ma 
thèse  (•)  sur  l'extension  du  théorème  de  M.  Picard  aux  fondions 
multiformes. 

(*)  Sur  les  zéros  d'une  classe  de  /onctions  transcendantes  [Thèse  de  doctorat 
de  rUniversite  de  Paris  (Gauthicr-Villars  et  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences 
de  Toulouse)], 

XXXIV.  i3 
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2.  Les  fondions  H(/)  et  M(/)  peuvent,  a  priori,  présenter 
des  singularités  essentielles  de  toutes  sortes.  Si  ces  points  sont 
isolés,  autour  de  chacun  d'eux  il  ne  saurait  y  avoir  plus  de  deux 
valeurs  exceptionnelles,  et  cela  d'après  le  théorème  classique  de 
M.  Picard  sur  les  valeurs  d'une  fonction  uniforme  dans  le  voi- 
sinage d^un  point  singulier  essentiel  isolé;  il  en  résulte  que,  dans 
ce  cas,  le  nombre  des  valeurs  exceptionnelles  générales  ne  sera 
jamais  supérieur  à  deux.  Une  valeur  Uq  sera  dite  exceptionnelle 
générale  pour  une  fonction  u  =z(T(t),  lorsque  l'équation 

Uo=  ^(t) 

n'admet  qu'un  nombre  fini  de  racines  dans  tout  le  plan. 

Cette  notion  est  nécessaire  lorsqu'il  s'agit  d'une  fonction  qui 
présente  plusieurs  points  singuliers  essentiels. 

Le  cas,  dans  lequel  les  fonctions  uniformes  H(^)  etM(^)ne 
présentent  pas  de  points  singuliers  isolés,  est  celui  qui  nous  inté- 
resse surtout  ici,  parce  que,  dans  ce  cas,  l'ensemble  des  valeurs 
exceptionnelles  générales  pourrait  être  quelconque  (continu  ou 
discontinu)  pour  une  fonction  uniforme  arbitrairement  prise;  il 
pourrait  former  des  lignes,  des  aires  embrassant  une  partie  ou 
la  totalité  du  plan  des  u,  etc. 

L'étude  de  cet  ensemble,  dont  la  nature  peut  nous  fournir  des 
renseignements  intéressants  sur  la  nature  des  fonctions  H(/)  et 
M(^),  qui  constituent  la  représentation  uniforme  de  la  fonction 
multiforme  u  =  o(t)^  fera  l'objet  des  considérations  que  j'expo- 
serai dans  les  paragraphes  suivants. 

J'ai  déjà  abordé  cette  question  dans  ma  thèse  (p.  49>  Chap.  III) 
et  je  me  propose  de  compléter  ici  les  remarques  que  j'y  ai  faites 
d'une  façon  très  abrégée.  Nous  commençons  par  donner  quelques 
définitions. 

3.  Nous  dirons  qu'une  valeur  Uq  de  //  est  exceptionnelle  dans 
le  voisinage  d'un  ensemble  (T)  (')  de  points  du  plan  /  par  rapport 
à  une  fonction  //  =  ^(0^  lorsqtie  ré(|uulion 


(  ')  Les  points  de  cet  ensemble  sont  supposas  sin«;nli(M*s  psscnlicls. 
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iraclmet  ([u'iin  nombre  (iiii  de  racines  à  riiilérieur  de  loiil  con- 
tour G  renfermant  tous  les  points  de  Tensemble  (ï)  et  aucun 
autre  point  singulier  essentiel  de  la  fonction  <j{t)  étranger  à  l'en- 
semble (T). 

Cette  définition  n'est  pas  du  tout  vague  dans  le  cas  où  l'ensemble 
(T)  possède  des  points  à  l'infini  et  il  n'est  pas  difficile  de  conce- 
voir les  aires  (*)  qui  renferment  tous  les  points  de  (T)  à  l'exclu- 
sion de  tout  autre  point  singulier  essentiel  étranger  à  (T).  Le  point 
du  plan  «correspondant  à  u^  sera  appelé  aussi  exceptionnel.  Nous 
distinguons  trois  cas  : 

a'.  L'ensemble  de  ces  points  exceptionnels  du  plan  ii  est  ou  bien 
fini  ou  bien  dénombrable  isolé  (c'est-à-dire  il  n'est  dense 
nulle  part)  ; 

^3'.  Le  même  ensemble  est  dense  dans  diverses  portions  du  plan  «, 
mais  il  n'embrasse  pas  tout  le  plan;  ou  bien  il  est  parfait  dis- 
continu ; 

•^''.  L'ensemble  est  dense  partout  et  embrasse  tout  le  plan;  c'est- 
à-dire  son  ensemble  dérivé  est  formé  de  tous  les  points  du  plan. 

Dans  le  premier  cas,  nous  dirons  que  la  fonction  <x(/)  est  in- 
déterminée dans  le  voisinage  de  l'ensemble  (T)  avec  une  indé- 
termination complète.  Dans  le  deuxième  cas,  nous  dirons  qu'il 
y  a  une  indétermination  incomplète.  Dans  le  troisième  cas,  le 
degré  de  l'indétermination  est  un  peu  vague  et  il  est  difficile  de  la 
caractériser  d'une  façon  sommaire,  puisqu'il  peut  se  présenter  des 
circonstances  diverses  pour  l'ensemble  des  valeurs  exceptionnelles, 
qui  peut  être  dénombrable  aussi  bien  que  continu.  A  ce  cas  se 
ramène  le  cas  de  la  non-indétermination,  où  l'ensemble  des  va- 
leurs Uo  pour  lesquelles  l'équation 

admet  un  nombre  fini  de  branches  dans  le  voisinage  de  l'en- 
semble T  (c'est-à-dire  dans  une  portion  du  plan  telle  que  nous 
l'avons  spécifiée  plus  haut),  ne  contient  aucun  élément. 

(')  On  évitera  ici  d'employer  le  mot  contour.  {Voir  là  remarque  du  n"  6.) 
Dans  cette  définition,  nous  supposons,  bien  entendu,  qu'il  siigit  des  ensembles 

que  nous  pouvons  isoler  des  aulres  points  singuliers;   aulrcmenl,  lu  définilion 

n'aurait  pas  de  sens. 
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M.  Painievé  a  déjà  employé  des  dénominations  pareilles  dans 
une  étude  sur  l'indétermination  d'une  fonction  multiforme  dans 
le  voisinage  d'un  point  singulier  essentiel.  [Voir  :  Sur  les  sin- 
gularités des  fonctions  analytiques  et,  en  particulier,  des 
fonctions  définies  par  les  équations  différentielles  (Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  1900). 
Le  lecteur  pourra  aussi  lire  avec  profit  la  thèse  de  M.  Painievé  : 
Sur  les  lignes  singulières  des  fonctions  analytiques,  Gauthier- 
Villars,  1887.] 

Le  cas  le  plus  intéressant  pour  le  but  que  nous  poursuivons  est 
celui  où  l'ensemble  (T)  est  continu,  parce  qu'il  est  très  probable 
que  les  fonctions  uniformes  ne  peuvent  présenter  qu'une  indé- 
termination complète  dans  le  voisinage  d*un  point  appartenant  à 
un  ensemble  parfait  discontinu.  C'est  ce  que  M.  Zoretti  a  essayé 
de  démontrer  dans  sa  remarquable  thèse  ( Gauthier- Viliars  et 
Journal  de  M.  Jordan,  igoS).  La  chose  reste  encore  douteuse. 

4.  Cela  posé,  supposons  d'abord  que  l'équation  (2)  soit  algé- 
brique (polynôme)  en  u  de  degré  n  et  transcendante  entière  en  z 
et  remarquons  que  toute  valeur  exceptionnelle  générale  de  la 
fonction  u  =  H(t)  sera  aussi  exceptionnelle  pour  la  fonction  mul- 
tiforme u  =  ff(z)  (voir  ma  thèse,  loc.  cit.)^  qui  n'a  qu'un  nombre 
fini  de  branches.  Or,  je  démontre  dans  ma  thèse  que  celte  der- 
nière fonclien  ne  saurait  jamais  avoir  plus  de  2/1  valeurs  excep- 
tionnelles, l'infini  compris;  il  en  sera  donc  de  même  des  valeurs 
exceptionnelles  générales  de  m  =  H(^). 

Supposons  encore  que  w  =  H(<)  admette  des  ensembles  conti- 
nus singuliers  (points  isolés,  lignes,  aires)  essentiels  Tf,  T2,  ..., 
Tm,  •  • .  et  appelons  Ui,  U2,  • . .)  Umv  ...  les  ensembles  de  points 
exceptionnels  du  plan  u  correspondant  respectivement  au  voisi- 
nage des  T|,  T2,  .  . . ,  T^)  • . .  ;  on  a  le  théorème  suivant  : 

L  V ensemble  des  points  communs  aux  ensembles  U| ,  Uj, . . ., 
U,„,  . . .  est  fini  et  le  nombre  de  ses  éléments  ne  saurait  dé- 
passer 2/1. 

Le  cas  nouveau  est  celui  où  tous  les  ensembles  T/  sont  continus 
proprement  dits,  c'est-à-dire  lorsqu'il  n'y  a  pas  de  points  singu- 
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lîers  essenliels  isolés;  dans  le  cas  contraire,  le  théorème  était  évi- 
dent. Nous  en  déduisons  le  corollaire  suivant  : 

Corollaire.  —  Si  les  singularités  essentielles  de  la  fonction 
u  =  H(/)  ne  forment  qu'un  ensemble  continu  (*)  T  {une  ligne 
ou  une  aire)^  dans  le  voisinage  de  cet  ensemble  il  y  aura  une 
indétermination  complète  de  la  fonction  u  =  H(r),  le  nombre 
des  valeurs  exceptionnelles  étant  au  plus  égal  à  2/1.  Nous  ne 
pouvons  pas  en  dire  autant  pour  la  fonction  s  =  M(/). 

Passons  maintenant  au  cas  où  f{z^  u)  désigne  une  fonction 
transcendante  entière  par  rapport  aux  variables  z  et  </,  toutes  les 
deux,  et  rappeions-nous  le  théorème  général  établi  dans  ma  thèse 
(p.  43)  et  énoncé  comme  il  suit  : 

Les  ensembles  (E)  et  (e)  des  valeurs  exceptionnelles  de  la 
fonction  multiforme  w  =  <p(^)  et  de  son  inverse  z  =^W {u)  sont 
ou  bien  finis  ou  bien  dénombrables  avec  un  seul  point  limite 
à  Vinfini  (par  conséquent  isolésj  pas  denses). 

Faisons  sur  la  fonction  z  =  M(^)  la  même  hypothèse  que  sur 
u  =  H(/)  et  appelons  Si,  S2,  S3,  • . .,  S/,  • . .  les  ensembles  con- 
tinus ou  points  isolés  de  singularités  essentielles  de  la  fonction 
z  =  M(/)  et  Zo  Za,  Zs,  .  . .,  Z|,  ...  les  ensembles  de  points  ex- 
ceptionnels du  plan  z  correspondant  respectivement  aux  voisi- 
nages des  2)|,  S29  ^S)  -  •  •)  ^<9  •  *  •• 

La  remarque  que  les  ensembles  U«  font  partie  de  l'ensemble  (E) 
et  les  ensembles  Z/  font  partie  de  (e)  nous  conduit  au  théorème 
suivant  : 

IL  Les  points  communs  des  ensembles  U,-  forment  un  en- 
semble  ou  bien  fini  ou  bien  dénombrable  isolé  avec  un  point 
limite  à  l'infini.  Il  en  est  de  même  des  ensembles  Z|,  ce  qui 
distingue  essentiellement  ce  cas  du  cas  précédent  y  où  f{z^  u) 
était  un  polynôme  par  rapport  à  u. 

Corollaire.  —  Si  les  singularités  essentielles  des  fonctions 
H(^)  et  M(f)  ne  forment  quhin  ensemble  continu  {une  ligne 


(*)  Je  m'attache  ici  surtout  au  cas  où  l'ensemble  (T)  est  continu.  Cette  res- 
triclioa  n'a  pas  du  tout  des  motifs  essentiels,  puisque  ces  résultats  s'étendent 
d'eux-mêmes  à  tous  les  ensembles  non  isolés. 
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ou  une  aire),  dans  te  voisinage  de  cet  ensemble  il  y  aura  une 
indétermination  complète  des  fonctions  H(/)  ou  M(^).  Ceci 
s^énoncerail  encore  sous  la  forme  suivante  : 

((  Il  est  impossible  de  satisfaire  à  Téquation  f(^ZyU)=so, 
f{Zj  u)  désignant  une  transcendante  entière  par  rapport  k  z  el  Uj 
par  des  fonctions  uniformes  u  =  H(/)  et  5  =  M(^)  ayant  un  en- 
semble continu  unique  de  singularités  essentielles  d'une  indéter- 
mination incomplète.  H  en  sera  de  même  lorsqu'il  nVaura  aucune 
indétermination  dans  le  voisinage  de  cet  ensemble.  « 

o.  Les  considérations  précédentes  nous  fournissent  des  rensei- 
gnements sur  les  valeurs  des  fonctions  H(^)  et  M(^)  dans  le  voisi- 
nage d'une  ligne  singulière  ou  d'une  aire  singulière,  pi-ises  dans 
leur  ensemble.  Mais  il  serait  intéressant  de  savoir  ce  qui  peut  se 
passer  dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque  de  Tensemble 
continu  de  singularités. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  la  fonction  H(/)  admette 
une  ligne  singulière  essentielle  (L)  et  n'ait  aucun  point  essentiel 
en  dehors  de  cette  ligne.  D'après  le  dernier  corollaire,  il  y  aura 
une  indétermination  complète  dans  le  voisinage  de  la  ligne,  prise 
dans  son  ensemble;  mais,  si  nous  considérons  un  point  quelconque 
de  la  ligne  dans  son  voisinage  (c'est-à-dire  à  l'intérieur  d'un  cercle 
arbitrairement  petit  décrit  de  ce  point  comme  centre),  il  peut  bien 
y  avoir  une  indétermination  incomplète  ou  bien  la  fonction  pourra 
y  être  déterminée. 

Nous  pouvons  compléter  les  résultats  de  ce  travail  par  la  re- 
marque suivante  : 

//  y  aura  indétermination  non  seulement  le  long  de  toute 
la  ligne  (L),  mais  encore  dans  le  voisinage  de  segments  de  la 
ligne  arbitrairement  petits  [aussi petits  que  l'on  voudra). 

En  effet,  nous  pouvons  toujours  diviser  la  ligne  (L)  en  une  infi- 
nilé  dénombrable  (')  de  segments  de  longueur  égale  à  e,  e  étant 
arbitrairement  petit.  S'il  n'y  avait  pas  d'indétermination  dans  le 
voisinage  d'aucun  de  ces  segments,  l'ensemble  des  valeurs  excep- 
tionnelles dans  chacun  de  ces  voisinages  embrassant  tout  le  plan 

(^)  Ou  bien  en  un  nombre  Uni  de  seginenls. 
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des Uy  sauf  un  ensemble  dénombrable  de  points  isolés,  il  en  serait 
de  même  pour  le  voisinage  de  toute  la  ligne  (L). 

Pour  nous  en  rendre  compte,  appelons  /i ,  ^27  's»  •  •  •»  '/o  *  •  •  ^^s 
divers  segments  et  5|,  ^2,  53,  . . .,  5«, les  ensembles  de  va- 
leurs non  e)cceplionnelles  correspondant  respectivement  au  voisi- 
nage de  ces  segments. 

Il  est  clair  que,  si  Ton  exclut  du  plan  des  u  Tensemble 

s,  -+-  5j  -f-  53  H-  .  .  .  -h  «rt  -f-  .  .  . , 

qui  est  dénombrable  ou  fini,  la  partie  restante  du  plan  serait  tout 
exceptionnelle  le  long  de  la  ligne  (L).  Ainsi  la  fonction  H(^) 
admettrait  le  long  de  la  ligne  entière  (L)  un  ensemble  continu  de 
valeurs  exceptionnelles,  ce  qui  serait  absurde  d'après  le  corol- 
laire du  paragraphe  4. 

Les  raisonnements  employés  pour  celle  démonstration  reposent 
sur  la  proposition  suivante  : 

Pour  qu'une  valeur  Uo  ne  soit  pas  exceptionnelle  le  long  de 
toute  la  ligne  (L),  il  suffit  qu'elle  ne  le  soit  pas  pour  un  des 
segments  li. 

Cette  condition  n'est  évidemment  pas  nécessaire. 

6.  Je  termine  ce  travail  par  une  petite  remarque  au  sujet  de  la 
définition  donnée  au  commencement  du  paragraphe  3. 

Pour  éviter  le  mot  contour,  qui  entraînerait  une  certaine  ambi- 
guïté, surtout  dans  le  cas  où  Tensemble  (T)  contient  des  points  à 
l'infini,  nous  pouvons  procéder  comme  suit  : 

La  valeur  Uq  sera  dite  exceptionnelle  dans  le  voisinage  de 
l'ensemble  T,  lorsque  l'équation 

n'admet  qu'un  nombre  fini  de  racines  dans  une  portion  du  plan  t 
quelconque,  contenant  (*)  tous  les  points  de  l'ensemble  (ï)  et 
aucun  autre  point  singulier  essentiel  de  la  fonction  o'(^). 

Weierstrass  et  M.  Freedholm  (2)  ont  formé  des  séries  repré- 

(,')  Ea  d'autres  termes,  les  points  de  l'ensemble  (T)  appartiennent  à  cette  por- 
tion du  plan»  tandis  que  les  autres  points  singuliers  essentiels  n'en  font  pas  partie 

(')  Voir  :  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences^  2}  mars 
1890  et  Traité  d'Analyse  de  M.  Picard,  t.  II,  p.  70-71. 
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sentant  des  fonctions  qui  ne  peuvent  pas  être  étendues  analyti- 
quement  au  delà  du  cercle  de  convergence  et  convergentes  sur 
la  circonférence  de  ce  cercle,  qui  est,  par  conséquent,  une  ligne 
singulière  essentielle  pour  ces  fonctions.  Il  est  clair  qu*elles  ne 
présentent  aucune  indétermination  ni  dans  le  voisinage  d'un  arc 
de  la  circonférence  arbitrairement  petit,  ni  le  long  de  toute  la  cir- 
conférence. Il  est  donc  impossible,  diaprés  les  résultats  exposés 
dans  ce  travail,  qu' elles  se  prêtent  à  la  représentation  uniforme 
d'une  fonction  multiforme  rentrant  dans  la  classe  étudiée  ici* 
Il  est  remarquable  que  ces  résultats  soient  dus  à  la  transcendance 
de  l'équation  (2)  par  rapport  à  Tune,  au  moins,  des  variables  z 
et  u\  nous  avons  ainsi  une  spécification  des  fonctions  de  la  repré- 
sentation uniforme  d*une  équation  transcendante  (2)  sans  en  avoir 
aucune  pour  les  équations  algébriques  de  genre  supérieur  à  un. 

7.  £n  corrigeant  les  épreuves,  j'ajoute  la  remarque  suivante  : 
Le  théorème  du  paragraphe  5  entraîne  ce  fait  intéressant  qu'il 
y  aura  un  point,  au  moins,  de  la  ligne  qui  sera  point  àHndéter- 
mination,  au  sens  classique  du  mot;  c'est-à-dire  que  l'ensemble 
des  valeurs,  non  exceptionnelles  dans  un  cercle  arbitrairement 
petit  entourant  ce  point,  ne  sera  pas  dénombrable  isolé.  En  effet, 
l'existence  d'un  segment  d'indétermination  de  longueur  £  entraînera 
celle  d'un  autre  segment  d'indétermination  compris  dans  le  premier 
et  de  longueur  Si  <!  e  et  ainsi  de  suite  ^  nous  aurons  une  suite 
indéfinie  de  segments  de  longueurs  e,  t^,  t^t  •'•?  ^n^  •••)  Pen- 
dant vers  zéro  et  dont  chacun  fait  partie  du  précédent;  il  est  clair 
que  ces  segments  tendront  vers  un  point  limite,  dans  le  voisinage 
duquel  l'indétermination  sera  certaine.  Pour  s'en  rendre  compte, 
il  n'y  a  qu'à  remarquer  que,  si  l'équation 

admet  un  nombre  fini  de  racines  à  l'intérieur  d'un  cercle  entou- 
rant ce  point  t  =  /q;  il  en  sera  de  même  de  tout  autre  cercle  faisant 
partie  du  premier. 

Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Si  les  singularités  essentielles  des  fonctions  H(/)  et  M(/) 
forment  une  ligne  singulière  ou  un  ensemble  fini  de  lignes 
singulières,  il  y  aura  toujours,  au  moins,  un  point  d'indéter- 
mination. 
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SUR  LES  POLTNOHES  A  COEFFICIENTS  ET  A  VARIABLE 
HTPERCOHPLEXES; 


Par  M.  Léo»  Automne. 


I. 


Dans  une  Communicalion  récente  {Comptes  rendus  de  V Aca- 
démie des  Sciences,  28  mai  1906),  intitulée  :  Sur  les  propriétés 
qui,  pour  les  fonctions  d'une  variable  hypercomplexe,  corres- 
pondent à  la  monogénéité,  j'ai  énoncé  diverses  propositions  re- 
latives aux  variables  et  aux  fonctions  hypercomplexes.  La  théorie 
détaillée,  avec  les  démonstrations,  est  donnée  dans  un  Mémoire, 
de  même  litre  que  la  Communication,  qui  doit  paraître  dans  le 
Journal  de  Mathématiques,  de  M.  Jordan. 

Je  me  sers  notamment  de  la  terminologie  et  des  notations  de 
M.  Frobenius,  telles  que  l'éminent  algébriste  les  donne  dans  sa 
Théorie  der  hyperkomplexen  Grôssen  (Sitzungsberichte  de 
l'Académie  de  Berlin^  pour  avril  1908). 

La  théorie  générale  conduit,  en  ce  qui  concerne  les  polynômes 
à  coefficients  et  à  variables  hypercomplexes,  à  diverses  proposi- 
tions, que  je  développe  ci-après. 

Rappelons  d'abord  les  théorèmes  sur  lesquels  on  s'appuiera. 
Pour  les  démonstrations,  on  renverra  aux  publications  précitées. 

H. 

1°.  Prenons  un  groupe  simple  (e)  d'ordre  «=  r^.  Une  quantité 
hypercomplexe  j:  de  (e)  est 

(I)  ar=2eaa:a         |  a  =  1,  2,  . . . ,  n  j 

a 

OÙ  les  n  coordonnées  Xa  dex  sont  des  nombres  scalaires  (c'est- 
à-dire  réels  ou  complexes,  ordinaires).  Les  n  symboles  ta  ont  une 
multiplication  (associative,  mais  non  commutative)  définie  par  la 
formule  j  a,  p,  y  =  '  >  2,  . . . ,  /i  | 
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011  les  Oa^y  sont  n^  constantes  scalaires.  Si,  pour  x  =  '^zx^ 
^=  Ss V,  ^  =  2e^,  on  a,  dans  le  groupe  (e),  x=yz,  il  viendra, 
eu  égard  à  (2), 

d'où  la  formule  fondamentale 

(3)  xa=^aa^yjr^z^. 

2".  Au  lieu  des  Xa  et  e»  on  peut  introduire  des  coordonnées  X).jt 
et  des  symboles  txp,  à  double  indice  (A,  [ji  =  1 ,  2,  .  . . ,  /•;  /•-=  /i), 
lels  que  les  formules  (2)  deviennent 

(4  )  EXpLfipv  =  o,         pour         {1  .^t  p,         £Xpt£|iv  =  e),v 

I^e  groupe  (e)  est  isomorphe  sans  hémiédrie  aux  groupes  d«*s 
matrices  r-aires 

(3r)  = 


si  X  ^yz^  on  a  {x)  =  (j'')(3),  et,  récl|)roquemenl, 

p 

Les  coordonnées  à  double  indice  x\^  seront  dites  spéciales; 
elles  sont  d'ailleurs  liées  aux  x»  par  des  relations 

^  ^a).(i  ^a  =  ^>.|i'         ^a).|x  =  const.  scalaire, 
;  a  =  I ,  '2,  . . . ,  /i  ;         À,  .a  =  I  ,•>.,...,  /•  J. 

êi".   Avec  les  n  variables  scalaires  x^  formons  la  variable  /ty- 
pe rco  m  pie  xc 

a 
L'expression 

(;>  ^  =2'*^'^«('^» ^"^ 

a 
sera  i\'\\Q  fonction  de  la  variable  hypercomplexe  x. 
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Avec  M.  Frobenius,  je  désignerai  par 

/(x),  une  fonction  scalaire  des  n  variables  scalaires  x», 
/((x)),  une  fonction  de  la  variable  hjpercomplexe  x. 

En  coordonnées  spéciales  (2"),  il  viendra  j  a,  p,Y,  o  ==  i ,  :â,  ...,/*; 
n  =  7-2  ; 

4°.   Posons  JCf^y  =  Zy^;  prenons  les  /i-=  /•*  dérivées  parlielles 

rangeons-les  suivant  les  lignes  d'indices  ao  et  les  colonnes  d'in- 
dices yfi.  On  aura  la  matrice  jacobienne  des  X  par  rapport  aux  z. 
Nommons-la  H. 

Disposons  les  ao  et  les  v^  suivant  la  suite 

II,     la,     ...,     ir;     21,     22,     ...,     ir;     n,     7*2,     ...,     rr. 

Les  /•  valeurs  des  a  décon*iposent  H  en  /•  bandes  horizontales, 
de  r  lignes  chacune.  Les  r  valeurs  de  y  définissent  de  même  r 
bandes  verticales  de  r  colonnes  chacune.  H  est  ainsi  décomposée 
en  r^  matrices  partielles  6ay,  suivant  le  schéma 


/e,,    o„    ...    o,;.\ 

\^rl      0,.,       ...       Orr/ 


la  dérivée  partielle  -~-  est,  dans  la  matrice  Oqcy,  rélénienl  de  ligne 
0  et  de  colonne  [3. 

o".  J'introduis  maintenant  la  matrice  /j-aire  W=  jÔ^yl,  laquelle 
diffère  de  H  par  la  transposition  de  chaque  matrice  partielle  Oay, 
c'est-à-dire  par  V échange  des  deux  indices  jS  et  0.  Si  Ton  pose 

les  /*-=  /•*  éléments  u'apyS  de  la  matrice  W  sont  disposés  suivant 
les  ligues  a[ï  et  les  colonnes  yo. 
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H  et  W  se  définissent  ainsi  réciproquement  d^une  façon  complète. 

Quand  on  ne  prend  plus  de  coordonnées  spéciales,  H  et  W  se 
définissent  encore  mutuellement  sans  ambiguïté.  ^|i  étant  dansW 
l'élément  de  ligne  X  et  de  colonne  jjl,  j  X,  [x=  i,  2,  . . .,  /i  j,  on  a 

!p,  a,  p  =  i,  2,  ...,/iî. 


^X 


(9) 


les  a  étant  les  constantes  scalaires  des  formules  (2). 
On  remarque  aussi  que 


(10) 


6°.  Je  n'insisterai  pas  sur  les  propriétés,  assez  remarquables, 
de  la  matrice  W.  On  les  trouvera  dans  mes  publications  précitées. 
Je  passe  de  suite  au  problème,  objet  de  la  présente  Note. 


III. 

7**.  Je   désigne  (3")  par  : 

P/»(^)>  un  polynôme  de  degré  m,  à  coefficients  scalaires  et  aux  n 

variables  scalaires  x^J  . . .,  x„  ; 
Pm(^)y  un  polynôme  Vm{^)  homogène. 

L'expression 

aux  m  4- I   coefficients  hypercomplexes  ao,  ...,  a,„,  est  dite  un 
monôme  en  x  de  degré  m. 

Une  somme  de  monômes,  de  degrés  m'^m^  sera  un  polynôme 
^JE'/w((^))«  Si  tous  les  monômes  ont  le  même  degré  /?i,  9nt{{jc))  de- 
viendra homogène  et  s'écrira 

On  a  évidemment,  pour  coordonnées  de  la  quantité  hjper- 
complexe  l^m{{x))i  des  expressions  pm(^)  ci-dessus.  La  quan- 
tité ^im(x)  aura  pour  coordonnées  des  expressions  Pm{^)' 


k 

^ 
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8^.  Voici  mainlenant  la  qiieslion  que  je  vais  résoudre  dans  la 
présente  Note  : 

Réciproquement  à  ce  qui  précède,  une  expression  hyper- 
complexe  X,  dont  les  coordonnées  sont  des  Vm{x)^  est-elle 
toujours  un  polynôme  ïm((^))? 

On  démontrera  que  la  réponse  est  :  oui,  et  d^une  infinité  de 
façons. 

9".  Soit  donc 

(II)  X  =  ^eamX«(ir), 

où  les  Xfli(a:)  sont  des  P;„(ar)  (7®).  Comme  un  polynôme  quel- 
conque est  toujours  une  somme  de  polynômes  homogènes,  il  suf- 
fira, pour  la  démonstration  du  théorème,  de  supposer  que  les 
Xa(;r)  sont  àe^  pm{x)  (7**).  On  a  à  chercher  si  X  peut  être  effec- 
tivement un  |'m((^))  (7**). 

10**  Le  théorème  d'Euler  donne  j  a,  p,  X,  [x,  p,  t  =  i ,  a,  . . .,  /i  j, 
eu  égard  aux  formules  (9)  et  (10), 

Décomposons  la  matrice  Ai-aire  W^  l^Xpi]  en  un  produit  de 
deux  matrices  n-aires,  W  =  UV, 

(i3)    u=[axTL     v=[p^,],     v'=[i.,,,],     w=uv'==r2«XTv1. 

La  formule  (12)  donne 


(.4)    ■         ^'^^ 


X  =  ^  exep6jj.a:pMXT*'(iT 

PXJJLT 

=  2(2'^ "^0  (li'P'^p)  (^^V^'^^A  ==^^r^^x. 


p  /   \    y. 

en  désignant  par  Ux  et  «^xles  quantités  hypercomplexes 

(l5)  Mt  =  2s),"Xt»  ^T  =  ^£X^tJLT> 
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11*^.  Prenons  pour  V  une  matrice  quelconque,  mais  à  détermi- 
nant |V|  ^  o  et  à  éléments  i'^x  scalaires  et  constants;  alors 

(i6)  U  =  WV'-«. 

Les  coefficients  w\^  de  W  sont  des  polynômes  pm-t  (j^)',  la  for- 
mule (i6)  montre  qu'il  en  est  de  même  pour  les  uyx-  Chacune  des 
n  quantités  hypercomplexes  Ux  est  donc  de  même  nature  que  X, 
mais  le  degré  m  a  diminué  d'une  unité.  On  pourra  donc  écrire 

Ux  =  ^ux,xvxi  i-^i  =i,î>.,  ...,/i  1- 

On  donnera  encore  aux  coordonnées  de  iv  des  valeurs  cou- 
stantes;  les  coordonnées  de  Ux^  seront  alors  des  polynômes  ho- 
mogènes/?,„_2(:r)  et  ainsi  de  suite. 

Tout  compte  fait,  on  pourra  écrire  finalement 

(17)  ^"       ■-■■■ 

(  !  1  =  1,  2,,..,  m;         T.  =  1,  2,  ...,/i  ;, 

où  les /i quantités  hypercomplexes  i'x.onl  pour  coordonnées  n^  con- 
stantes scalaires  arbitraires,  à  déterminant  ^o. 

a^^...^^  =  const.  hypercomplexc. 

12**.  La  formule  (i-j)  montre  que  X  est  la  somme  de  n"*  mo- 
nômes 

Al,„((^))     (7") 

c'est-à-dire  que  X  est  un  polynôme 

Pm((-r)), 

OÙ  les  quantités  i^^,  peuvent  être  choisies  d'une  infinité  de  façons. 
C'est  ce  qui  est  annoncé  au  8". 

13°.  La  formule  (17)  peut  être  simplifiée.  Nommons  E  la  ma- 
trice n-aire  unité.  On  peut  faire,  au  calcul  du  H", 

V  =  V  =  E,        l'jjL-  =  o,        vxx  =  I  ; 
d'où 

et  ainsi  de  suite. 
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Alors  (17)  devient 


;t,,  ...^ti,  ...,^,«  =  i,A,  ...,/i  ;. 


14".  Les  coordonnées  de  i'hypercomplexe  X  sont  des  polynômes 
Pm{^)  î^  coefficients  scalaires  6  et  à  variables  scalaires  Xi,  . . .,  x,t. 
Il  est  facile  d'établir  des  relations  mutuelles  entre  les  constantes 
scalaires  b  et  les  constantes  hypercomplexes  a  des  formules  (17) 
et  (18).  Le  calcul  est  plus  court  quand  on  emploie  les  coordonnées 
spéciales  (2**)  x^^y  j  $,  y|  =  i ,  2,  . . . .  r  ;  /i  =  r^  j  et  les  symboles  a 

double  indice  eçr,  =  (    )»  de  façon  que 


=  ^  (      )  Xf    [et  analogue  de  la  formule  (.\)\  ; 

C)(o-  mhiiy 

lo".   Dans  la  formule  (18)  faisons 

Désignons  le  coefficient  ar,...T^  P^r 

(Xi  . . .  À,-  . . .  X„j  \  ^ 
îx, . . .  ^i, . . .  ,u,„  /  ' 

mettons  en  évidence  les   coordonnées   scalaires   de    l'hypercom- 
plexe  a,  en  écrivant 

(,q)  !  "  (l-'.  ••'•  Z)  "2(p)  "  (,x',  '.'.'.  Z\l)' 

La  formule  (18)  devient 

i»-'<'))-2'i.''.--'u',.'(*',:::r?)"' 

l-=(;)a',)e.:)-(;:ia)-a:)(:.:> 


(■j»o)         < 
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.,  ~^  CS>      •••1      Km-I  =  îm» 

ij  —  Sa,     . . . ,     fi/fi-i  =  Î//I,         ïji  =  X/. 
^    .-La  formule  (20)  devient 

V*  .  *     \  ^.  ^^  _  /ï)!  •••Yjm-lï'iw  |a  \ 

4Êm  \  ^im  /  \  Çî  •  •  •  Ç//I      i*/ii  I  ;i  / 

.,  I  î  auUe  part 

\  ==  f  ^((x))  =  2  (*,J  Xc^-(^;  *)» 

,.^  iouue  l^identification  des  deux  expressions,  de  |J«((J^))  '- 
,  .4.  6.  dans  Xar,^,  du  produit 

s>',H/Hif  des  constantes  scalaires 


\5î   .-.Çm        !Am|;i/ 


.  .4*Aui'<  ti  toutes  les  combinaisons  des  indices  letri  qui  donnent 
«.  /«<•  produit  S. 

il  cxl  évident  qu'on  peut  annuler  identiquement  le  poljnome 
M  ,  i^^)  sans  avoir  besoin  d'égaler  à  zéro  chacun  des  coefficients 
'ivpc4vo«»plexes  a. 

^t^**  Toutes  les  présentes  recherches  se  résument  dans  une  pro- 
|KK^iùon  finale  unique  : 

'rii^.0RkME.  —  Pour  qu'une  quantité  X  hypercomplexe  soit, 
jHir  rapport  à  la  variable  hypercomplexe  x^  un  polynôme  de 
di'i'ré  m,  à  coefficients  hypercomplexes^ 

il  faut  et  il  suffit  que  : 
li\i  coordonnées  de  X  soient,  par  rapport  aux  coordonnées  de 
4\  des  polynômes  de  degré  m,  à  coefficients  scalaires. 
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SUR  LES  NOMBRES  TRANSCENDANTS  DONT  LE  DÉVELOPPEMENT 

EN  FRACTION  CONTINUE  EST  QUASI- PÉRIODIQUE  (Mi 

ET  SUR  LES  NOMBRES  DE  LIOUYILLE; 


Par  M.  Edmond  Maillet. 


I. 


Je  me  propose  ici  de  montrer  que  les  racines  positives  des 
équations  du  deuxième  degré,  dont  les  coefficients  sont  des 
poljrnomes  à  coefficients  entiers  formés  avec  un  nombre  transcen- 
dant I  >•  o  de  Liouville,  sont,  dans  des  cas  étendus,  des  fractions 
continues  quasi-périodiques.  Il  en  est  toujours  aiosi  quand 
l'ordre  du  développement  en  fraction  continue  de  ce  nombre  de 
Liouville  est  assez  grand  (^).  I  étant  un  de  ces  derniers  nombres 
et  positif,  on  peut  le  choisir  de  façon  que  y/î  soit  d^ordre  au  plus 
égal  à  (2,0)  dans  la  première  classification  des  fractions  continues, 
et  (i ,  i)  dans  la  deuxième. 

J'indique  aussi  :  l^  des  résultats  relatifs  à  la  représentation 
^imaïc  jgj  nombres  de  Liouville  dans  le  système  de  numération  de 
base  q  entière;  2®  Timpossibilité  que  e  soit  racine  d'une  équation 
dont  les  cocITicients  sont  des  polynômes  en  là  coefficients  entiers, 
I  étant  un  nombre  de  Liouville  d'ordre  assez  grand;  3"  des  cas 
DU  a}  (a  entier)  et  I'  sont  U'anseendants. 

IF. 

Soit  I  un  nombre  de  Liouville  réel  positif,  I/«  =  PmQ^*  sa  m'"^'"« 
réduite.  On  peut  écrire 

par  définition,  I  est  tel  que  ©,«  est  aussi  grand  qu'on  veut  pour 

(*)  Je  suis  obligé  de  renvoyer  à  mon  Introduction  à  la  théorie  des  nombres 
transcendants  et  des  propriétés  arithmétiques  des  fonctions  (Paris,  Gauthier- 
Villars;  1906)  que  je  désignerai  dans  ce  qui  suit  par  la  noialion  :  Introd.  transe. 
Toutefois,  on  n^a  pas  absolument  besoin  de  s'y  reporter  pour  le  théorème  I. 

(')  Ceci  me  donne  une  occasion  d'esquisser  une  classification  des  suites  de 
quantités  d'ordre  infini  {/ntrod,  transe.,  Cbap.  I,  p.  10) 

XXXIV.  l4 
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une  infinilé  de  valeurs  de  m.  Je  considère  une  de  ces  valeurs;  soit 
tm  =,v/ï  —  y/'wî  ^"  ^J  pour  m  assez  grand, 

I  sm  I  =   '/.""'"i  <  (/î)"'  1 1  -  I/«  l<  H^Qm'-,        !^  constante. 

Je  suppose  que  I^  ne  soit  pas  un  carré  (on  sait  qu'il  existe  une 
infinité  de  nombres  de  Lionviile  I  jouissant  de  cette  propriété; 
\o\T  Introd.  transe,  note  II,  et  Comptes  rendus,  2  juillet  1906, 
p.  27).  On  a 

i/û= /ï%rQ^.Q,«'  =  v/â:;;.q,«s    a^.  =  p,«q«, 

ou  A,«  n'est  pas  un  carré.  On  sait  (*)  que,  si  le  développement  en 
fraction  continue  de  \J\m  est 

cette  fraction  continue  est  périodique,  a„  <  2  y/A;„  <  XQ;„  et  la 
période  a  au  plus  2Aot<!^iQ?„  termes,  A  et  \x  étant  des  con- 
stantes; le  premier  terme  périodique  est  a^  ou  ax  ;  un  des  termes 

de  la  période  est  >  2,  sans  quoi  il  faudrait  \/l,„  —  a©  =  "^  > 
comme  on  le  voit  de  suite. 

Soit  i„=^p„qj/  la  /i**"'  réduite  de  y/îm;  on  a,  d'après  une  pro- 
priété connue  [Serret,  ou  Introd.  transe.,  Chap.  I,  form.  (i3)]. 

I/T^— t/i|<7/*W«  +  i 
et 

I  /î-  in  I  <qn'qnli  +  l^Qm^"*  <  ('^yJ)    S 

si,  comme  on  le  vérifie  facilement. 

Il  suffit  alors  pour  cela,  nt  étant  assez  j^rand, 

condition  (|ue  je  suppose  avoir  lieu;  par  suite  (Serret,  p.  19,  ou 
Introd.  transe.,  Chap.  I,  p.  5)  i«  et,  bien  entendu,  /««i,  t/,_2>  ••  • 


(')  Skiiret,   Algèbre  sitpe'rieure.  V  édition,  t.  I,  p.  43  à  55.  Paris,  Gauthier- 
Villars;   i885. 
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sont  des  réduites  de  y/I.  Maïs 

qn  <  a«+«aoa, . . .  a„  <  a«+»  (2  \/\Zy-^'  <  (îXQ,,,)'-^»  ; 

(2)  aura  lieu  a  fortiori  si  Ton  a 

(3)  (aXQ,„)3«-H» <  Qt.''<  Q?;s       4«  <  ?m. 

Soit  n'  la  plus  grande  valeur  de  n  satisfaisant  à  la  dernière 
inégalité;  n  A~^*  et  cp^  étant  supposés  assez  grands,  je  considère 

les  E  (— r— )  premières  périodes  de  v^î  ^^  dernière  d'entre  elles 
contient  un  quotient  a„^i  ^  2,  pour  lequel  n  satisfait  à  (3)  et  i,t  est 
réduite  de  v/ï;  \/î  a  au  moins  en  commun  avec  ^Im  les  quotients 
^0) ^i9  •  .  •  >  tZ/2  et  les 

premières  périodes  de  y^.  Or 

4/i-4-4b?-t,        ^=      /     ^        71 ^-Tirôr  — '• 

Il  suffira  que  Ton  ait,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  m, 

(4)  Çm^amQî., 

où  im  est  une  fonction  positive  croissante  de  m,  pour  que  y/I 
présente,  dans  son  développement  en  fraction  continue,  une  infinité 
de  suites  5|,  52,  ..»,Spj  ...  formées  chacune  par  la  rôpélilion, 
un  nombre  kp  de  fois  pour  Sp^  d'une  même  période  de  quotients 
incomplets,  kp  croissant  indéfiniment  avec  p.  Ces  fractions  conti- 
nues peuvent  encore  être  appelées  quasi-périodiques  (*);  Sp  pré- 
sente évidemment  un  caractère  spécial,  puisqu'il  contient 
5|,  52,  • . . ,  Sp_i .  Donc  : 

Théorème  I.  —  I  étant  un  nombre  de  Liouvillc  convenable, 
sans  être  le  carré  d^ un  nombre  de  Liouville,  ^1^5^  une  fraction 
continue  quasi-périodique. 

Avant   de  chercher   des  généralisations,  il  convient  de  carac- 
(')  Introd,  transe,  Chap.  VII,  p.  i3i  el  suiv. 
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lériser  avec  plus  de  prëcision  la  nature  des  nombres  de  Liouville 
satisfaisant  au  théorème  L 

On  peut  se  proposer,  à  propos  du  développement  des  irralion- 
nelles  positives  en  fractions  continues  et  des  classifications  corré- 
latives (Introd.  transe,  notes  (  et  II,  et  Comptes  rendus, 
2  juillet  1906,  p.  26),  une  série  de  problèmes  du  genre  de  ceux-ci: 
y  a-t'il,  au  moins  dans  certains  cas,  une  relation  entre  F  ordre 
de  deux  irrationnelles  et  celai  de  la  somme,  de  la  différence^ 
du  produit,  du  quotient,  d^ une  fonction  rationnelle  à  coeffi. 
cients  entiers  de  ces  irrationnelles?  Il  y  a  des  problèmes  aua- 
Jogues  pour  un  nombre  quelconque  d'irrationnelles  (i ,  2,  3,  • . .). 

J'ai  déjà  donné  des  solutions  de  ces  questions  dans  des  cas 
étendus  (*);  en  particulier,  l'ordre  de  [pï -^  q)  (/>'!  4- ç')~^  ^" 
/>,  qr,  p'y  q'  sont  entiers,  pq^  — p'q  ^  o,  est  le  même  que  celui  de  I 
dans  les  deuxième  et  troisième  classifications.  A  ce  point  de  vue, 
il  peut  être  intéressant  de  cberclier  s'il  y  .a  <|uelque  relation  entre 
Tordre  de  Tirralionnelle  I  considérée  au  théorème  I  et  celui 
de  y/î.  Je  reprends  les  mêmes  notations. 

On  sait  qu'un  nombre  de  Liouville  est  d'ordre  au  moins  égal  à 
(2,0)  dans  la  première  classification.  Je  vais  d'abord  montrer  que, 
parmi  les  nombres  de  Liouville  satisfaisant  au  théorème  I,  il 
y  en  a  d'ordre  quelconque  au  moins  égal  à  (3,e). 

En  effet,  soit  I  =  Co  H-  i  I  C|  -h  i  I  Ca  -+-  •  • .  .  On  a 

(Q*Q.-.i)  »>1I-1,|  =  Q/^^,       ?.logQ.>loR(Q,Q,H-,); 

pour  que  I  satisfasse  au  théorème  I  il  suffit,  d'après  (4), 

logQ,^,>QÎ"S 

pour  une  infinité  de  valeurs  de  s  (e,  e'  fixes,  positifs,  aussi  petils 
qu'on  veut).  Or 

CoCi .  .  .C,  <  Q,  <  9/+>  CqC,  .  .  ,Ct, 

ou,  si  y,  est  la  plus  grande  des  quantités  Co,  Ci,  . . .,  c,, 

ï*<Q.<(2Y,)*^t; 
(*)  IntrocU  transe,  loc.  cit.  et  Chap.  III. 
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il  suffit  doDC  que  Ton  ail,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  Sy 

(5)  logY/^i  >  (•lY,)"-^»»^*-^»'',        ou        logY/4.1  >  y/'-^'"'"» 

(tj  >  o  analogue  à  e). 

En  particulier,  quand  I  est  d'ordre  (A",  p),  avec  A*  ^  3,  dans  la 
première  classification,  si  c^^i  est  quotient  principal  {Introd, 
transe.^  Cliap.I,  p.  10),  la  condition  sera  toujours  satisfaite  pourvu 
que 

C^àis)  logc,^,^(p-e')«A-i(s  +  i)>Y!r*-^^", 

t"  comme  e,  ce  qui  donne  une  limite  supérieure  de  y^  toujours 
acceptable  quand  A:  ^3  (*). 

On  voit  toutefois  que  les  nombres  de  Liouville  ainsi  obtenus, 
c'est-à-dire  satisfaisant  à  (5  bis)y  sont  particuliers;  par  exemple, 
quand  tous  les  quotients  incomplets  sont  principaux, 

<?*(*)?-«•  <Y5<Q*<(aY*)'^'<2*-^*<?*(*)^'"'*»'p-*''"»; 

(4)  exige  ^„,  >  QjJ,,  et,  puisque 

(2Q//,Q/«-Hi)-'  <  1 1  ^  F,„  I  =  Q,„?-, 

(m  H- a)  loga  -f-  (m-h  1  )  (p  -^  s.')  ek-i(ni  -h  i)>  ekim)?-^'; 

si  A:  3  3,  il  faut  a  fortiori 

log[a(/?i-+-a)(p-f-6')]-t-tf;fc_,(m4-i)>(p--£')Cit^i(m)  =  (p  — e')tfifr_,(<î'«)» 

ce  qui  est  impossible  pour  A:  ^  3  et  m  assez  grand.  On  ne  sait 
donc  plus  si  le  théorème  I  s^applique  ici,  puisque  (4)  n*a  pas 
lieu. 

Ce  dernier  raisonnement  n^est  valable  que  lorsque  A*  est  fini. 
Quand  1  est  d'ordre  4-  «  {Introd.  transe, ^  Chap.  I,  p.  10),  il  suffit 
d'ébaucher  une  extension  de  notre  classification  des  irrationnelles 
pour  arriver  à  un  critère  simple  et  général. 

Une  suite  S  de  quantités  positives  Co,  C|,  . . .,  Cm  •  •  •  est  dite 
d'ordre  plus  petit  que  4- 00  ou  que  c»  quand  on  peut  toujours 
trouver  un  nom|)re  Ati  tel  que 

c«=«*.(/i)P», 

(')   On  trouve  des  résultats  analogues  dans  ia  deuxième  classification  quand 
(Ar,p)>(3,f). 
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pn  restant  limité  stipcrieuremenl.  Je  suppose  que  celle  circon- 
stance ne  puisse  se  présenter;  j'écris  d  =  Cj^^(n)P„^  en  choisissant 
pour  la  suite  des  entiers  Ati,  X2,  •  •  • ,  k^t  •  •  •  des  nombres  déter- 
minés comme  il  suit  :  je  compare  Cn  avec 

...,      log/i  =  c-i(/i),      n  =  eo[n)j      e'»  =  e|(/i),      «,(/i)  =  tf'iC»',      ...; 

soit  £  la  plus  grande  valeur  de  Tindice  telle  que 

(6)  e/(/i)<  c„tei^i(n)\ 

je  prendrai  provisoirement  Â„  =  / -f-  i,  d'où  p»  ^  1 .  Quand  S  est 
d'ordre  infini,  on  ne  peut  assigner  aucune  limite  supérieure 
aux  A*,|.  Je  puis  alors  classer  la  suite  S  des  k„  comme  j'ai  classé 
celle  des  Cn  -  elle  sera  d'ordre  fini  ou  infini.  Si  elle  est  d'ordre 
infini,  j'opérerai  sur  elle  comme  je  l'ai  fait  sur  les  c„;  et  ainsi  de 
suite  (*). 

Sans  insister  davantage,  je  me  contenterai  de  déduire  de  là  un 
corollaire  du  théorème  I.  La  condition  (5)  exige  seulement  pour 
une  infinité  de  valeurs  de  5,  si  l'on  change  5  en  a*  —  i, 

logo  >  ïi'-■^'*^*'-*^  log  loge,  >(2  -+-Ti)(5  -  l)logY,-t. 

Soit  encore  I  d'ordre  infini,  c«  =  e*^(/i)P,,,  et  la  suite  des  X« 
d'ordre  >  (0,1);  par  définition,  il  y  a  une  infinité  de  valeurs  de  n 
telles  que  A*«^n*+^  (e  fixe  positif)  et  que  A*,,  —  A*y5  3  quel  que  soit 
y  <;/i,  puisque  /i*"*"*  ^S/i.  Si  s  est  une  de  ces  valeurs,  on  aura, 
d'après  (6), 

et  il  suffira,  pour  que  (5)  ail  lieu, 

ek,^z{s)  >(2  4-  r^)  (5  —  I  )  e*,-*(5). 

Posant 

X  =  e*,-*(5)  >(2  4-  r^)  (5  — I), 

il  suffira  e-^  >  x^,  ce  qui  a  lieu  pour  x  ou  s  assez  grand.  La  condi- 
tion (5)  est  satisfaite  pour  une  infinité  de  valeurs  de  s;  donc  : 


(*)  Ce  que  je  viens  de  faire  correspond  à  la  première  classification  des  irralion- 
neiles;  on  peut  cn  faire  autant  pour  la  deuxième.  Enfin,  on  pourrait  essayer 
d'étendre  ceci  aux  fonctions  entières  et  attaquer  aussi  la  classification  des  fonc- 
tions entières  d'ordre  transfini.  Je  ne  m'en  occuperai  pas  pour  le  moment. 
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Corollaire  I.  —  Soit  I  l^ irrationnelle positUe 

co-H  ï  :  Ci-+- 1  :  cj-f-..., 

d^ordre  infini,  qui  est  alors  un  nombre  transcendant  de 
Liouville  ;  je  pose  c„  =  ef,^  {n)9nj  oà  kn  est  le  plus  petit  nombre 
entier  positif  ou  négatif  tel  que  Cn  £  e^.^  (/i).  % 

Si  la  suite  des  quantités  kn  ou  la  fraction  continue 
I  I  A*i  4-  1  Â'a  4-  •  -  •  ^^^  d^ ordre  >  (o,  i  )  dans  une  quelconque  (  *  ) 
des  classifications  des  irrationnelles,  >/î  est  toujours  un  nombre 
de  Liouville  ou  une  fraction  continue  quasi-périodique. 

J'établirai  encore  ce  résultat  : 

Corollaire  II.  —  Parmi  les  nombres  ^\  duthéorème  I,  il  y 
en  a  d^ ordre  au  plus  égal  à  (2,  o)  dans  la  première  classifi- 
cation et  à{i,  I )  dans  la  deuxième. 

Je  reprends  les  suites  5|,  53,  . . .,  5y>,  ...  de  périodes  du  théo- 
rème I.  La  suite  Sp  correspondant  à  in  contient  au  moins  —  quo- 
tients complets  lous  <  ay/Ai,,  <  ÀQm,  et 

Je  suppose  maintenant  que  (4)  ait  lieu  pour  toute  valeur  de  m 
assez  grande.  On  a 

Q/«+i  <Q2r"S       logQ,«4-i  <(?//.  — OIogQm. 
Dans  y/1  il  y  a  une  série  de  quotients  incomplets  a^  de  rang 
supérieur  à  —  ^  ^>  appartenant  à  Sp^i^  et  tels  que 

tous  ces  précédents  sont  a  fortiori  <^Q/n+i« 

J^admets,  par  exemple,  que  loga„>>  /i*'*'^,  pour  une  infinité  de 
valeurs  de  /i,  c'est-à-dire  que  y/ï  soit  d'ordre  plus  grand  que  (i,  i) 
dans  la  deuxième  classification  :  l'inégalité  ci-dessus  pour  a^^s'ap- 

(')  Car  les  ordres  (o,  p)  sonl  les  mêmes  dans  les  deux  classificalions. 
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plîque  aux  quolienls  d'indice  j m  de  ^/>+i  ;  on  peut  alors  trouver 
une  infinité  de  valeurs  de  m  telles  que 

('^y"^'<yJ,r<log«„,<logX-4-((p,„— l)logQ,„<3(p;„log(p,n, 

car  ici  Qm<C  ?/«,  d'après  (4).  On  est  conduit  à  une  impossibilité 
pour  m  assez  grand,  et.  dès  lors,  \/I  est  d'ordre  ^  (i,  i)  dans  la 
deuxième  classification. 

Lorsque  log  ««]>  e^"  pour  une  infinité  de  valeurs  de  /i,  la  conclu- 
sion est  a  fortiori  analogue,  et  y^î  est  d'ordre  ^  (2,  o)  dans  la 
première  classification  (*).  c.  q.  f.  d. 


III. 

Extensions  des  idées  précédentes.  —  On  arrive  encore  à  des 
fractions  continues  quasi-périodiques  en  considérant  une  racine 
positive  X  de 

(7)  LX«— 2MX-+-N=o, 

où  L,  M,  N  sont  des  pol^^nomes  à  coefficienis  entiers  formés  avec 
un  même  nombre  I  de  Liouville  convenable  (^),  et  sont  par  suite 
des  nombres  correspondants  de  I  (ïntrod.  transe,,  Cliap.  III). 

Soient  Lm,  M^,  N,„  les  valeurs  obtenues  remplaçant  I  par  I^ 
dans  L,  M,  N,  et  Xm  la  valeur  approchée  de  X  correspondante, 
satisfaisant  à 

(8)  L;„XJ!.--2M,„X;,,H-N,„  =  o; 

(')  On  peut  se  poser  dés  lors  celle  question  bien  intéressanle,  et  susceptible 
d'extensions  diaprés  ce  qui  suit  :  v^'ï  peul-il  avoir  tous  ses  quotients  incomplets 
limités,  quand  I  est  un  nombre  de  Liouville? 

(^)  Certains  des  nombres  L,  M,  N  peuvent  être  rationnels.  On  peut  supposer 
plus  généralement  que  L,  M,  N  sont  des  nombres  de  Liouville  correspondants 
particuliers  {Intr.  transe,  Chap.  III«  p.  33-34))  c'est-à-dire  ici  des  nombres  de 
Liouville  ainsi  définis  :  soil  I  Tun  d'eux;  pour  une  infinité  de  valeurs  de  m,  les 
mêmes  pour  tous  les  nombres  considérés,  les  dénominateurs  Q',^  de  la  m»*"^ 
réduite  sont  de  la  forme  Q^f*,  où  9^  est  positif  et  limité  supérieurement  et  infé- 
rieurement  et  Q^n+i  >  Q^S^*"  (''  fixe>o,  ?„>  «,  si  grand  que  soit  a  dès  que 
m  est  assez  grand).  Les  raisonnements  et  conclusions  sont  à  peu  près  les  mêmes, 
Le  théorème  II  resle  encore  vrai  quand  L,  M,  N  sont  des  nombres  correspondant» 
non  particuliers,  c'est-à-dire  satisfaisant  à  des  conditions  un  peu  moins  précises, 
analogues  à{\)  :  je  n'insiste  pas. 


Digitized  by 


Google 


-  221  — 

m  et  Ont  étant  supposés  assez  grands  pour  une  infinité  de  valeurs 
de  m,  on  a  encore  pour  ces  valeurs 

(9)  |X-X;«|<X'Qrn^-^- 

()/  constante,  tm  positif  limité  supérieurement  et  inTérieurement), 
et  Lmj  Mu,,  Nw  sont  des  réduites  de  L,  M,  N  (Introd,  transe, 
Chap.  III).  X/„  est  un  nombre  rationnel  ou  une  irrationnelle  qua- 
dratique. 

Si  X,„  est  rationnel,  (8)  est  réductible,  et  A;,i=M', —  L^N^ 
est  le  carré  d'un  nombre  rationnel. 

Si  ceci  a  lieu  pour  une  infinité  de  valeurs  de  m, 

LX  =  M±/A,        A  =  M»  — L\; 

le  nombre  rationnel  ou  de  Liouville  A.  possède  une  infinité  de 
réduites  A,„  qui  sont  des  carrés  parfaits,  et,  par  suile,  A  est  le 
carré  d'un  nombre  rationnel  ou  d'un  nombre  de  Liouville  corres- 
pondant à  I  {Introd.  ^ra/i5C.,  Chap.  111,  p.  44)î  ^e  même,  ML  *  et 
y(ÂL~*  sont  des  nombres  rationnels  ou  des  nombres  de  Liouville 
correspondante  I,  par  suite  aussi  X  et,  d'ailleurs,  (7)  est  réduc- 
tible, en  ce  sens  que  son  premier  membre  est  un  produit  de  deux 
facteurs  linéaires  dont  les  coefficients  sont  (<)  des  nombres  de 
Liouville  correspondant  à  I  ou  des  nombres  rationnels. 

Je  suppose  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi  :  dès  que  m  est  assez  grand, 
pour  les  valeurs  de  m  considérées,  AI„=  MJ, —  L^N^u'est  pas  le 
carré  d'un  nombre  rationnel  ;  par  suite,  X^  est  une  irrationnelle 
dont  le  développement  en  fraction  continue  est  périodique 

X,rt  =  «0  -*-  »  '  «1  -T- 1  :  «j  H- . . .  . 

On  a  par  exemple 

L».=  Ap"' o"^>         (//.polynômes). 

Chassant  les  dénominateurs  de  L^n,  M^,  A^„  dans  X^?  on  met 


(')  On  pourrait  aussi  abréger  le  langage  en  considérant  Tensemble  H  des 
nomtnres  rationnels  et  des  nombres  de  Liouville  correspondant  à  I,  et  dire  que  (7) 
est  réductible  dans  H,  quMl  est  le  produit  de  deux  facteurs  linéaires  à  coeffi- 
cientê  rationnels  dans  H,  etc.  [comp.  Introd,  transe,  Chap.  III,  p.  33,  note  (i)]. 
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Xm  SOUS  la  forme 

ou  M^„,  L|„,  A^„  sont  des  eoliers  ^Qî„^,  8  constante  >  o.  Dès  lors, 
pour  la  partie  périodique  du  développement  de  X^  en  fraction 
continue,  a„<2Qj,,  la  période  de  X;„  a  au  plus  2AI„<aQiî 
termes.  Quant  au  nombre  ^m  des  termes  de  la  partie  non  pério- 
dique, soit  in=pngn^  'si  nièrae  ^^duitc  dc  Xm;  cc  nombrc  Vm  ^st 
au  plus  égal  (*)  à  /i|,  si  /ii  est  le  plus  petit  entier  tel  que 

w      1 

Or(-),  en  général,  q„>2,  ^  .   Soit  n^  le  plus  petit  entier  tel 
que 


on  a 


Ceci  posé, 
et,  d'après  (9), 


I  Xm— 41  <y«*^«Ji» 


|X~4|<^;;'y«i,4-X'Q-?«^«. 


Si  la  période  de  X/«  renferme  un  quotient  incomplet  ^2,  le  rai- 
sonnement s'achève  comme  au  théorème  1  ;  la  condition  analogue 
à  (2)  est  encore  suffisante;  quand  ^^  est  au  moins  égal  à  une  cer- 
taine puissance  6'  de  Qm  pour  une  infiniré  de  valeurs  de  m,  X  est 
encore  une  fraction  continue  quasi-périodique. 

Je  suppose  au  contraire  que  la  période  ne  renferme  que  des 
quotients  égaux  à  i,  c'est-à-dire  un  seul  terme,  égal  à  1.  Si  «««j, 
a/,_i,  a„,  an^\  appartiennent  à  la  partie  périodique,  avec  mes 
notations  {Introd,  transe.^  Cliap.I,  p.  4), 

Y      _  Pn3^n-^\-^Pn-\               ^               qn-\^m—pn-\         I -4- V^ 
A,«—  -— -—-- ,  ar^+i  = i =  , 

qn^n+X-^qn-i  —  qn^m-^Pn  '^ 


(')  On  le  voit  en  complétant  un  passage  de  l'Algèbre  supérieure  de  Scrrct 
(loc.  cit.,  p.  43). 
{')  Introd.  transe,  Cliap.  III,  p.  4'-'. 
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et 


5/    ^     /^\^     qn     ^  qn    \-^fn    \_  \,n— hi    l  ^    1-4-/:)        j. 

O  ^/i    1  qn-l  hi^  ^m  2 

1X,„  — «„_,  I  <  |i„  —  X,„  1(1-1-/3)  j:»  I  in—^m\  < 7- |  X,,,— e„_|  |, 

yn*^«il>h'/.— *«    il 

=  |/«— X,;,|h-|X,„— 4„i|>  |X,„~t„   1  I  (  iH ^— 7^  ) 

\         5(i-h/5/ 


=  |X,,.~*„_,|^ 


•3/5 


10 

|X,„— i„|<y«»<7«i, 


■3/5 


En  clioisissant  la  parité  de  n  de  façon  que  X,,, —  in  et  X  —  Xm 
soient  de  signes  contraires,  on  a,  quand  une  condition  analogue 
à  (2)  a  lieu, 

\^-in\<qn'gnU—^.<—^lqû'<^^ 

7H-i/:)       7-h3/d  «5  -» 

comme  on  le  voit  de  suite  ;  donc  in  ^st  encore  réduite  de  X.  On 
suppose,  bien  entendu,  des  conditions  analogues  à  (3)  et  (4) 
satisfaites.  Le  raisonnement  s^achève  comme  au  théorème  1,  avec 
des  simplifications,  la  période  n^ajaut  ici  qu'un  terme. 

On  conçoit  d*ailleurs  très  bien  Texistence  de  pareilles  fractions 
continues  quasi-périodiques,  forcément  mixtes,  oîi  les  suites  5|, 
52,  ...,  5y>,  ...  sont  toutes  formées  de  périodes  d*un  terme  unique  ; 
mais  ici  Sp_i  appartiendra  à  la  partie  non  périodique  correspon- 
dant à  la  suite  Sp, 

Finalement,  on  conclut  : 

Théorème  II.  —  Soit  X  une  racine  positive  de 
(7)  LXï-2MX-i-N=o, 

où  L,  M,  N  sont  des  polynômes  à  coefficients  entiers  formés 
(*)  En  elTet, 

-  ^  —  I  -h  v^  r,  • 

2  '/n  qn  ^ 
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m^ec  un  même  nombre  de  Liouville,  ou,  plus  généralement,  des 
nombres  rationnels  ou  correspondants  particuliers  de  Liou" 
iûlle('). 

Quand  ces  nombres  de  Liouville  sont  convenablement  choi- 
sis (^),  X  est  un  nombre  rationnel  ou  quadratique,  un  nombre 
de  Liouçille,  ou  une  fraction  continue  quasi-périodique,  les 
trois  cas  étant  effectivement  possibles. 

Remarque  I,  —  Soit  R  un  nombre  ralionnel  ou  un  nombre  de 
Liouville  correspondani  de  I,  L,  M,  N  ;  XR  et  X  ±  R  sont  racines 
d^équations  analogues  à  (^),  dont  les  racines  positives  ont  mêmes 
propriétés;  d'ailleurs,  quand  X  est  une  fraction  continue  quasi- 
périodique  sans  être  un  nombre  de  IJouviile,  ni  XR,  ni  X  ±  R 
ne  sont  ici  des  nombres  de  Liouville;  c^est-à-dire  que  ce  sont  des 
fractions  continues  quasi-périodiques.  De  même  X^,  où  p  est  un 
entier  quelconque,  sera  un  nombre  de  Liouville  ou  une  fraction 
continue  quasi-périodique  ;  plus  généralement  il  en  sera  de  même 
pour  un  polynôme  en  X  dont  les  coefficients  sont  des  nombres 
rationnels  ou  des  nombres  de  Liouville  correspondant  à  I,  L,  M, 

N(»); 

Remarque  IL  —  On  peut  montrer  qu'en  dehors  des  fractions 
continues  quasi-périodiques  racines  des  équations  (7),  où  L,  M,  N 
sont  des  nombres  correspondants  de  Liouville  tels  que,  pour  une 
infinité  de  valeurs  de  m,  |  L  —  L„*|,  |  M  —  M,„|,  |  N  —  N«|  sont 
plus  petits  que  Q"**''",  avec  ©«.^Q^i  (0,,  0' fixes  >  o),  ii  y  a 
d'autres  fractions  continues  quasi-périodiques  qui  sont  des  nom- 


Ci)  Au  sens  de  la  note  (^),  début  du  §  lil. 

(')  C'est  le  cas  quand  L,  M,  N  sont  des  polynômes  à  coefficients  entiers  formés 
avec  I,  et  que  I  satisfait  aux  conditions  du  corollaire  I  du  théorème  I  ;  la  condi- 
tion (5)  est  en  elTet  ici  remplacée  simplement  par 

^^6  Ti+i  '>  YÎ*'  (*^  constante  convenable  >  o  ), 

et  les  calculs  sont  à  peu  prés  les  mêmes  que  pour  le  corollaire  I.  Pour  les 
nombres  de  Liouville  I  qui  satisfont  à  ce  corollaire,  le  théorème  II  est  appli- 
cable^ L,  M,  N  étant  des  polynômes  en  l  à  coefficients  entiers. 

(^)  R  satisfait  aux  conditions  mentionnées  à  la  fin  de  la  note  ('),  début  du 
§  III.  On  peut  encore  se  demander  si  X  peut  avoir  tous  ses  quotients  incomplets 
limités. 
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bres  transcendants.  Je  roe  contenterai  d'indiquer  cet  exemple  (*): 
les  fractions  continues  $  =  A©  -f-  i  I  ^i  -f- 1  t  Aj-I-  -  - .  quasi-pério- 
diques, où  les  périodes  commencent  tontes  à  ^i,  quand  b\^j  der- 
nier terme  de  la  période  de  la  n'^""  suite  Sn  de  périodes,  et  X,,, 
nombre  des  termes  de  celte  période,  croissent  indéfiniment  avec  /i, 
de  façon  que  ^m^B^m  (B'^  constante).  Grâce  à  cette  dernière  con- 
dition, on  est  sûr  que  ^  n'est  pas  un  nombre  de  Liouville;  c'e«t 
d'ailleurs  un  nombre  transcendant  si  s„\„^  croît  suffisamment  vite 
avec  n, 

IV. 

En  terminant,  je  mentionnerai  encore  les  résultats  suivants  que 
Ton  obtient  en  appliquant  à  Téquation  (i^  bis)  de  notre  Introd. 
transe.  (Chap.  VU,  p.  i3o)  des  raisonnements  et  calculs  sem- 
blables à  ceux  qui  accompagnent  les  équations  (5)  et  (6)  ci-dessus 
et  qui  aboutissent  au  corollaire  (  du  théorème  I  : 

Soit  (  l'irrationnelle  positive  Co  -f- 1 1  ^i  H-  1 1  C2  -+- . . .  d  *  ordre 
>(3,o)  dans  la  première  classification  des  fractions  continues 
ou^{ol,\)  dans  la  deuxième.  Quand  P ordre  est  (A*,  p)  non 
infini,  si  les  quotients  incomplets  principaux  sont  suffisam- 
ment espacés  et  les  quotients  précédents  suffisamment  petits 
par  rapport  à  eux,  la  représentation  q^^^te  ^  2  ^  ^^  \  dans  le 
système  de  numération  de  base  q  est  quasi-périodique. 

Quand  l'ordre  est  infini  et  que  I  satisfait  aux  conditions  du 
corollaire  I  du  théorème  f,  la  représentation  qf"^^^^  de  1  est 
q  uasi'périodiq  ue . 

Tous  les  nombres  I,  pour  lesquels  fai  montré  plus  haut 
queyJX  est  une  fraction  continue  quasi- périodique^  ont  leur 
représentation  y'""»^*  quasi-périodique  ('). 

Il  résulte  de  la  en  particulier  la  certitude  que  les  nombres  de 

(*)  Pour  la  démonstration,  on  s'appuiera  sur  Introd.  transe,  Oiap.  VU,  par- 
ticulièrement sur  Téquation  irréductible  (3.,),  qui  coTncide  alors  avec  une  des 
équations  (8). 

(')  Il  m'est  arrivé  aussi  de  dire  ailleurs  plus  simplement,  mais  moins  correcte- 
ment :  décimale  dans  le  système  de  base  q. 

(')  Une  condition  suffisante  de  quasi-périodicité  de  cette  représentation  est  en 
effet  tp^  >  Q^,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  m,  condition  qui  est  une  consé- 
quence de  (4). 
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Lioiiville  d'ordre  infini  considérés  au  corollaire  I  du  théorème  I 
ont  des  analogies  tout  à  fait  profondes  avec  les  nombres  rationneJs. 
Pour  les  nombres  de  Liouville  d'ordre  fini,  il  y  a  encore  beaucoup 
d'analogies  ;  mais  jusqu'ici  il  n'est  pas  établi  qu'elles  soient  aussi 
intimes. 

J'énoncerai  encore  ces  propriétés: 

Le  nombre  e,  bctse  des  logarithmes  népériens,  ne  peut  être 
racine  d*aucune  équation  algébrique  dont  les  coefficients  sont 
des  nombres  de  Liouvil/e  correspondants,  tels  que  [note  (2), 
début  du  §  Kl]  fm>Qm''>  iima«=oo,  pour  m  =  co.  C'est  en 
particulier  le  cas  quand  les  coefficients  sont  des  polynômes 
en  I  à  coefficients  entiers,  I  satisfaisant  aux  conditions  du 
corollaire  I  du  théorème  L 

La  démonstration  n'estqu'une  modification  d'une  démonstration 
classique  (*)  (Joudan,  Cours  d^ Analyse  lithographie  de  V Ecole 
Polytechnique). 

a*  (a  entier)  et  l  sont  transcendants  quand  I  est  un  nombre 
de  Liouville  tel  que,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  m,  Om=  Qm 
ou  ^m^oLmilm  («m  commc  ci-dcssus)  respecti^-ement  (^)  ;  c^est  le 
cas  quand  1  satisfait  aux  conditions  du  corollaire  I  du  théo- 
rème /. 

Je  finirai  en  indiquant  des  cas  étendus  où  un  quotient  conver- 
gent de  produits  infinis  est  un  nombre  transcendant  de  Liouville. 

Soit  I  =  ^'^»"  ^/«'•'   ^^,j  pareil  quotient,  où  les  an  et  les  b„ 


(')  Ed  cours  d'impression,  j^ajoulerai  qu'une  démonslration  analogue  permet 
d'établir  la  propriété  plus  générale  suivante,  qui  a  des  extensions  : 

Soient  J,,  . . .,  J,,  Ip  . . .,  ly  des  fractions  rationnelles  à  coefficients  entiers  réels 
ou  imaginaires  formés  avec  un  même  nombre  de  Liouville  I  réel  ou  imaginaire 
d'ordre  assez   grand  :  les  I„  ayant  des  valeurs  distinctes  et  les  J„h^o,  on  n'a 

V 

aucune  identité  de  la  forme  Vj„eU=  o.  —  Conséquences  :  e*/->  et  sini  §ont 

traasceadants;  si  e*  est  algébrique  >o,  a;  est  une  fraction  continue  d'ordre 
limité;  lognépy,  où  y  est  algébrique  >i,  est  une  fraction  continue  d'ordre 
limité. 

(')  On  se  base  sur  des  relations  analogues  à  (5.)  et  (G,)  de  notre  Introd, 
transe,  C\\di^.  VII,  p.  134. 


Digitized  by 


Google 


-  227  - 

sorti  clés  entiers  réels  ou  imaginaires,  et  c„  =  a„ —  6«.  Les  c,, 
étant  donnés,  si  la  croissance  des  \  b,i  \  est  suffisamment  rapide 

OU  encore,  si  l'ordre  de  la  fonction,  supposée  entière^  51^'»''^" 

est  suffisamment  petit,  I  est  un  nombre  transcendant  de  Liou- 
ville. 

Exemple:  o<C^\cn\'^^  nombre  fixe,  6„=  E[eA(/î)P"*"*"],  oà 
k  entier  ^3,  p  >  o,  lim  S/,  =  o  pour  n  =  co, 

La  déinoiislration  se  dëduir.  de  ridenlitc 

1  =  1-4-  Ci67«-t-  C,6;«  Il  4-.  .  .-h  Cnb-^ln-i-h.  .  ., 

In=PnQ«S         P„  =  aia,...a«,         Qn=  biùf.  ..bn. 
On  a 

I  —  '/i  =  C«^-|  b^ii  \n  -H  Cn-hi  b^lt  I«4.|  -+-..., 

el  il  suffit  de  faire  en  sorle  que  1 1  —  ï«|  <  |  Qrt|~"  pour  une  infi- 
nité de  valeurs  de  n  si  grand  que  soit  a. 


SUR  LES  REPRiSENTATIONS  NUMiRIQOES  DES  ENSEMBLES; 
Par  M.  CoMBi'BiAc. 

Lorsqu'un  ensemble  M  ayant,  comme  l'espace  ponctuel,  la  puis- 
sance du  continu,  est  rapporté  à  un  système  de  /i  coordonnées, 
celui-ci  détermine  n  infinités  ou  faisceaux  d'ensembles  qui  jouis- 
sent des  propriétés  suivantes  :  chaque  ensemble  a  la  puissance  du 
continu;  chacun  des  faisceaux  (dont  les  éléments  sont  constitués 
par  ces  ensembles)  a  également  la  puissance  du  continu;  un  élé- 
ix^ent  quelconque  de  IVI  appartient  à  un  et  à  un  seul  ensemble  de 
chaque  faisceau;  n  ensembles  pris  respectivement  dans  les  n  fais- 
ceaux ont  toujours  un  et  un  seul  élément  commun.  Réciproque- 
ment, si  l'on  a  déterminé,  dans  l'ensemble  M,  n  faisceaux  d'en- 
sembles satisfaisant  à  ces  conditions,  il  suffit  évidemment,  pour 
rapporter  M  à  un  système  de  n  coordonnées,  de  réaliser  une  ap- 
plication de  chacun  des  faisceaux  sur  le  continu  numérique,  ce  qui 
est  toujours  possible,  et  d'une  infinité  de  manières,  puisque 
chaque  faisceau  a  la  puissance  du  continu. 
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Pour  se  faire  une  idée  du  degré  d*îndétcrininaUon  que  comporte 
la  défiuîlioD  d'un  pareil  sjslènie,  on  peut  le  concevoir  comme  en- 
gendré par  le  procédé  exposé  ci-dessous. 

On  peut  répartir  les  éléments  de  M  dans  des  ensembles  M/  ayant 
tous  la  puissance  du  continu  et  constituant  eux-mêmes  les  élé- 
ments d'un  ensemble(ou  faisceau)  |M/{,  ayant  également  la  puis- 
sance du  continu  ;  c'est  ce  qui  est  réalisé,  pour  l'espace,  par  une 
infinité  simple  de  surfaces  convenablement  choisies.  Les  en- 
sembles Mi  ayant  tous  la  même  puissance,  on  peut  répartir  les 
éléments  de  M  dans  des  ensembles  My  formés,  chacun,  en  pre- 
nant un  et  un  seul  éjément  de  chaque  ensemble  M/.  On  obtient 
ainsi  deux  faisceaux  |M||  et  jMy  {  tels  que  tout  élément  de  M  ap- 
partient toujours  à  un  et  à  un  seul  ensemble  de  chacun  des  fais- 
ceaux et  que  deux  ensembles  pris  dans  des  faisceaux  difl'érents 
ont  toujours  un  et  un  seul  élément  commun.  Si  l'on  détermine, 
pour  chacun  des  faisceaux,  une  représentation  numérique  sim- 
ple, l'ensemble  M  se  trouve  rapporté  à  un  système  de  deux  coor- 
données. Il  est  à  observer  que  le  faisceau  ordonné  jM/j  [ou  j  My  j] 
détermine,  sur  chacun  des  ensembles  My  (ou  M|),  un  ordre  simple 
du  type  caractérisé  par  le  continu  numérique. 

On  peut  poursuivre  l'opération  en  appliquant  à  un  ensemble  M^* 
du  faisceau  jM/j  le  même  traitement  qu'à  l'ensemble  M;  on  ré- 
partit ainsi  les  éléments  de  M,p  d'une  part,  dans  des  ensembles  M^^^ 
et,  d'autre  part,  dans  des  ensembles  M/^j^.,  qui  jouissent,  par  rap- 
port à  M|',,  des  mêmes  propriétés  que  les  ensembles  M/  et  My  par 
rapport  à  M.  En  réunissant  les  éléments  de  tous  les  ensembles  My 
qui  ont  des  éléments  communs  avec  un  même  ensemble  M,-^^,  on 
forme  un  ensemble  M;^,  et  le  faisceau  |Maj  des  ensembles  déter- 
minés par  ce  procédé  jouit  des  mêmes  propriétés  qne  le  fais- 
ceau jM|{  et  le  faisceau  jMyj.  On  définirait  de  même,  au  moven 
des  ensembles  M^^^.,  un  faisceau  |Ma'|  jouissant  de  ces  mêmes 
propriétés.  On  reconnaît  enfin  que  trois  ensembles  appartenant 
respectivement  aux  trois  faisceaux  jM/j,  |Ma|  et  \M.k'\  ont  tou- 
jours un  et  un  seul  élément  commun.  Si  l'on  définit  pour  ces  trois 
faisceaux,  qui  ont  la  puissance  du  continu,  des  représentations 
numériques  simples,  l'ensemble  M  se  trouve  rapporté  à  un  système 
de  trois  coordonnées.  Chacun  des  ensembles  My  est  l'intersection 
de  deux  ensemblesappartenant  respectivement  aux  faisceaux  |Ma| 
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el    |Ma'J    et   est   ordonné    par   les   ensembles   du    faisceau  jM,  J. 

Le  procédé  exposé  ci-dessus  peut  évidemment  être  répété  indé- 
finiment. 

La  notion  du  nombre  de  dimensions  n'est  pas  spéciale  aux  types 
d'ordre  continus;  elle  peut,  notamment,  être  étendue  aux  types 
d'ordre  partout  disjointSy  c'est-à-dire  à  ceux  dans  lesquels  la 
notion  de  continuité  est  remplacée  par  celle  de  contiguïté.  C'est 
ainsi  que  tout  ensemble  dénombrable  peut  être  disposé  suivant 
des  tableaux  à  double  entrée,  triple  entrée,  etc.  Le  procédé  à 
emplo}'er  est  le  même  que  pour  les  ensembles  ayant  la  puissance 
du  continu.  On  peut  en  faire  l'application  à  l'ensemble  des 
nombres  entiers  positifs. 

On  doit  d'abord  répartir  ces  nombres  dans  des  ensembles 
dénombrables  constituant  eux-mêmes  les  éléments  d'un  ensemble 
dénombrable;  ce  résultat  peut  être  obtenu,  par  exemple,  en  écri- 
vant un  nombre  quelconque  N  sous  la  forme 

N  =  (2y-i)2'-i, 

oiiay  —  I  est  le  produil  des  facteurs  premiers  impairs  qui  entrent 
dans  la  formation  de  N,  el  en  réunissant  tous  les  nombres  N  pour 
lesquels  la  valeur  de  i  eSt  la  même;  on  peut  aussi  obtenir  une 
répartition  semblable  en  réunissant  les  éléments  pour  lesquels  le 
nombre  j  est  le  même.  Si  l'on  range  respectivement  les  en- 
sembles M/  et  My  ainsi  obtenus  suivant  l'ordre  de  grandeur  de 
leurs  indices,  les  nombres  naturels  se  trouvent  disposés  dans  uii 
tableau  à  double  entrée,  et,  par  suite,  l'ensemble  de  ces  nombres 
est  rapporté  à  un  système  de  deux  coordonnées  i  et  y  à  valeurs 
entières.  On  peut  poursuivre  l'application  du  procédé  en  décom- 
posant chacun  des  ensembles  M/  comme  il  a  été  fait  pour  M;  il 
suffit  pour  cela  d'écrire  le  nombre  impair  27  —  i,  (|ui  détermine 
les  éléments  de  chacun  de  ces  ensembles,  sous  la  forme 

2y-i  =  i>(X)2*'-«, 

où  P(A')  désigne  le  A'^'"*»  (par  ordre  de  grandeur)  des  nombres 
non  divisibles  par  2  ou  par  3.  Les  nombres  t,  k  el  k'  consti- 
tuent alors,  pour  l'ensemble  des  nombres  naturels,  un  système 
de   trois  coordonnées. 
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SUR  L'INTERPRÊTATIOH  MÉCAHIQUE  DBS  TRÂNSFORMATIOHS 
DE  CONTâCT  INFINITÉSIMALES; 

Par  M.  E.  Vessiot. 

Lie  a  indiqué  brièvemeotf  en  divers  passages  de  sa  Géométrie 
des  transformations  de  contact,  que  la  propagation  d'un  mouve- 
ment ondulatoire,  conformément  à  la  loi  d'Hujghens,  était  Fimage 
d\in  groupe  de  transformations  de  contact  à  un  paramètre,  c^est- 
à-dire  d*une  transformation  de  contact  inGnilésimale.  Il  nous  a 
paru  intéressant  d'exposer  cette  idée  avec  les  développements 
qu'elle  comporte.  Nous  avons  raisonné  dans  Tespaceà  trois  dimen- 
sions, et  indiqué  comment  les  résultats  obtenus  peuvent  s'étendre 
à  l'espace  à  n  dimensions.  Voici  les  principaux  de  ces  résultats. 

Le  mode  de  propagation  supposé  est  défini  par  un  système 
de  oc'  surfaces  d'onde  caractéristiques,  associées  aux  oo'  points 
{x^y^z)  de  l'espace;  chacune  d'elles  représente  la  forme  limite 
vers  laquelle  tend  la  surface,  lieu  des  points  atteints  au  bout  du 
temps  ^/  par  un  ébranlement  produit  au  point  (a;,j^,  5)  correspon- 
dant. Supposons  l'origine  des  coordonnées  transportée  en  ce  point, 
et  l'équation  d'un  plan  tangent  à  celte  surface  prise  sous  la  forme 

(1)  joX  H- 9Y  —  Z  —  fV  =s  o, 

de  sorte  que  (/>,  9,  w)  sont  des  coordonnées  tangentielles  cou- 
rantes pour  cette  surface.  Le  système  des  surfaces  caractéristiques 
est  alors  défini  par  une  équation  de  la  forme 

(2)  w  =  ^{r,y,z,p,q). 

El  l'on  peut  dire  que  cette  équation  définit  le  mode  de  propagation. 
Si  l'on  imagine  une  onde  origine  quelconque,  les  formes  suc- 
cessives de  l'onde  variable  qui  en  résulte  sont  les  transformées  de 
Tonde  origine  par  les  diverses  transformations  d'un  groupe  de 
transformations  de  contact  à  un  paramètre  /,  qui  représente  le 
temps;  et  ce  groupe  est  défini  par  les  équations  classiques  : 


(3) 


dx_d\^  dy  ^m^  dz^     m  â\Y 

dt  "    Op*  "dl         àq  '  dt   ~^  dp    "^^  dq  ' 


)^-_^—     dW  dq  ^       (?\V 

\  dt   "        Ox        ^  âz'  de   '^        dy        ^ 


àW 
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où  W  est  la  fonction  qui  figure  dans  Téquation  tangenticlle  de  la 
surface  caractéristique. 

En  intégrant  ce  système  (3)  on  déterminera  complètement  le 
mode  de  propagation  considéré.  Mais  on  peut  aussi  le  déterminer 
en  cherchant  les  familles  d'ondes,  c'est-à-dire  la  famille  des  ondes 
successives  issues  d'une  onde  origine  arbitraire.  Une  telle  famille 
sera  donnée  par  une  équation 

(i)  t=f{x,y,z), 

de  sorte  qu'on  a  à  trouver  une  fonction  t  des  variables  indépen- 
dantes (â7,  y,  js);  elle  est  définie  par  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

(dt_  dt^\ 

dx  dy  \ 

dz  dz  / 

dont  l'intégration  est  donc  équivalente  à  l'intégration  du  sys- 
tème (3). 

De  là  découle  une  théorie  géométrique  extrêmement  simple  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  comprenant 
aussi  bien  la  théorie  des  intégrales  complètes  et  le  théorème  de 
Jacobi  que  la  théorie  des  caractéristiques.  La  seule  particularité 
de  Téquation  (5)  est  de  ne  pas  contenir  explicitement  la  fonction 
inconnue  t. 

On  arrive  à  des  résultats  plus  symétriques  en  supposant  l'équa- 
tion du  plan  tangent  à  la  surface  caractéristique  prise  sous  la 
forme 

(6)  aZH-pY-HYZ~i  =  o. 
L'équation  tangenticlle  est  alors  de  la  forme 

(7)  n(a-,j-,^,a,  P,Y)=  ^ 

où  l'on  peut  toujours  supposer  que  II  est  homogène  de  degré  un 
en  a,  p,  y*  Celte  équation  (7),  en  posant 


=  V. 


dt  ât        û  dt 

est  aussi  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  familles  d'ondes;  et 
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les  équations  du  groupe  de  transformalions  de  conlacl  prennent 
la  forme  homogène  connue,  analogue  à  celle  des  équations  cano- 
niques d'Hamillon, 


dx  _  d\\ 
'dt   ~~  dl' 

dy       dn 

'dt  ~  dp' 

dz        du 
dt  -  dY  * 

d%            dU 

dt   ~       dx' 

d^  _       du 
dt  ~       dy' 

dz            du 

dt  "       dz 

<9) 

(  dt   ~" 

L^inlervenlion  du  groupe  de  transformations  de  conlacl  dans  la 
ihéorie  ondulatoire  conduil  à  considérer  les  trajectoires  de  la  pro* 
pagalion,  qui  seront  définies  parle  système  (3),  par  exemple,  en 
y  considérant /?,  q  comme  des  inconnues  auxiliaires.  On  définit  ces 
trajectoires  directement  par  un  système  diflerentiel  analogue  aux 
équations  de  Lagrange  en  mécanique,  en  définissant  les  surfaces 
d^ondes  caractéristiques  par  leur  équation  ponctuelle  générale 

(lo)  û(:r,7,^,X,Y,Z)  =  i, 

oii  Ton  peut  supposer  que  11  est  homogène  de  degré  un  en  X,  Y,  Z. 
Le  système  diUerentiel  des  Irajectoires  est  alors 

l  di  [dFj       dx  ""  "*' 
]   d  /dQ\        dil 
^''^  \dt[d/)''dP='^^ 

I  di[dz')       dz  ""' 
avec  Téquation  de  condition 
(12)  Q{x,y,z,x',y,s')  =  i, 

Il  exprime  que  la  variation  de  l'intégrale 

(i3)  jQ{x,y,z,dx,dy,dz) 

est  nulle,  et  que  le  temps  t  est  précisément  la  valeur  correspon- 
dante 

(il)  '--=  I  Q(x,y,z,dx,dy,dz) 

de  celle  intégrale.  On  peut,  du  reste,  interpréter  l'intégrale  (i3), 
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prise  le  long  d'un  arc  de  courbe  quelconque,  comme  le  temps  que 
meltrail  un  ébranlenienl  à  se  propager  d'une  ex.trémllé  à  Taulre 
de  cel  arc,  en  suivant  la  courbe. 

Nous  avons  ainsi  une  interprélalion  géométrique  d'un  problème 
très  général  de  calcul  des  variations.  La  condition  classique  pour 
le  minimum  s'énonce  alors  sous  la  forme  suivante  :  Soit  M  un 
point  quelconque  d'une  trajectoire;  ce  point  est  l'origine  d'une 
onde  élémentaire  infiniment  petite 

(i5)  ^i.^yy,  s,dx,dy,  dz)  =  dl\ 

la  trajectoire,  en  partant  de  M,  devra  percer  cette  onde  élémen- 
taire en  un  point  où  elle  a  ses  deux  courbures  de  même  signe,  et 
où  elle  tourne  sa  concavité  du  côté  de  M.  Les  arcs  de  trajectoires 
correspondent  donc  toujours  à  un  minimum  dans  la  durée  de  la 
propagation  lorsque  les  surfaces  d'onde  caractéristiques  ont  leurs 
courbures  toujours  du  même  signe,  et  tournent  toujours  leur  con- 
cavité vers  leurs  origines  respectives.  Ceci,  bien  entendu,  sous  la 
réserve  que  l'arc  considéré  ne  contienne  pas  de  couples  de  points 
conjugués  (au  sens  de  Weierslrass). 

La  théorie  précédente  éclaire  donc  d'un  jour  bien  intéressant, 
non  seulement  les  divers  aspects  de  la  théorie  des  équations  aux 
dérivées  partielles,  mais  encore  ses  rapports  avec  le  calcul  des 
variations. 

Elle  interviendra  utilement  dans  toutes  les  questions  où  inter- 
vient la  variation  d'une  intégrale  (i3);  brachistochrones,  équi- 
libre des  fils,  lignes  géodésiques,  problème  général  de  la  dyna- 
mique, etc.  Dans  ces  divers  cas,  elle  redonne  intuitivement  les 
théorèmes  analogues  aux  théorèmes  de  Thomson  et  Tait;  car  ils 
expriment  seulement  que  les  arcs  de  trajectoires  compris  entre 
deux  ondes  d'une  même  famille  correspondent  à  des  temps  égaux; 
et  qu'en  chaque  point  d'une  onde,  la  direction  de  la  trajectoire  est 
liée  à  celle  du  plan  tangent  à  l'onde  par  la  relation  géométrique 
qui  résulte  des  trois  premières  formules  (3)  ou  (9). 

Lie  avait  indiqué  (*)  le  fait  que  l'intégration  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  de  la  Mécanique 


'•»'   (ê)*— (^)'-="'- 


.,x„)  -ih  —o. 


(')  Leipz'per  Bcrichto,  l.  XLI,  p.  \\h. 
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revient  à  la  détermination  du  groupe  de  transformations  de  contact 
r]iii  a  pour  fonction  caractéristique 


(I7>  -^ 


V^a(U-f-/i) 


Nous  retrouvons  ce  résultat  sous  une  forme  plus  générale,  «!t  avec 

sa  véritable  origine,  qui  est  dans  le  principe  de  la  moindre  action. 

Si  la  force  vive  d'un  système  ^'^^''' rn\dxu  ....dx^)  ^^  j^ 

pend  que  des  coordonnées  du  sjrstème,  et  non  du  temps,  et  s'il  en 
est  de  même  de  la  fonction  des  forces  U(X|,  ...,^/,),  les  trajec- 
toires sont  les  mêmes  que  pour  le  mode  de  propagation  ondula- 
toire dans  lequel  la  surface  d'onde  caractéristique  a  pour  équation 
ponctuelle  générale 


maïs  ce  qui  correspond  au  temps  t  de  ce  mode  de  propagation,  ce 
n'est  pas  en  général  le  temps  t  du  mouvement  dynamique,  mais 
Faction 

(19)  ^  =  2/ /U(a7„  ...,ar„)T(j;„  ...,a:„,cte,,  ...,éir«), 

de  sorte  que  l'on  a 


•2U(a:,,  .,.,xn) 


On  suppose  dans  cet  énoncé  que  l'on  a  donné  une  valeur  (ixe  à  la 
conî^Lante  des  forces  vives,  et  qu'on  Ta  fait  entrer  dans  la  fonc- 
lion  U,  de  sorte  que  l'équation  des  forces  vives  serait 

(ai)  T(xi,  ,,.,Xn\dxx,  ..,,dx„)  =  U(a:,,  ...,Xn)dt*. 

Cette  identité  de  forme  entre  les  trajectoires  des  problèmes  de 
dynamique  et  de  certains  problèmes  de  propagation  ondulatoire 
est  certainement  curieuse,  quoique  la  différence  dans  la  loi  suivant 
laquelle  sont  parcourues  les  trajectoires  lui  ôte  de  son  intérêt.  Le 
[parallèle  classique  entre  la  théorie  de  l'émission  et  la  théorie  des 
ondulations  en  peut  être  considéré  comme  un  cas  particulier,  si 
i^on  suppose  que  dans  la  théorie  de  l'émission  les  corpuscules  lu- 
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mineux  obéissent  à  des  lois  analogues  à  celles  de  notre  dynamique. 
Nous  étudierons,  dans  un  autre  travail,  les  conséquences  à  tirer 
de  ce  parallélisme  général  pour  Tintégration  des  équations  de  la 
Mécanique.  Il  y  aura  lieu  également  d'étudier  le  problème  de  la  ré- 
fraction, et  la  propagation  d'un  ébranlement  dans  un  milieu  dont 
la  nature  varie  avec  le  temps.  Nous  avons  voulu  nous  limiter,  dans 
cette  note,  aux  faits  les  plus  simples. 

I.  —  Ondes  et  transfobiiations  de  contact. 

1.  Considérons  un  milieu  élastique  bien  défini;  et  supposons 
qu^un  ébranlement  de  nature  déterminée  se  propage  dans  ce  milieu. 
Nous  admettrons  d'abord  que,  si  cet  ébranlement  s'est  produit  à 
l'origine  en  un  point  isolé  A  du  milieu,  au  bout  de  chaque  temps  t 
il  atteint  tous  les  points  d'une  surface  <!>j^t  dont  la  forme  est  dé- 
terminée pour  chaque  point  A  et  pour  chaque  durée  /. 

Nous  admettrons  ensuite  que,  si  l'ébranlement  se  produit  à  l'o- 
rigine sur  toute  une  courbe  G,  ou  sur  toute  une  surface  S,  il 
atteint  au  bout  de  chaque  temps  t  tous  les  points  de  la  multiplicité  M 
enveloppe  des  surfaces  4>x,t  correspondant  aux  divers  points  de  C, 
ou  de  S  (respectivement). 

Si  nous  appelons  onde  le  lieu  des  points  atteints  par  Tébranle- 
nient  à  un  même  instant,  C  ou  S  est  l'onde  origine,  et  M  est  ce 
qu'est  devenue,  au  bout  du  temps  /,  cette  onde  origine.  Et  le 
principe  que  nous  admettons  peut  s'appeler  le  principe  de  l'onde 
enveloppe. 

Il  s'interprète  immédiatement,  dans  la  théorie  des  transforma- 
tions de  contact.  Le  système  des  surfaces  <>a,/  définit  en  elfet,  pour 
chaque  valeur  de  ^,  une  transformation  de  contact  T^,  et  M  est  la 
transformée  de  l'onde  origine  (C  ou  S)  par  cette  transformation. 

Donc  à  chaque  milieu  élastique  et  à  chaque  nature  d'ébran- 
lement pouvant  se  produire  dans  ce  milieu  correspond  une 
famille  de  transformations  de  contact  T^,  de  telle  sorte  que 
toute  onde  origine  devient,  au  bout  du  temps  t,  une  onde  nou- 
velle qui  est  la  transformée  de  Inonde  origine  par  la  transfor- 
mation T(. 

Soient  :ro,yoj  ^o  'es  coordonnées  d'un  point  quelconque  A,  et 
Xy  y  y  z  les  coordonnées  courantes.   La  surface  4>v./  ayant  pour 
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c€lif^  équation  défînit,  comme  Ton  sait,  la  transformation  de  con- 
tact 1\,  en  lui  adjoignant  les  équations 

\  dx         ^  dz  ây         ^  Ô3 

â.  Admettons  de  plus  que  les  ébranlements  considérés  se  pro- 
pagent conformément  au  principe  d^Huyf^henSy  c'est-à-dire  que 
Tonde  origine  Sq,  étant  devenue  au  bout  d'un  temps  quelconque  t 
une  cerlaine  onde  S,  continue  à  se  propager  comme  si  cetle  onde  S 
claîl,  à  partir  de  cet  instant,  l'onde  origine. 

Cela  revient  à  dire  que  la  transformation  de  contact  T^^^-  est 
identique  au  produit  T^  IV,  c'est-à-dire  que  les  transformations 
de  contact  Tt  forment  un  groupe  à  un  paramètre^  ayant  tpour 
paramètre  canonique. 

IJès  lors,  sous  les  hypothèses  faites,  à  chaque  milieu  élastique 
et  à  chaque  nature  d^ ébranlements  pouvant  se  propager  dans 
ce  milieu  correspond  une  transformation  de  contact  infinité- 
simale Cr,  et  toute  onde  existant  à  un  instant  quelconque  se 
modifie  successivement  suivant  les  transformations  de  con^ 
tact  Te  du  groupe  à  un  paramètre  qu'engendre  Ç. 

Suivant  les  résultais  de  Lie,  bien  connus,  si  ^ {x^y^  z^  p^q) 
est  la  fonction  caractéristique  de  îr,  Af^  s'obtient  en  intégrant  enlre 
a  et  /,  avec  les  valeurs  initiales  :ro,j^oî  ^oî/>o,  yo-.  'es  équations 

'dx_d^  dy       d\\  dz  _     m  âW       ^^, 

\dt~ô/j'  dt~~ô^'         Tt~Pdp'^^~ô^       ^^' 

^  'di  ~~  ôx       ^  dz'  dt  ~        dy   ~^  ôz' 

La  fonction  W  est  donc  caractéristique  pour  le  milieu  et  la 
nature  des  ébranlements  considérés. 

Rlle  est  liée  aux  considérations  géométriques  suivantes.  Repre- 
nons la  surface  <I>^  ,  et  construisons  son  homolhétique,  par  rapport 
ati  centre  A  d'homolhélie  cl  au  rapport  d'homothélie  -•  Lorsque/ 
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tend  vers  zéro,  cette  liomolbétique  tend  vers  une  forme  limite  M\, 
que  nous  appellerons  la  surface  caractéristique  du  milieu^ 
ayant  X  pour  origine,  parce  que  le  système  de  ces  surfaces  ^\ 
définit,  comme  nous  allons  le  voir,  le  mode  de  propagation  d'é- 
branlements considérés. 

En  effet,  ^^^^  a  pour  équations,  en  posant 

Wo=  W(a:o,^o,  «07 /'of  ^o), 

et  considérant />o,  ^o  comme  des  paramètres, 

ar  =  a?o  -+•  f  -r h . . . , 

OPQ 

àWo 


les  termes  non  écrits  étant  d'ordre  supérieur  en  t.  L'Iiomotliétique 
considérée  aura  pour  équations 

àpo 

les  termes  non  écrits  contenant  le  facteur  t.  La  surface  Wx  est  donc 
représentée,  en  transportant  les  axes  au  point  A,  par  les  équa- 
tions 

àpo  àqo  ^     dr/Q         ^     àqo 

Si  l'on  différentie  par  rapport  àyt?o,  Çot  on  en  conclut 
po  dX  -hçodY  —  dZ  =  o, 

et  par  suite />07  ^o?  —  >  ^^^^^  ^^^  coefficients  de  direction  du  plan 
tangent  à  ^\  au  point  X,  Y,  Z  qui  a  pour  coordonnées  curvi- 
lignes/>o;  7o*  £^  l'équation  du  plan  tangent  est 

(y)  /vy  X  -h  //y  Y  —  Z  —  Wo  =  o. 
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La  fonction  caractéristique  W  correspond  donc  à  V équation 
tangentielle  de  la  surface  caractéristique  ^^  du  milieu,  en  ce 
sens  que,  si  Téquation  du  plan  tangent  à  la  surface  dWigtne  A  est, 
en  transportant  les  axes  en  A, 

(6)  /?oX -+- ^oY  —  Z  —  tVo=  o^ 
Téqualion  langenlielle  est 

(7)  «'0=  W  (  370,^^0, -50,  Z'Oi^o), 

où  Xo^  yo^  So  sont  les  coordonnées  du  point  A.  Les  surfaces  M\ 
définissent  donc  entièrement  la  fonction  W,  et,  par  conséquent, 
le  mode  de  propagation  des  ébranlements  considérés,  dans  le  mi- 
lieu considéré. 

On  peut  encore  substituer  à  la  surface  ^\  son  homothétique 
prise  avec  A  pour  centre  d'homothétieetrf/  pour  rapport  d'homo- 
thétie;  c^est  ce  que  nous  appellerons  Vonde  élémentaire  qui  a  A 
pour  origine.  Ses  équations,  toujours  avec  A  pour  origine  des 
coordonnées,  sont  : 

X  =  -r —  dt,        Y  =  -- —  dt,        Z  =  (  /?o  -5 1-  Vo  -r-^  —  Wo  )  dt. 

Si  A'  est  le  point  de  cette  onde  élémentaire,  pour  lequel  le  plan 
tangent  a  pour  coefficients  de  direction  /?oî  ?•>  —  '?  'es  compo- 
santes du  vecteur  AA'  sont  les  dilTérenti elles  dx^j  dyoy  dz^  pour 
Télément  de  contact  E(a:oyo^ -oj/^o  ^o)» 

Pour  avoir  les  différentielles  dp^^  dq^^  il  suffit  de  chercher 
Télément  de  contact  commun  à  toutes  les  ondes  élémentaires  ayant 
pour  origines  des  points  infiniment  voisins  de  A  dans  l'élément  de 
contact  E.  L'onde  élémentaire  d'origine  A  ayant  pour  équations 

Op 

'-'o-^yp Tp 
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nous  aurons,  pour  trouver  cet  élément  de  contact  caractérisiique, 
les  équations 

o  =  ûj;o-+-  0 ^ ^  dt,  . 


o  =  /?o  oj-o  ■+•  yo  Sj'o  —  O-^Oï 

d*oii  Ton  conclut,  tx^  et  0^0  étant  arbitraires, 

^'~''""  L à^o '^^' àT, J  ^'=  °' 

^^"■^""L 5?;; "^^^ ^0 J^'  =  o- 

On  voit  donc  que  p,  q  tendent  vers  poj  q^j  lorsque  dt  tend  vers 
zéro,  et  que  les  parties  principales  de  p  —  po^  q  —  70  sont  préci- 
sément données  par  les  mêmes  équations  qui  définissent  les  difl'é- 
rentielles  dp,  dq  dans  les  équations  (3). 

L^interprétation  géométrique  des  équations  (3)  au  moyen  de 
Tonde  élémentaire  est  ainsi  complète. 

On  peut  encore  dire,  d'après  les  principes  des  approximations 
successives,  que  la  propagation  de  V ébranlement  se  fait  par 
ondes  élémentaires  successives,  dt  étant  alors  infiniment  petit. 

3.  On  peut  remplacer  les  équations  (3)  de  la  propagation  des 
ondes  par  des  équations  plus  symétriques,  analogues  aux  équa^ 
tions  canoniques  d'Hamilton,  Il  suffit  de  mettre  l'équation  tan- 
gentielle  de  la  surface  caractéristique  ^x  ^ous  une  forme  symé- 
trique. 

Nous  écrirons  dans  ce  qui  suivra  x,  j^,  z  pour  les  coordonnées 
de  A;  et  y?,  7  à  la  place  de  poy  qo.  Le  plan  tangent  courant  de  ^^ 
étant 

(8)  />X-4-7Y  — Z  — w  =  o, 
son  équation  tangentielle  était 

(9)  ^-y^i^iy,^,Pi  </)• 


-4. 
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Prenons  le  plan  langent  sous  la  forme 

(lo)  aX4-pY-4-YZ-m  =  o, 

et  son  équalton  tangenlielle  pourra  s'écrire 
(JO  w=  U{x,y,  ^,a,  fi,  y), 

nu  D  sera  homogène  et  du  premier  degré  en   a,  p,  y.  On  aura  de 
plus  les  formules  d'identificalion 


U^) 


P=  — 


Y 


Y 


(i3)  7:(3r./,5,  a,  p,  y)  =  -  ^  W  (^x,  ^,  a,  -^,  —5^, 

(ïî)  W(t,  j^,  ^, /?,  q)^U(x,y,z,p,  q,  —  i). 

On  en  conclut  immédiatement,  vu  l'homogénéité  de  II  et  de  ses 
dérivées, 

*"**  Tt  "  d%'  dt  ~  dp  *  dt  "  d^' 

el,  par  un  calcul  facile, 


(i6) 


^        dU        d^       dU        dj        du        dm 
dt  "^  ()t   _  di  "^  o>x  _  rf/  "^  dij  __   dt^ 


Le  dernier  rapport  s'obtient  par  combinaison  des  autres,  en  te- 
nant compte  de  rhomogénéité  de  n,  de  réqualion(i  i)  etdes  équa- 
tions (i5). 

l'our  obtenir  des  formules  simples,  on  s'imposera  la  condition 


(•7) 

m=  I, 

ce  qui 

donnera  les  équations 

(1H) 

da  _      on          d^  _      â\l 
di   "        âx'          dt  "       ày' 

dt  ■"" 

dz 

avec  la  condition 

(J9)  ^(^,y,  5,  a,  P,  Y)=  f. 

Celte  dernière  équation  demeure  Téquation  tangenlielle  de  U\, 
Téquation  du  plan  tangent  s'écrivanl  désormais 

{'lu)  aXH-  PY-4-7Z-1  =  0. 
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Les  équations  annoncées  sont  les  équations  (i5)  6t  (i8),  où  il 
faut  observer  que  II  est  homogène  de  degré  i  en  a,  [3,  y-  Elles  de- 
vront être  intégrées  en  tenant  compte  de  (19).  Mais  il  Taut  remar- 
quer que  rinrégrale  première  II  =  const.  résulte  de  (i5)  et  (18),  ei 
que  Ton  pourrait  remplacer  Thypothèsem  =  1  par  Thypothèse  plus 
générale  tu  =  const.,  sans  altérer  les  calculs  précédents.  La  seule 
particularité  qui  subsiste  réellement  est  donc  relative  à  Thomo- 
généité  de  II. 

Remarquons  enfin  que,  à  cause  de  celte  homogénéité,  la  con- 
dition (19)  se  remplace  par 

(ai)  adx-h  fidjr -^-(ds  —  dt=  Oj 

qui  résuite  aussi  de  l'interprétation  géométrique  de  -j-y  -—->  -7-; 
car  ce  n'est  alors  que  l'équation  (20)  du  plan  tangent  a  W^' 

A.  On  peut  encore  se  débarrasser  de  l'hypothèse  relative  à  l'ho- 
mogénéité de  n.  Supposons  en  effet  que,  Féquation  du  plan  tan- 
gent courant  à  la  surface  caractéristique  W^  étant  toujours  supposée 
écrite  sous  la  forme 

(20)  aX  -h  PV  -h  yZ  —  I  =  o, 

l'équation  tangentielle  de  cette  surface  soit  donnée  sous  une  forme 
quelconque 

(22)  ^(r,yi  s,  a,  p,  y)  =  o. 

Cette  équation  est  équivalente  à  (19),  qui  s'en  tirerait  en  résol- 
vant par  rapport  à  tïi  l'équation  (22)  rendue  homogène,  c'est-à-dire 

et  en  faisant  t9=  1  dans  l'équation  (i  1)  ainsi  obtenue. 
On  en  conclut  que,  moyennant  (28),  on  a  identiquement 


^--dx  —  -—djr r-  dz 

âx  ôy    ^        ()z  w 


^11  = 


I   r     fj^v       ^   d^F  o^r    ] 
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et,  par  conséquenl. 


*/U       -  dV  an      -  àW  dU      -  JU" 


I 


Et^  dans  Thypolbèse  (17),  c'est-à-dire  (19),  c'est-à-dire  (aa),  on  3 
Jonc 

m       ^.  d^  dU       -.  dV  dn       --  dV 

da:  aj:  c>^  dj^  dz  dz 

d\\        ,.  d^^  dU        „  dV  dn        „  dV 

Oa  d%  d^  dp  dY  d^ 

M  ""  "  da  "*"  î^  dp  "^  ^  dY  ' 

De  sorte  que  le  système  (iS)?  («8),  (19)  peut  se  renfiplacer  par 
le  svstème 

^  *  '  „^   ""  IT^?  ~    __d^    ~  W  ^    d^  ■"  "dV   ~     ^' 

dx  dy  dz  da  dp  d^[ 

(tta)  V(ar,j',  ^,«,  p,  Y)  =  o; 

dfiDl  l'intégration  revient  à  celle  du  système  (24)?  (22),  de  forme 
entïèrement  analogue  à  celle  du  système  (i5),  (18),  (ic))>  et  à  une 
(|u;idiature.  Et,  dans  ces  équations,  la  fonction  ^  est  absolument 
quelconque. 

Alais,  si  Ton  y  remplaçait  Téquation  (2a)  par  une  autre,  de  la 
fornie 

^(a?,  J^,  5,  a,  p,  7)  saconst., 

an  n'obtiendrait  plus  la  représentation  du  même  groupe  de  trans- 
formniions  de  contact.  Tandis  que,  au  numéro  précédent,  i-ein- 
jilacor  (19)  par  une  équation  II  =  const.  revient  à  remplacer  seu- 
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lement  t  par  klj  oh  k  est  une  constante;  ce  qui  n'altère  pas  le 
groupe  de  transformations  de  contact  considéré. 

Au  point  de  vue  géométrique,  le  système  des  surfaces  caracté- 
ristiques W=A  (où  k  est  constant)  est  essentiellement  différent 
de  celui  des  surfaces  (9.2);  tandis  que  le  système  des  surfaces  11  =  Ar 
a  même  forme  que  celui  des  surfaces  II  =  i . 

Remarquons  encore  que  Téqualion  (26)  peut  se  remplacer  par 
l'éiquation 

{'i\)  OL  dx  -^  ^  dy  -^  -(  dz  —  dt  =  o. 

Ce  qui  résulte  aussi  de  l'intégration  géométrique  des  quantités 

-7-,  ■—-,  -T^,  comme  au  numéro  précédent. 

On  pourrait  supposer,  en  particulier,  que  Péquation  (22)  soit 
de  la  forme 

^•=0(27,^,  ;5,  a,  p,  Y)-i  =  o, 


G  étant  homogène  de  degré  m  en  a,  p,  y^ 

on  a  alors  le  système  ca 

nonique 

/  dx           dO 
(^'^">       )d.           .G 

dy           dO 

dz           àG 

d^  __dG^ 

d^           dG 

dx"       dz' 

avecla  condition 

(22  A«)  G{x,y,z,  a,  ?,T)  =  'i 

et,  pour  déterminer  le  temps,  lu  formule  simple 

(^5  bis)  dt  =si  m  dx. 

On  pourra  donc  remplacer  t  par  t  sans  altérer  le  groupe  de 
transformations  de  contact;  et  Ton  pourra  aussi,  pour  les  raisons 
eupliquées  plus  haut,  supprimer  la  condition  (22  bis).  Tout  cela 
revenant  à  changer  seulement  Funité  de  temps. 

II.  —    PnOBLÉMBS  D*1XTBGRATI0N. 

5.  Le  problème  d'intégration  de  la  théorie  précédente  consiste 
à  déterminer  la  propagation  d\ine  onde  quelconque  connaissant  le 
système  des  surfaces  caractéristiques,  c^est-à*dire  le  système  des 
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ondes  élémcnlaires  correspoDdaiit  à  chaque  poinl  (|e  milieu. 
Ce  problème  sera  résolu  sî  Ton  détermine  lés  équations  finies 
du  groupe  de  transformations  de  contact  qui  correspond  au  mode 
de  propagation  considéré,  c'est-à-dire  si  Ton  intègre  le  système  (3). 
Soient,  en  efTet, 

q  r=  :^(ro,j'o,  Sù,Po,qo\th 

les  équations  îjinsi  obtenues,  où  ^  =  o  corres|)ODd  à  la  transfor- 
mation identique.  Si  Tonde  origine  est  donnée,  on  pourra  sup- 
poser que  ses  éléments  de  contact  {^0'^yo^  ^o?  /?oi  Ço)  sonl  donnés 
en  fonction  de  deux  paramètres,  et,  en  portant  ces  expressions 
dans  les  formules  (26),  on  aura  Tonde  qui  en  résulte  au  bout  du 
temps  t. 

Mais  on  peut  prendre  la  question  autrement  en  cherchant  direc- 
tement les /am///e5  d'ondes,  c'est-à-dire  Tensemble  des  ondes 
issues  successivement  d'une  même  onde  origine.  L'équation  géné- 
rale d'une  telle  famille  peut  être  supposée  mise  sous  la  forme 

(27)  /(^.r»«)  =  ^ 

et  tout  revient  à  chercher  les  fonctions /correspondantes. 
Si  nous  associons  à  l'équation  (27)  le  système 

(28)  -f--h/>-f=o,         -^ -+.<7 -ji  =0, 

^      '  dx      ^  dz  ôy       ^  ùz 

de  manière  à  obtenir  le  système  qui  déHnit  Tensemble  des  élé- 
ments de  contact  de  Tonde  origine,  la  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante qui  détermine /s'obtiendra  en  écrivant  que  ce  système  (27), 
(28)  est  invariant  par  la  transformation  infinitésimale 

Ot  dp    Ox         dq    dy         y     dp         "   àq  )  dx 

\0x     '  -^   dz  /dp        \dy   '^^  dz  )  dq  ' 
Comme  celle  transformation  change  toute  multiplicité  en   une 
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multiplicité,  il  suffira  d'opérer  sur  Téquation  (27).  On  vérifierait, 
du  reste,  par  un  calcul  direct,  que  les  conditions  qu^on  obtiendrait 
en  opérant  sur  les  équations  (28)  sont  des  conséquences  de  celle 
que  nous  allons  obtenir. 
Nous  écrivons  donc  que 

dp    dx        ôq    Oy       \"   dp        ^  ôq  /  àz  "" 

est  une  conséquence  des  équations  (27),  (28),  ce  qui  se  réduit  a 
l'équation 

/  ^/  ^\ 

\  dz  dz  / 

La  condition  nécessaire  et. suffisante  cherchée  est  donc  que  /  soit 
une  intégrale  de  cette  équation  aux  dérivées  partielles  (29). 

Les  considérations  précédentes  nous  fournissent  alors  tous  les 
faits  essentiels  relatifs  à  l'intégration  de  cette  équation. 

D'abord  elle  admet  une  solution,  et  une  seule,  telle  que  Téqua- 
tion  (27)  se  réduise,  pour  /  =  o,  à  l'équation  d'une  surface  donnée; 
ce  qui  caractérise  le  degré  de  généralité  de  l'intégrale  générale 
de  (29). 

Ensuite,  l'intégration  de  (29)  résulte  de  celle  du  système  (3), 
puisque,  si  l'on  remplace  dans  les  équations  (26)  o^o,  Vo)  ^ojPo^  Ço 
par  les  fonctions  de  deux  paramètres  u,  i>  correspondant  à  une 
onde  origine  arbitraire,  il  n'y  a  qu'à  résoudre  par  rapport  à  /,  en 
éliminant  u  et  (^,  les  trois  premières  é(|uations  (26)  pour  obtenir 
la  solution  générale  (12)  cherchée.  On  peut,  par  exemple,  prendre 
l'onde  origine 

iâe  de  de  dB 

du  ^^       dv  "  du  dv 

Pu  =  «,         go  =  V, 

S  étant  une  fonction  arbitraire  de  u  el  {>  seulement. 

6.  On  voit  aussi  qu'inversement  l'intégration  de  l'équation  aux 

dérivées  partielles  (29)  entraine  celle  du  système  (3)  qui  lui  est 

associé.  Car,  pour  avoir  le  mouvement  d'un  élément  de  contact 

quelconque,  il  suffira  de   prendre  deux  ondes  origines  qui  aient 

XXXIV.  16 
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en  commun  ce  seul  éiémenl  de  contact.  Lies  ondes  qui  en  résulte- 
ront auront  constamment  en  commun  un  «élément  de  contact,  qui, 
pour  chaque  valeur  de  t^  sera  la  position  de  Félément  de  contact 
initial  considéré. 

Pour  pouvoir  appliquer  cette  méthode,  il  suffit  même  de  con- 
naître ao'  familles  d'ondes;  car,  parmi  les  a>'  ondes  origines,  il  y 
en  aura  une  passant  par  un  élément  de  contact  E»  arbitrairement 
donné,  que  Ton  pourra  considérer  comme  commun  à  celte  onde 
origine  et  à  deux  autres  ondes  origines  infiniment  voisines  conve- 
nablement choisies. 

Supposons,  à  cet  eflfet,  que  Ton  connaisse  une  intégrale  de  (29), 
dépendant  essentiellement  de  deux  constantes  arbitraires  non  ad- 
ditives.  Soit  /(a?,^,  5,  a,  b)  cette  intégrale.  Les  oc*  ondes  origines 
à  considérer  seront  définies  par  Téquation 

(3i)  /(^»ri  -»«»  b)^c; 

le  point  de  contact  de  Tune  d'elles,  avec  deux  ondes  infiniment 
voisines  (du  même  système)  quelconques,  s'obtient  en  adjoignant 
à  cette  équation  (3i)  les  deux  équations 

«'■'  "£-'■■•    %'<■■■ 

cl  Télément  de  contact  commun  est  défini  par  (3i),  (32)  et 

Pour  passer  de  là  à  la  position  de  cçt  élément  au  bout  du  temps  t^ 
jl  n'jr  a  qu'à  remplacer  Téquation  (3i)  par  Téquation 

(34)  fi^yy^  5,  a,  6)  =  c-i-£, 

qui  donne  ce  que  sont  devenues  alors,  les  oo'  ondes  (3i). 

En  résumé,  l'intégrale  générale  du  système  (3)  est  donnée  par 

f{x,y,x,  a,  ô)  =  c-h  /, 

(35)  {  Iki"'''        ôù-^' 
à/  df  àf  ùf 

\   dx        *    0^  tiy         ^   0z 
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où  les  cinq  constantes  a,  &,  c,  a\  b'  doivent  être  déterminées  par 
les  conditions  initiales. 

Enfin,  comme  une  onde  origine  quelconque  paurra  être  consi- 
dérée comme  l'enveloppe  de  oo^  ondes  origines  (3i)  convenable- 
ment choisies 

qui  deviennent,  au  bout  du  lemps  /, 

(36)  /(a?,r»  ^^  «1  ^)  =  X(«'  ^)  -^  '» 

la  solution  générale  de  Téquation  (29)  s'obtiendrait  en  tirant  a 
et  b  des  équations 

^^^  âa       âa       ""'         db       c^A""' 

et  en  portant  les  valeurs  trouvées  dans  (36);  la  fonction  y^  étant 
alors  une  luoclion  arbitraire, 

7.  En  repreaant  les  notations  des  n"*'  3  et  i,  on  peut  remplacer 
Téquation  aux  dérivées  partielles  (29)  par  une  équation  quelconque 
ne  contenant  pas  la  fonction  inconnue. 

L'identité  (i4)  donM 

/  ^     ^\      /  ^     ^ 

\  as  ds  /  \  dz  àz 

el,  à  cause  de  rhomogénéilé  de  H,  l'équalion  (29)  se  réduil  à 

(38)  "(-^.«.l'^'D- 

Pour  simplifier  les  notations,  reioarquons  que  trouver  une  équa- 
tion de  la  forme  (29)  revient  à  calculer  C  comme  fonction  de  x, 
y^  w,  c'est-à-dire  qu'on  peut  rem|)lacer  dans  ce  qui  préccde  la 
letlre  f  par  la  lettre  t\  et,  si  Ton  pose 

l'équation  (ly) 
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est   déjà  réqualion  aux  dérivées  partielles  (38)  à  laquelle  nous 
sommes  arrivés. 

Toutes  les  théories  des  n"*  5,  6  (théorie  des  caractéristiques  et 
ihéorîe  des  intégrales  complètes)  s'appliquent  immédiatement  à 
c:ette  équation,  en  remplaçant  le  système  (3)  par  le  système  qu'on 
en  a  déduit  au  n**  3  par  changement  de  variables,  c'est-à-dire 

dx   _  dy  ^  dz    ^      dfi      __      ^?      __      ^"^     __  ^- . 

dx  d^  &^  dx  dy  dz 

auquel  il    faut  adjoindre  l'équation  de  condition  (19).   L*équa- 
Lion  (33)  devra  aussi  être  remplacée  par  les  équivalentes 

àl        àl        àl 

àx    _    ày    _^    ds 

—  -  T  ~  T' 

8*  On  peut  enfin,  comme  au  n"  4,  remplacer  l'équation  (19)  par 
une  équation  équivalente  de  forme  quelconque 

(23)  T(:r,^,  5,  a,  p,  v)  =  o. 

Il  n'^  aura  qu'à  remplacer  le  système  (4o)  par  le  système  (24),  (a5) 
dx        dy  __  dz    ^  dt  _      ^*      _      ^?      __     ^T 

ûi         d^         &^         *5â"~^  *  5p"'^^'(>Y  "àx         ~  dy         ""57 

ICnHn  réqualion  (21),  qui  y  est  implicitement  contenue,  s'écrit 

(fti )  dt=i  tdc  -\-  ^  dy  -^  ^  dz  . 

et  s'accorde  enlièrement  avec  les  notations  (39),  pour  les  déri- 
vées partielles. 

9.  On  voit  ainsi  comment  l'équation  générale  des  surfaces  ca- 
raulérisliques  Wj^  peut  s'interpréter  comme  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  des  familles  d'ondes.  On  peut  expliquer  ce  fait 
géométriquement,  sans  faire  appel  à  la  théorie  des  groupes  de 
transformations  invoquée  au  n"  5. 

Écrivons  en  effet  que  la  surface 

U%)  /(x,y,z)  =  t-^ot 
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est  tangente  à  chacune  des  ondes  élémentaires  issues  des  divers 
points  (j7o, ^'09  ^o)  appartenant  à  Tonde,  à  l'instant  t,  c'est-à-dire 
tels  que  Ton  ait 

L'équation  (4^)7  quand  on  transporte  IWigine  en  un  tel  point, 
devient 

/(xo  -h  X,  j^o  -H  Y,  «0  -t-  Z)  =  f  -4-  ô/, 

et  le  plan  tangent  en  l'un  de  ses  poinls  X  =  Sx,  Y  =  5y,  Z  =  Sjs 
est 

L'équation  langenlielle  de  Tonde  élémentaire  étant,  d'autre  part, 

ZtnixoyjToy  5o,  a,  p,  y)  —  '  =  0» 
on  a  la  condition 

_,  df  ,  df  df 

"  ^^  (^(a-o  +  ôx)  "^  ^^  ô{y^  -+-  Sj)  "*"    ^  c)( «0  -+•  0^ )  * 

Négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  premier,  cette 
relation  devient 

^  „/  àf     df     df\       ^     df       ^     df       ^     df 

\     '•^  dxi^    dy^    ùZfiJ  dxo        '^  dyo  dzo 

Et  comme  l'on  a  aussi 

f{xo  H-  8j?,  yn-hBy,  ^0  -+-  8a)  =  /  4-  ol, 

qui  se  réduit,  en  y  négligeant  aussi  les  termes  d'ordre  supérieur 
au  premier,  et  en  tenant  compte  de  (4^)}  à 

àf  .  df   .  df   ^ 

-Y-  0J7  -h  -i—  oy  ^  -f-  oz  =  oij 
dx^  OyQ    ^         Ozo 

il  reste,  en  définitive', 

n  /  ^f        "^f       ^f  \ 
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el,  comme  le  poinl  (a^o,  j^o^  ^o)  est  quelconque,  c'est  précisément 
ré(|uation  aux  dérivées  partielles  qu'il  s'agissait  de  retrouver. 


III.    >  Les  trukctoikks. 

10.  Nous  appellerons  trajectoire,  dans  le  mode  de  propagation 
considéré,  le  lieu  des  positions  successives  du  point  faisant  partie 
d'un  élément  de  contact  quelconque  dans  le  mouvement  de  cet 
élément  de  contact.  Ces  trajectoires  s*obtiennent  donc,  par  l'inté- 
gration du  système  (3),  en  considérant/;,  q  comme  des  inconnues 
auxiliaires,  c'est-à-dire  qu'elles  sont  définies  par  les  trois  pre- 
mières des  équations  (ati).  Si  l'on  lient  compte,  comme  cela  a 
lieu  dans  ces  équations,  de  la  manière  dont  elles  sont  décrites, 
elles  dépendent  de  cinq  constantes  arbitraires;  mais  elles  forment 
seulement  un  système  de  30^  courbes  de  l'espace. 

On  peut  les  définir  par  uu  système  diilerentiel  analogue  aux 
équations  de  Lagrange  en  Dynamique. 

Nous  introduirons  à  cet  elTet  l'équation  ponctuelle  de  la  surface 
caractéristique  du  milieu,  c'est-à-dire  de  la.surface  W^,  Soit 

cette  équation.  Nous  pouvons  supposer  que  U  est  homogène  et  du 
premier  degré  en  X,  Y,  Z;  on  le  montrerait  en  partant  d'une 
forme  quelconque  de  l'équation  de  cette  surface,  en  la  rendant 
homogène  et  en  résolvant  par  rapport  à  la  variable  d'homogénéité, 
comme  on  a  fait,  dans  une  circonstance  analogue,  au  n°4.  On  est, 
du  reste,  nalurelleiiient  conduit  à  introduire  cette  forme  particu- 
lière d'équation,  parce  qu'elle  donne  immédiatement  l'équation 
de  Tonde  élémentaire  qui  serait 

(45)  û(:r,^,5,X,Y,Z)  =  rf^ 

Ecrivons  que  cette  surface  (44)  est  la  même  que  celle  qui  est 
définie,  en  coordonnées  langenliclles,  par  l'équation  (19) 

(»9)  "(^,r»^»«»?»7)  =  i- 

Le  plan  tangent  à  (40>  e"  ^^^  point  quelconque 

\  =  j:\      \  ^  y.      z  =  z\ 
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a  pour  équation 

en  posant,  pour  abréger, 


etl 


on  a 


de  sorle  que  celte  équation  (46)  est  simplement 

Ox  èy  âz 

On  obtiendra  donc  Téquation  (19)  en  posant 

du  ,,       ôQ  àQ 

et  éliminant  .r',  j^,  5'  entre  (47)  et 

(48)  Q(x,y,z,T\y,z')  =  ï, 

Par  suite,  la  relation  dilTércntielle  unique  qui  résulte  de  (19), 
c'est-à-dire 

, ,  ,         dn,        an.        du   .        du   ,        âU  .^       ^11    . 

(49)  ^dx-^;^dy^-dz^^d^^^d^^-d^:=.o, 

est  une  conséquence  des  relations  (47)>  (48)  et  de  celles  qu'on 
en  déduit  par  diflerentiation  totale. 

Or,   en   déduisant  de   Féqualion    tangentielle    (19)   Téquation 
ponctuelle  correspondante,  on  serait  conduit  à  écrire  les  relations 

(50)  x  =  -.         ^  =  ^,         z  =  ^ 

qui  sont,  par  suite,  des  conséquences  de  (47)  et  (4^);  de  sorle 
que  (49)  devient 

^  ôx  dy    ^        dz  J      r  . 
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On  lire  alors  de  (47) 


cpii  ^ii  réduit,  à  cause  du  degré  d'homogénéilé  de  û  et  de  ses 
dérivées  partielles,  à 

f  j  j  ja         ,  j         àQ   ,         dQ   ,         dQ   , 

-^        r  ^  dx  djr     -^  dz 

Et  comme  c'est  la  seule  relation  difTérenlielle  en  dx,  dy^  dz,  rfa, 
e/p,  t/y  que  Ton  puisse  tirer  de  (47)  et  (48),  elle  doit  être  iden- 
tique à  (5i)  si  Ton  tient  compte  des  équations  finies  (47)  et  (4^); 
cVsL-à-dire  que  Ton  a,  comme  conséquence  du  changement  des 
cooidonnées  tangentielles  en  coordonnées  ponctuelles  effectué, 
les  idyntilés 

(5i) 

Cela  posé,  le  changement  de  variables  en  question  se  fait 
immédiatement  dans  les  équations  (i5),  (18),  (19).  En  comparant 
(iT»)  et  (5o),  on  voit  qu'il  n'y  a  qu'à  poser  dans  les  formules 
précédentes 

m\  ^-x'        ^~v'         —-y 

^^^'  dt  ""^'         df  -^'         dt  -''• 

(Cela  résulte  d'ailleurs  des  considérations  géométriques  du  n"  2.) 
Et  Icâ  équations  (18),  comparées  à  (62)  et  à  (47)«  donnent  le 
syslcme  annoncé 

dt\dx')        Ox"^' 
.-**  1   d   /dQ\        dQ 

/dQ\       dQ 


c^n      dQ 

du        dQ 

dU        dQ 

1 =  0, 

h     -T—     =   0. 

dx'^  dx 

dy^  dy         ' 

dz        dz 

dt' 


auquel  il  faut  adjoindre  l'équation  (48) 
(iH^  Q(x,y,z,x\y\z'):=:y. 
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Ainsi  se  trouvent  définies  directement  les  trajectoires;  et,  si 
Ton  a  intégré  ce  système,  on  en  déduit  le  mouvement  des  éléments 
de  contact  eux-mêmes  au  moyen  des  équations  (47)-  On  a  donc 
Jà  une  forme  nouvelle  des  équations  d'une  transformation  de 
contact  infinitésimale. 

On  peut  remarquer  qu'on  déduit  des  é(|uations  (54),  en  multi- 
pliant par  x\y ^  z'  et  ajoutant, 

d  /   ,dQ  ,dQ         ,dQ\         I     . 

ce  qui  est  une  identité,  vu  l'homogénéité  de  û.  Ces  équations  se 
réduisent  donc,  en  réalité,  à  deux  seulement. 

11.  Si  l'on  prenait  l'équation  de  Wj^  sous  une  forme  quelconque 
équivalente  à  (44) 

(55)  e(ar,7,5,ar',y,V)  =  o, 

on  aurait,  en  raisonnant  comme  au  n^  4, 

dx  "^     dx  ^y   ^  ^  ày  Oz  "^   '  àz 

dQ  de  ÔQ  _      de  ÔQ  _.  de 

57~*^5?'       dy-^ày'       5?"*^J?' 
i  _   ,de       ,àe      ^,de 

L—  —  X    -T — ;   -f-  y   ^— ;  -h  Z    -r—T  • 
àx       '^   ày  dz 


La  première  équation  (54)  deviendrait  donc 
d  /,  de\     ,  de 


»       /  d ,      i\àe 


c'est-à-dire 

dh 

d  de 

de 

dt  de 

dt  dx' 

dx  "" 

L    dx' 

On  aurait  donc  à  adjoindre  à  l'équation  (55)  le  système 
(56) 

On  voit,  de  plus,  que  la  valeur  commune  de  ces  rapports  (56) 


dt  dx'       dx  __  dt  dy'       dy  _  dt  dz'        dz 
dx'  dy'  dz' 
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mais  c^est  une  conséquence  de  Inéquation  (55). 

Le  système  diOTérentiel  général  des  trajectoires  est  donc  formé 
seulement  des  équations  (56)  et  (55). 

Supposons,  en  particulier,  que  l'équation  (55)  soit  de  la  forme 

(57)  e  =  H(j-,^,  z,  x\y\  V)  —  I  =  o, 

H  étant  homogène  de  degré  m  en  x',  y\  z\  On  peut  toujours 
faire  en  sorte  qu'il  en  soit  ainsi  en  prenant  pour  H  une  puissance 
de  û.  On  a  alors 

,^H         .ôW        ,dy\  „ 

Ox       -^   ôy'  âz 

et  la  valeur  commune  des  rapports  (56)  est  zéro.  Les  équations 
des  trajectoires  prennent  alors  la  forme  de  Lagrange 

dt  dx'       ôx  ~  ^' 

'  dt  ôy       dy 

dt  âz'        Oz  ~  " 

avec  la  condition  (5^).  Mais,  si  m  ^  1,  on  peut  supprimer  la  con- 
dition (57).  Car,  en  multipliant  les  équations  (58)  par  x^^y,  ^'et 
ajoutant,  il  vient 

d  I  ,<^H         ,d\\         ,()H\       d\\       ,  ^d\\ 

dt\     dx'       -^  ôy'  Oz' )        dt  '  dt 

c'est-à-dire 

(59)  \\(x^y^z,x',y',  z')=  h  =  const. 

Or,  remplacer  dans  l'équation  (57)  le  terme  —  i  par  le  terme  —  h 
revient  à  remplacer  les  surfaces  caractéristiques  Wj^  par  les  sur- 
faces homolhétiques  (avec  un  rapport  d'homothétie  constant)  et 
n'altère  pas  essentiellement  les  trajectoires.  D'une  manière  plus 
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j_ 
précise,  cela  revient  à  remplacer  t  par  A'"/  dans  toutes  les  équa- 
tions. 

Il  est  clair  que,  si  Ton  partait  inversement  d'un  système  (58), 
où  H  serait  une  fonction  homogène  en  ar',^',  z'  quelconque,  on 
pourrait  toujours  l'interpréter  comme  correspondant  à  une  trans- 
formation de  contact  infinitésimale  et  le  ramener,  par  suite,  à  la 
forme  canonique. 

12.  Revenons   aux   équations   (54)')   elles    ne    contiennent  le 

temps  qu'en  apparence.  En  eflel,  x"'»  j~î>  t-7  so"^  ^^  degré  zéro 

en  x\y^  z'\  de  sorte  qu'on  a,  par  exemple, 

dQ  ^  d  Qix^ y^  Zy  dx^  dy,  dz ) 
ôx'  ~  d(dx) 

Au  contraire,  — »  -r->  --;  sont  homogènes  de  degré  un;  et  Ton 
a,  par  exemple, 

àQ   ,  __  dQ(x,y,  z^  dx,  dy,  dz)  ^ 
àx       '"  âx  ' 

donc,  en  posant,  pour  abréger, 

(5;)  5  =  Q{x,y,  z,  dx,  dy,  dz), 

les  équations  (54)  s'écrivent 

,    dQ     _^  _ 

d{dx)       dx  ^    ' 

(5o)  <  d = =  o, 

\     à(dy)       ày        ' 

Et  Ton  voir  qu'elles  définissent  les  trajectoires,  indépendamment 
de  la  loi  suivant  laquelle  elles  sont  décrites.  Bien  entendu,  elles  se 
réduisent  à  deux  équations  distinctes  seulement. 

C'est  l'équation  (48)  qui  détermine  ensuite  la  manière  dont  les 
trajectoires  sont  décrites,  car  elle  s'écrit 

(  59)  û(iF,  y,  z,  dx,  dy,  d»)  =  dl, 
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c^est-à-dire  que  t  est  donaé  par  la  quadrature 

(60)  t  =jQ(x,y,  5,  dx,  dy,  dz)  =  jU, 

13.  Les  équations  (58)  donnent  une  propriété  caractéristique 
des  trajectoires;  elles  expriment,  en  eflet,  que  la  variation  de 
rintégrale 

(61)  0  =  I  û(:r,  j,  z,  dx,  dy,  dz) 

est  nulle  quand  on  se  déplace  sur  une  trajectoire;  et  la  for- 
mule (60)  montre  que  le  temps  t  est  justement  la  valeur  corres- 
pondante de  cette  intégrale  (61). 

Cherchons  à  interpréter  ^intégrale  (61)  prisse  entre  deux  points  A 
et  B  d'une  courhe  quelconque.  Il  suffit  pour  cela  de  se  représenter 
cette  courbe  comme  un  canal,  de  diamètre  infiniment  petit,  à  Tin- 
térieur  duquel  Péhranlement  se  propage  sons  frottements.  Nous 
admettrons  que,  si  Tébranlement  atteint  à  un  instant  quelconque 
le  point  M  de  cette  courbe,  de  coordonnées  x^  y,  5,  au  bout  du 
temps  dt  il  atteint  le  point  M'  de  la  courbe  qui  se  trouve  sur 
Fonde  élémentaire  qui  a  M  pour  origine;  c'est-à-dire  que  le  temps 
qu'il  met  pour  aller  de  M  en  M'  est  donné,  à  un  infiniment  petit 
près  d'ordre  supérieur,  par  l'équation 

û(^»7i  ^j  dx,  dy,  dz)  =  dt. 

Alors  V intégrale  (61)  représente  le  temps  que  met  l'ébranlé- 
ment  à  se  propager  de  A  et  B  en  suivant  la  courbe  considérée. 

Et  les  trajectoires  sont  les  courbes  pour  lesquelles  la  varia- 
tion de  ce  temps  {quand  on  les  dé/orme  infiniment  peu)  est 
nulle. 

Si  nous  cherchons  à  quelle  condition  elles  correspondent  au 
temps  minimum,  il  nous  faudra,  suivant  la  théorie  classique  de  la 
variation  seconde,  exprimer  que  la  forme  quadratique 


est  constamment  positive,  sauf  pour  les  valeurs  de  la  forme 
;  =  Xx'',        r,  =  Xj ',        ;  =  Xw'. 
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Nous    allons    interpréter    cette    condition    géométriquement. 

Considérons,  à  cet  effet,  en  un  point  quelconque  A{x,y^z) 
d'une  trajectoire,  la  surface  Wj^  caractéristique.  La  tangente  en  A 
à  cette  trajectoire  perce  Wj^  au  point  P  qui  a  pour  coordonnées 
(Poriginc  étant  transportée  en  A)  ^a/,  y,  z';  car  on  peut  supposer 
que  Ton  a 

(63)  Q(x,  y  y  z,  x\  y,z)-'\  =  o. 

Le  plan  tangent  en  P  à  ^^  a  pour  équation  (voir  n®  10) 

Cherchons  la  position  d'un  point  quelconque  N  de  W^^  supposé 
infiniment  voisin  de  P,  par  rapport  à  ce  plan  tangent.  Les  coor- 
données de  N  étant  x'-i- ii  ^4- tj,  z'-\-X^y  il  faudra  chercher  le 
signe  de 

qui  se  réduit,  à  cause  de  (63),  à 

V 

Or,  le  point  N  étant  sur  V^,  on  a 
c'est-à-dire,  en  développant, 

ou  encore 

Si  donc  la  forme  (62)  est  positive,  le  résultat  de  substitution 
est  négatif,  c'est-à-dire  du  même  signe  que  pour  le  point 

M(X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o). 
Les   valeurs   exceptées   \z=,\x\  7j  =  Xj/'',  ÎJ  =  Xy  ne   corres- 


Digitized  by 


Google 


—  258  — 
poDdent  à  aucun  point  N,  car  ht  oMidilion 

Q{x'-h  Xx',  y-hXy,  5'-+-  xy)=5i 

se  réduil,  à  cause  de  riiomogénéilé  de  û,  à 

i-f-X  =  i, 
c'est-à-dire 

X  =  o, 

ce  qui  donnerait  le  point  P  lui-même. 

Si  donc  la  condition  analeptique  du  minimum  est  remplie,  la 
surface  V^  a,  en  P,  ses  deux  courbures  de  même  signe,  et  tourne 
sa  concavité  vers  M. 

Supposons  réciproquement  cette  condition  géométrique  rem- 
plie. La  forme  (62)  a  son  discriminant  nul,  à  cause  des  relations 
<|iie  donne  le  théorème  d'Euler  appliqué  aux  fonctions  homogènes 

de  degré  zéro  t^*  3^»  t^  {voir  n"  10).  Si  elle  était  une  différence 

de  deu\  carrés,  elle  s^annulerait  pour  deux  relations  de  la  forme 

(67)  A$-f.BYi  +  (-  =  o 

vérifiées  pour  $  =  aj?',  7|  =  ).j^,  ^=:Xs',  puisqite  ces  valeurs 
annulent  les  dérivées  partielles  de  cette  forme.  Ces  relations  re- 
prt-senlcnt  géométriquement  deux  plans  passant  par  la  droite  ÂP 
et  qui,  dans  Th^pothèse  faite  sur  la  forme  de  Wj^y  coupent  cette 
surface  suivant  des  courbes  passant  en  P.  H  y  aurait  donc  des 
points  de  la  surface,  infmiment  voisins  de  P,  et  pour  lesquels,  en 
vertu  de  Téquation  (66),  leur  distance  au  plan  tangent  en  P  serait 
d'ordre  supérieur  au  second.  Or  cela  est  contradictoire  avec  ïhy- 
potliése  de  deu\  courbures  de  même  signe. 

La  forme  (62)  ne  peut  pas  non  plus  se  réduire  à  un  carré  par- 
fait, car  elle  s^annulerait  de  nouveau  pour  tous  les  points  d\in 
pt^n  passant  par  AP,  et  la  même  contradiction  se  présenterait. 

La  condition  géométrique  trouvée  est  donc  équivalente  à  la 
condition  analytique  classique. 

Nous  concluons  donc  que  les  trajectoires  sont  les  courbes 
sui\^ant  lesquelles  les  ébranlements  se  propagent  le  plus  rapi- 
fie  ment  toutes  les  fois  que.  les  ondes  élémentaires  sont  des 
.sur/aces  ayant  en  tous  leurs  points  leurs  deux  courbures  de 
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même  sens,  et  tournant  toujours  leur  concaçité  vers  leurs  ori-' 
gines  respectives. 

L'application  de  ce  résultat  aux  divers  cas  envisagés  en  Optique 
serait  immédiate.  II  est  clair  que,  d'après  la  ibéorie  du  calcul  de$ 
variations,  il  n*est  vrai  qu'en  général,  c'e^N^-dire  qu'autant  que 
les  arcs  de  trajectoires  considérés  De  contiennent  pas  de  couples 
de  fojers  (points  conjugués  de  Weîerstrass). 

14.  La  propriété  àe%  trajectoires  de  correspondre  à  Tévanouis- 
sèment  de  la  variatiim  d'une  intégrale  subsiste  quel  que  soit  le 
système  différenlicl  qui  les  définisse. 

Le  système  (i  5)  (i8)  (19)  est  fourni  parla  condition 

(68)  0  y  ût  <iar  -h  ?  cÇx  -+-  7  c/5  =  o, 

lorsque  a,  ^,  y  ^ont  liés  par  la  condition  (19) 
(19)  n(x,j',5,3t,  p,Y)  =  i 

et  que  t  est  donné  par  (21) 
(21)  dt  =T  idx-^^dy -k-^dz. 

Le  système  (3)  est  donné  par  la  condition  équivalente 

.  «    V                                      ^   r  dz  "  p  dx  —  a  dy 
(09)  oj  £___i_Z=o 


avec  l'équation  qui  définit  le  temps,  c'est-à-dire 

(70)  dt=.p±±j^y^z±. 

Mais  ces  nouvelles  formes  du  ihéorcme,  qui  se  rapprochent  de 
résultats  exposés  par  MM.  Yosliiye  (•)  et  E.-Il.  Hediick  (*), 
d'après  les  idées  de  M.  Hilbert,  se  prêtent  moins  bien  à  une  inter- 
prétation géométrique  «impie. 

lo.  Nous  insisterons,  en  vue  des  applications,  sur  la  propriété 
des    trajectoires,   relative  aux   familles   d'ondes,    qui   résulte    de 

(•)  Math,  Annalen,  t.  LVII,  p.  185. 

(*)  Ann.  0/  Math,,  a'  série,  l.  IV,  p.  i4»f  «^7. 
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t^assimilalion  de  la  propagalion  dés  ondes  à  un  groupe  de  trans* 
formalions  de  contact.  El,  pour  rendre  les  énoncés  plus  concis, 
nous  introduirons  le  mode  de  langage  suivant  : 

Soient  A  un  point  quelconque,  Ë  un  élément  de  contact  de  ce 
point;  à  cet  élément  correspond  une  trajectoire  déterminée;  nous 
dirons  que  la  direction  de  la  tangente  à  la  trajectoire  est  conju- 
guée à  rélément  et  aussi  que  la  trajectoire  elle-même  est  conju- 
guée à  rélément.  Si  a,  ^,  y  sont  les  coefOcients  de  direction  de  la 
normale  à  l'élément  elx',  y\  V  ceux  de  la  trajectoire,  les  condi- 
tions qui  expriment  que  la  trajectoire  est  conjuguée  à  Félément 
sont  les  équations  (47)  que  nous  écrirons,  en  supposant  que  a,  ^, 
Y  ne  sont  ici  déterminés,  ainsi  que  x\  y  ^  z\  qu'à  un  facteur  près, 

(7.)  JL  =  _L=JL. 

dx  dp         dz' 

Nous  dirons  de  même  que  la  trajectoire  est  conjuguée  en  A 
à  toute  surface  et  à  toute  courbe  admettant  l'élément  E  pour  Pun 
de  ses  éléments  de  contact.  Dans  le  cas  d\ine  surface,  le  fait 
s'exprimera  toujours  par  les  équations  (71),  où  k,  ^,  y  seront 
coefficients  de  direction  de  la  normale  à  la  surface.  Dans  le  cas 
d'une  courbe  ayant  Ç,  T|,  Ç  pour  coefficients  de  direction  de  sa 
tangente,  on  aura  la  condition 

('^>  ^d^-^^^dP+îd?=°- 

Elle  exprime  que  la  tangente  à  la  courbe  est  parallèle  à  une  des 
droites  qui  sont  tangentes  à  l'onde  élémentaire  au  point  où  celle 
onde  est  percée  par  la  direction  de  la  trajectoire. 

On  peut  dès  lors  énoncer  les  faits  suivants  : 

Sico^  trajectoires  sont  conjuguées  à  une  surface,  elles  sont 
conjuguées  à  00*  surfaces  et  les  arcs  des  trajectoires  compris 
entre  deux  de  ces  surfaces  correspondent  à  des  temps  égaux. 

Si  00»  trajectoires  sont  conjuguées  à  une  courbe,  elles  sont 
conjuguées  à  00*  courbes  et  les  arcs  des  trajectoires  compris 
entre  deux  de  ces  courbes  correspondent  à  des  temps  égaux. 
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Ces  deux  énoncés  résultent,  en  effet,  de  la  propagation  d*une 
onde  origine,  surface  ou  courbe,  au  moyen  du  groupe  de  trans- 
formations de  contact  considéré.  Relativement  au  second  énoncé, 
on  remarquera  que  les  oo*  courbes  issues  de  la  courbe  donnée 
sont  tracées  sur  les  ondes  superficielles  issues  de  la  courbe  qui 
constitue  l'onde  origine.  On  remarquera  aussi  qu'étant  données 
GO*  trajectoires  forniaiit  un  système  continu,  il  existe  toujours  une 
famille  de  oo*  courbes  auxquelles  elles  sont  conjuguées;  car  les 
coordonnées  x^  y^  z  d'un  point  de  l'une  quelconque  de  ces  tra- 
jectoires sont  des  fonctions  de  t  et  d'un  paramètre  s 

(74)  a:=/(f,*),        7  =  ^(^*),         z^h{t,s) 

et  les  courbes  cherchées  seront  définies  par  Téquation  différen- 
tielle 

(75)  dF'^^^'^^-^â?'^^^^'' 

où  Xj  y,  5,  dxy  dy^  dz  devront  être  remplacés  par  les  fonc- 
tions (74)  et  leurs  différentielles  et  où  x\  ^',  «'  doivent  avoir  les 
valeurs 

On  peut  enfin  joindre  aux  deux  énoncés  précédents  le  suivant  : 

Ijes  00^  trajectoires  issues  d'un  point  A  sont  conjuguées  à 
oc»  surfaces  et  les  arcs  des  trajectoires  compris  entre  A  et  une 
de  ces  sur/aces  correspondent  à  des  temps  égaux, 

I^s  surfaces  en  question  soni,  en  effet,  les  surfaces  <l>j^,  dont 
nous  sommes  partis  au  n"  1. 


IV.  —  Kksimê  gknkral.  Applications. 

16.  Les  considérations  précédentes  peuvent  se  reprendre,  sans 
modifications  essentielles,  en  passant  de  l'espace  ordinaire  à  un 
espace  à  n  dimensions.  Nous  en  énoncerons  les  points  les  plus 
importants. 

xxiiT.  17 
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I.  Cet  espace  élant  considéré  comme  rempli  par  uq  milieu,  de 
nature  coDslaole,  dans  lequel  se  propagent,  suivant  une  loi  déter- 
minée, des  ébranlements  d^une  certaine  nature,  le  mode  de  propa- 
gation est  déterminé  par  le  système  des  ondes  élémentaires  qui 
ont  pour  origines  les  divers  points  du  milieu. 

Celte  propagation  peut  être  considérée  comme  un  déplacement 
des  éléments  de  contact  de  Tespace,  défini  par  un  groupe  de  trans- 
formations de  contact  à  un  paramètre.  L^onde  élémentaire  qui  a 
pour  origine  un  point  quelconque  (jTi,  â?a,  . . . ,  x^)  est  le  lieu  des 
extrémités  des  déplacements  élémentaires  {dx^^dx^^  ,..,dxti) 
dont  varie  ce  point,  considéré  comme  associé  successivement  avec 
tous  ses  éléments  de  contact,  lorsque  le  temps  varie  de  dt. 

Son  équation  générale  est  donc  de  la  forme 

(77)  Û(ari,^î,  ,.>yXn\dxxydxt,  ,..,dx„)  =  dt, 

Q  étant  homogène  de  degré  un  en  dx^^  dx^^  . . . ,  dxn> 

On  peut  également  définir  le  système  des  ondes  élémentaires 
par  leur  équation  générale  écrite  en  coordonnées  tangentielles, 
qui  sera  do  la  forme 

(78)  n(«r,,j?,,  ...,^«|;>n/>î,  '"^Pn)  =;^» 

où  n  est  homogène  de  degré  un  en  />|,  p^^  ... ,  />«•  On  suppose 
ici  que  Téquation  générale  d'un  plan  tangent,  l'origine  étant  traiis- 
portce  en  {x^^x^^ . . . ,  Xn),  est  prise  sous  la  forme 

(79)  />,X,-u;>,X,-h...+;?«XH  — I  =  0, 

On  peut  considérer,  au  lieu  des  ondes  élémentaires,  les  surfaces 
caractéristiques,  lieux  des  extrémités  des  vitesses /--—^f  '*'^~dti 
En  posant 

(80)  -^=^n        -5F=^«'        ••-        15-  =  ^- 

elles  sont  définies  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  équations 
(«I)  û(^i,ir„  ,..,Xn\x\,x'^,  ...,ar;)  =  i, 

ou 

(82)  n(.r,,r,,  ...,a?M|/?it/>i,  ...,;?«)  =  1, 
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suivant  que  Ton  se  place  au  point  de  vue  ponctuel,  ou  au  point  de 
vue  tangentiel.  L'équation  (8a)  est  identiquement  vérifiée  par  les 
formules. 

àQ  âù  ôQ  ' 

et  Téquation  (81)  est  identiquement  vérifiée  parles  formules 

et  Von  doit  associer  à  ces  formules  la  condition 
(85)  />iiFi-+-/>îiPi-4-...  +  />itar'„=i. 

11.  Un  élément  de  contact  quelconque  aura  pour  coordonnées 
(a?«,a:2,  ...,^«l/>n>^2»  "*iPn)y  c'est-à-dire  que  (x,,a:2,  ..m^a) 
seront  les  coordonnées  de  son  point  ;  et  {p^^  P2}  •  •  •  9  j^n)  1^^  coef- 
ficMUa  de  direction  de  sa  normale.  Et  le  groupe  de  transformations 
de  contMl  considéré  sera  défini  par  les  équations  canoniques  (*) 

W  St-^'  di=-d^,         («  =  .,.,. ..,n). 

Pour  qu'elles  définissent  exactement  la  propagation  considérée, 
c'est-à-dire  pour  que  le  paramètre  t  y  représente  bien  le  temps, 
et  non  le  temps  multiplié  par  une  constante,  on  doit  y  joindre 
l'équation  (82),  ou  la  condition  (85),  qui  peut  s'écrire 

(87)  dt=^pi€Ltt-hptdXt-h.,.'\-pmdXn. 

II).  Le  même  mode  de  propagation  peut  se  définir  en  cherchant 
directement  les  00'  surfaces  qui  proviennent  d'une  onde  origine 
quelconque.  Une  telle  famille  d'ondes  étant  représentée  par  une 
équation  de  la  forme 

(88)  ^=/(ar|,ar„  ...,a7„), 

le  problème  revient  à  chercher  t  en  fonction  de  x^j  . ..,  x„,  La 


(')  Cette  forme  des  équations  d'une  transformation  de  contact  infinitésimale 
a  été  donnée  par  Lie.  Voir,  par  exemple,  Théorie  der  Transformations-Gruppen, 
t.  II,  p.  a63. 
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formule  (8^)  élant  alors  supposée  représenter  la  difTéientielle 
totale  de  t^  la  solution  du  problème  consiste  à  intégrer  Téqua- 
lion  (82),  consid»Tée  comme  une  équation  aux  dérivées  partielles. 
El,  si  Ton  a  une  intégrale  de  cette  équation,  renfermant  (n  —  i) 
constantes  arbitraires  essentielles,  et  dont  aucune  ne  soit  additive 

(89)  .  /  =/(^i,^i,  ...,.r„|ai,a,,  ...,rt„.-i), 
rinlrgralion  du  système  (86),  (87)  est  donnée  par  les*  formules  (') 

(90)  .         ^-^i     ^^n 

(  (1  =  I,  ï,    ...,«),  (a-  r^l,  -1.    ...,  n  —  l). 

IV.  Si,  dans  le  mouvement  des  éléments  de  contact,  on  con- 
sidère seulement  le  mouvement  des  points  de  ces  éléments,  on 
obtient  ce  que  Ton  peut  appeler  les  trajectoires  de  la  propagation. 
Elles  sont  définies  directement  par  le  système  différentiel 

et  la  manière  dont  elles  sont  décrites  est  donnée  par  Péquation 

(92)  «f/  =  Û(X|,a:,,  ...,  J-„  \dxx,dTi,  ..,,dxn)' 

Cria  équivaut  à  dire  qu'elles  annulent  la  variation  de  l'intégrale 

(9^)  (i  =  I  Q(xi,  Ti.  ..,,rn  \dxi.dxi dx„). 

I^  vîileur  de  cette  intégrale  prise  le  long  d'un  arc  de  courbe 
quelconque  donne  le  temps  que  met  un  ébranlement  à  se  propager 
le  long  de  cet  arc. 

Enfin,  si  Ton  convient  de  dire  qu'une  trajectoire  est  conjuguée 
à  une  multiplicité,  si  elle  correspond  au  mouvement  d'un  élément 
de  contact  de  cette  multiplicité,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Si  x>P  trajectoires  sont  conjuguées  à  une  multiplicité 
à  p  dimensions,  elles  sont  conjuguées  à  00*   multiplicités  de 


(')  C'est,  sous  Tuoe  de  ses  formes,  le  théorème  de  Jacobi.  Si  Too  veut  faire 
abstraction  de  la  condition  (87),  il  suffît  de.muliipiier  /  par  une. nouvelle  cons- 
tante arbitraire,  dans  Icb  formules  (90);  cela  ri'sulte  de  ce  qui  précède.  .. 
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même  nature,  et  les  arcs  de  ces  trajectoires  compris  entre 
deux  de  ces  multiplicités  correspondent  tous  au  même  inter- 
Italie  de  temps. 

17.  Les  applications  sont  nombreuses.  Considérons  d*abord  la 
propagation  de  la  lumière  dans  un  milieu  isotrope,  mais  non 
homogène;  les  ondes  élémentaires  sont  des  sphères,  c'est-à-dire 
que 

Û  =  ii>(ûr, y,  z)  ^x'^ -^ y* -¥■  z'*. 

Les  trajectoires  sont  les  rayons  lumineux;  et  les  conditions  (71) 
ou  (72)  deviennent  des  conditions  d'orthogonalité. 

D'où  le  théorème  que  des  raj^ons  lumineux  issus  d'un  point,  ou 
normaux  à  une  surface,  sont  normaux  à  une  infinité  de  surfaces. 
Les  familles  d'ondes  sont  les  familles  de  surfaces  orthogonales 
à  une  même  congruence  de  rayons.  Ces  rayons  sont  curvilignes, 
en  général. 

Si  le  milieu  est  homogène^  mais  non  pas  nécessairement  iso- 
trope, û  est  fonction  de  x\y ^  z'  seulement;  on  conclut  alors  des 
équations  (58)  et  (Sg)  que  4:',  y  y  z'  sont  constants.  Les  rayorts 
lumineux  sont  rectilignes,  et  la  vitesse  de  propagation  est  cons- 
tante sur  chaque  rayon.  A  chaque  direction  de  rayon  est  associée 
une  direction  de  plan;  c*est  le  plan  tangent  à  la  surface  d^onde  au 
point  où  elle  est  percée  par  la  direction  du  ravon  (*). 

18.  Tout  problème  où  intervient  une  intégrale  de  la  forme  (gS), 
dont  la  variation  doit  être  nulle,  constitue  une  application  de  ce 
qui  précède;  et  la  notion  de  transformation  dé  contact  y  inter- 
viendra utilement.  Tel  le  problème  des  brachistochrones ;  le  pro- 
blème général  de  Véquilibre  des  fils;  \e,  problème  des  lignes  gén^ 
désiques.  Tel  enfin  le  problème  général  de,  la  Dynamique.  I,,e 
théorème  général  sur  les  multiplicités  et  les  trajectoires  conjuguées 
donnelir  clef  des  théorèmes  de  Thomson  et  de  Tait,  et  de  leurs 
généralisations. 

Sans  insister  sur  les  détails,  examinons  le  cas  des  équations  de 


(M  Compares  :  Lkvirtal,  Becherches  d'Optique  géométrique  {Annales  de 
i'École  Aormale,  •}*  série,  t.  IV,  p.  igî). 
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la  Djnamîqiie.  Parlons  des  ëqualîoos  de  Lagrange,  ou  nous  suppo- 
serons que,  ni  la  force  vive  iàT{Xi, ...  ,x„\x\^  ..,fX^^)  du  sys- 
tème, ni  la  fonction  des  forces  U(^i,  ^3, . . . ,  Xn)  ne  dépendent  du 
temps.  Ces  équations  sont 

d  dT       dT       dV         ^. 
(9^)  5idïî-5ï;  =  ^,        /*  =  !,., ...,n); 

et,  en  supposant  que  Ton  a  donné  à  la  constante  des  forces  vives 
une  valeur  particulière,  on  peut  écrire  l'équation  des  forces  vives, 
qu'il  faut  joindre  à  (94)? 

(95)  T=U. 

Au  mojen  de  cette  équation,  nous  allons  éliminer  le  temps  des 
équations  (94)-  Posons 

et  nous  écrirons  (95)  sous  la  forme 

T  =  U  dt\ 


c'est-à-dire 

(96)  ^^-\/t\  =S(x, ,Xn\dxi,  ...,dx„). 

Donc 


=v/l 


"  S«'         âx'i  ~  S  ddxi'         dxi  ""  S»  dxi' 
Par  suile 

£r  ^  j_  (^(us«)  ^       as   _  d(US) 

(tx'i  ~  S    d  dxi    ""        à  dxi  ~"      d  dxt 

dxi        S*      àxi     * 
et  les  équations  (94)  deviennent 

b        (^Xi  s      dxi       dxi       àxi  '        '     " 

ou  enfin,  en  posant, 

(97)  û  =  '2US  =  2V^îjt, 

"  -r  j — r  —  -: —  =0         (  t  =  1 ,  2,  ,  ; . ,  /i  ). 
d{dxi)        ôxi  '  *     ' 
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El  comme  û  est  homogène  de  degré  un  par  rapport  aux  diiïeren- 
lieliesy  c'est  un  système  de  la  forme  (gi),  où  û  a  seulement  la 
forme  particulière 


(98)  U  =  2/U(a:t,  ...,a:„}T(a?t,  . . .,  a?»  |  fltîFt, . ..,  fltr„), 

caractérisée  par  ce  fait  que  T  est  une  forme  quadratique  définie 
positive  des  différentielles. 

Cette  fonction  û  est  V action  élémentaire  du  sjstème;  et  nous 
arrivons  ainsi,  par  un  calcul  classique,  dM  principe  de  la  moindre 
action.  Mais  Û  a  pour  nous  une  autre  signification  :  l'équation 
U  =  ^/t  définissant  le  système  des  ondes  élémentaires  d'un  mode 
de  propagation  d'ondes,  dans  lequel  les  trajectoires  sont  les  mêmes 
que  celles  du  mouvement  dynamique  considéré.  Seulement  ce  qui 
correspond  au  temps  t  du  mouvement  ondulatoire,  c'est  Vaction 
du  mouvement  dynamique. 

En  d'autres  termes,  les  trajectoires  de  tout  problème  de  dyna- 
mique sont  identiques  à  celles  d'un  groupe  de  transformations  de 
contact  à  un  paramètre;  mais  le  paramètre  canonique  de  ce  groupe 
est,  non  pas  le  temps  tj  mais  l'action 


(99)  ^  =  ^f\/m 


du  problème  de  dynamique. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu*en  gardant  cette  action  pour 
variable  indépendante,  on  pourra  ramener  l'intégration  du  pro- 
blème à  celle  d'un  système  canonique  (86),  ou  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  (82).  Il  faudra  ensuite  déterminer  le  temps  par 
la  quadrature 

qui  provient  des  deux  formules 

Comparons  le  calcul  avec  celui  d'Hamilton.  Nous  aurons,  pour 
arriver  à  l'équation  (82),  à  éliminer  j?J,  ...,  x'„  des  équations 
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homogènes  de  degré  zéro  (83),  c'est-à-dire 


('01) 


1J    dTT 


Dans  le  calcul  d'Hamilton,  pour  arriver  à  l*équalion  aux  déri- 
vées partielles  de  Jacobi, 

il  faut  éliminer  x\^  .  ,»j  x'„  entre  les  équations 

(io3)  pi=:—,         T— U  =  o        (t  =  i,2,  ...,  n). 

Or,  on  déduit  de  ces  équations  les  équations  homogènes  (loi). 
Uéquation  (82) 

(io4)  n(ar,,  ..M^iil/?!,  •••,/>n)  — 1  =  0 

est  donc  équivalente  à  Téquation  (102)  de  Jacobi-Hamilton  (*).  Et, 
si  Ton  écrit  (102)  sous  la  forme 


^  / H-hU 


le  radical  qui  y  figure  étant  homogène  de  degré  un,  on  a  identi- 
quement 

(io5)  n^^ïï^i. 

Quant  à  notre  système  canonique 
^     ^^  dxi       dn  dp,  dïl         ,  . 

pour  en  déduire  le  système  de  Harailton,  il  faut  faire  intervenir, 
non  seulement  la  formule  (100),  mais  encore  l'équation  des  forces 
vives  H  =  o.  Le  calcul  résulte  immédiatement  de  la  formule  (iu5). 
Remarquons  enfin  que  cette  formule  (io5),  qui  donne  la  fonc- 
tion caractéristique  de  la  transformation  de  contact  infinitésimale, 


(  '  )  Cesl  le  fait  constaté  par  Lie,  dans  le  cas  particulier  du  mouvement  d'un 
point  matériel  {Leipziger  Berichte,  t.  XLI,  p.  i4.5). 
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peut  s^écrire 

(.07)  n  =  V/u' 

en  désignant  par  6  la  forme  adjointe  de  T,  ou  plus  eiiactement  ce 
que  devient  T  par  le  changement  de  variables 

(108)  ^'~5ïr         (*  =  i,a,  ...,n). 


REMARQUES  SUR  QUELQUES  SÉRIES  DE  POLYNOMES; 
Par  M.  Helge  von  Koch. 

Désignant  par  x  un  point  du  plan  de  la  variable  complexe,  on 
sait  que  Téquation 

(I)  |x«-i|  =  i 

représente  une  lemniscate  de  Bernoulli,  ayant  pour  pôles  les  points 
J7  =  —  I  et  a:  =  -I-  I  et  pour  point  double  le  point  j;  =  o  ;  ce  der- 
nier point  divise  la  lemniscate  en  deux  parties  que  nous  désigne- 
rons par  A  et  B  et  qui  entourent  respectivement  les  points  j;  =-f*  i 
et  j:  = —  I. 

.  Soit  /(^)  une  fonction  analytique  régulière  à   Tlntérieur  du 
contour  A;  par  la  substitution 

a 

/(x)  deviendra  une  fonction  de  z  régulière  dans  un  certain  voi- 
sinage de  z  :=  o.  Soit 

le  développement  taylorien  de  cette  fonction.  Quant  x  décrit  le 
contour  A,  z  décrit  le  cercle 

1^1  =  »» 

ce  qui,  diaprés  des  principes  bien  connus,  signifie  que  la  foQCr 
tion  est  régulière  dans  ce  cercle  ou,  en  d'autres  termes,  que  la 
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série  (2)  converge  pour  |  -z  |  <  i .  Il  en  résulte  que  la  série 

(3)  Co-hC|(i  — a?») -h  c,(i  —  ar»  )«+... 

converge  et  représente /(a?)  à  l^intérieur  de  A. 
Or  ia  condition 

étant  remplie  aussi  par  les  points  intérieurs  à  B,  on  voit  que  la 
convergence  de  la  série  (3)  s'étend  a  cette  autre  partie  de  la  lem- 
niscate  considérée. 

Comme  la  série  (3)  ne  change  pas  de  valeur  si  l'on  change  x  en 
—  x^  il  est  clair  que  cette  série  ne  peut  pas,  en  général,  repré- 
senter f{x)  à  rinlérieur  de  B;  pour  cela  il  faudrait  d'abord  que 
f{x)  pût  se  prolonger  analjrtiquement,  et  puis  que  la  condition 
f{x)  =/(—  x)  fût  vérifiée. 

Ces  remarques  donnent  donc  un  moyen  très  simple  pour  former 
une  série  de  polynômes  représentant  différentes  fonctions  dans 
différentes  portions  du  plan. 

Prenant  d'abord 

on  voit  que  la  série 

(»"  -4-) 


(4) 


converge  à  l'inlérieur  de  la  leinniscate  (i),  mais  a  pour  valeur —  i 
rintérieur  de  A, à  l'inlérieur  de  B  (•). 

(]omme  autre  exemple,  considérons  Ja  fonction  logx;  pre- 
nons-en  la  branche  qui  s'annule  pour  :r  =  1  et  rendons-la  uni- 
forme par  une  coupure  partant  de  Torigine  et  suivant  la  partie 
négative  de  Taxe  imaginaire.  Par  loga:  nous  désignons  donc,  quel 


(  '  )  Je  dois  à  M.  Borel  la  remarque  que,  dans  le  Calcul  différentiel  de  J.  Ber- 
trand, se  trouve,  à  titre  d'exercice  sur  les  séries,  un  développement  analogue  A  (4), 
qui  pourrait  être  employé  pour  le  même  objet;  ce  développement  a  ailleurs  servi 
à  U.  Lebesgue  dans  l'étude  d'une  tout  autre  question  (  Voir  Borel,  Leçons  sur 
le^  variables  réelles,  p.  60).  .        » 
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que  soil  j?,  la  ronclîon  uniforme  ainsi  définie.  Comme  on  a 

logar  =  log/i  — «  = («H *"  T*^  •••)' 

on  trouve  que  la  série 

(5)  ,-.,.H<-^')V('-f>V... 

converge  dans  les  deux  parties  de  la  lemniscale,  mais  représente 

—  i\o^x  à  rintérîeur  de  A, 

—  9,  logor-i-  21tt  »  B. 

Comme  on  sait,  Weierstrass  (*)  a  le  premier  signalé  le  fait  im- 
portant qu'une  série  peut  représenter  diflTérentes  fonctions  dans 
différentes  portions  du  plan;  d'autres  géomètres  ont  ensuite  donné 
des  exemples  variés  du  même  fait  (^).  Il  nous  semble  que  la 
série  (5)  en  offre  l'exemple  le  plus  intuitif. 

J'avais  été  conduit  aux  remarques  qui  précodent  par  Tétude  des 
séries  de  la  forme 

2Pv(:r)[^(^)]v, 

V 

ç(jp)  élanl  un  polvnome  de  degré  donné  n  et  Pydes  polynômes  en 
X  de  degré  au  plus  égal  k  n  —  i.  Ces  séries,  qui  convergent  dans 
des  domaines  limités  par  des  sortes  de  lemniscates  généralisées, 
sont  intéressantes  à  plus  d'un  point  de  vue  et  notamment  pour  la 
question  du  proloiigemenl  analytique  et  pour  celle  de  l'interpo- 
lation (•).  J'avais  déjà  commencé  la  rédaction  de  mon  travail  sur 
ce  sujet,  lorsque  j'ai  reçu  un  Mémoire  de  M.  Alfred  Kienast  (*), 
où  se  trouvent  la  plupart  des  résultats  que  j'avais  obtenus  et  que 

(»)  MonaUberichi  der  Ak.  der  Wist.  zu  Berlin^  iHHo.  Dans  le  même  Recueil 
pour  i88i,  Weierstrass  a  publié  un  exemple  remarquable  dû  à  M.  J.  TanverT. 
Voir  aussi  Abhandlungen  zur  Functionenlehre,  p.  69,  ou  Œuvres  de  Weier- 
strass. 

(»)  Voir  notamment  E.  Borel,  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions,  p,  67. 
Paris,  1898. 

(*)  Dans  une  Conférence  faite  à  Djiirsholm  le  2  mars  1906,  j*ai  rendu  compte 
de  mes  recherches  sur  ce  sujet. 

(')  (fber  die  DarsteltUng  der  analytisàhen  Functionen  durch  Beihen,  die 
nach  Polehzen  eines  Polynômes  fortschreiten  und  Polynôme  eines  niederen 
Grades  zu  Koejjfizienten  haben  (  Inaugural-nissertalion,  Zurich,  1906). 
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j'avais  rinlentîon  de  publier.  Dès  Jors  il  m*a  paru  superflu  de 
poursuivre  mon  travail  et  je  me  suis  borné,  dans  ce  qui  précède, 
à  quelques  exemples  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  le  Mémoire  de 
M.  Kienast  et  qui,  à  cause  de  leur  simplicité,  me  paraissent  dig[nes 
d^étre  signalés. 

Pour  terminer  je  formerai,  par  un  passage  à  la  limite,  une  série 
de  poljnomes  offrant  une  singularité  de  convergence  bien  plus 
profonde  que  les  précédentes.  Posons 


-■<'>=-;  2 


(l— ar'«)v 


n  désignant  un  entier  positif  quelconque  ^2,  et  remarquons  que 
le  domaine  de  convergence  de  cette  série  : 

1 1  —  a?'»  I  <  1 

est  limité  par  la  courbe  dont  Téquation,  en  coordonnées  polaire^^, 

est  la  suivante  : 

r'»  =  2  cos/tcp; 

cette  courbe  est  composée  de  n  branches,  que  nous  pouvons  dési- 
gner par  Aq,  a,,  ...,  A/|_|,  qui  se  rencontrent  à  Torigine  et  qui 
entourent  respectivement  les  points 

/  î^\ 

ainsi  que  les  segments  rectilignes  joignant  ces  points  à  Torigine. 
Pour  une  valeur  réelle  de  x  comprise  entre  o  et  i  (o  exclus, 
1  inclus),  on  a  visiblement 

P«(ar)  =  Iog.r. 
Pour 

X  =  re'9        (o  <  /'=  1), 

l'argument  <p  étant  un  multiple  quelconque  de  • — >  on  a  x"  =  r", 
d'où 

ce  que  nous  écrirons 

p„(x)=z\og\x\: 

Ces  conclusions  ayant  lieu  quel  que  soit  /?,  on  est  amené,  ça 
prenant  n  successivement  égal  à 

11*    11»     il'"» 
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à  la  formule  suivante  : 

(6)  log|a:|  =  liinPj„(a?.), 

qu!  a  lieu  pour  tout  point  x  rennplissant  les  deux  conditions 

o<|j:|^i, 
nombre  rationnel. 


(ô  )  l  argj?  _ 


\     air 
Posons  maintenant 


(7)  \        ,     ^  1/  (i  — ar'»)«  (i_j-/i)v»N 


-i-  . .  .  -H  • 


et  remarquons  qu'on  peut  choisir  v^i  tel  que  Ton  ait 
\\ïïïp\n{^)  =  lim  P|n(a?) 

pour  tout  point  x  remplissant  les  conditions  (6').  En  eflTel,  soit 
X  =  re'^  un  tel  point  et  choisissons  n  de  la  forme  ;v  et  suflisam- 
ment  grand  pour  que  Ton  ait 

x^ss/"*        et         |x|>  — ; 
n 

on  a  alors,  en  posant  pour  abréger  V/,  r=:  m, 

= ! h  . .  .  U 

n  [^       m  -r-  i  m  -h  a  J 

n(m  -h  i)  ar" 

par  où  Ton  voit  qn^il  suffît  de  prendre 

^^=  m  =  n" 
pour  avoir 

|P«(a;)-/>n(^)|<^- 
Prenant  cette  valeur  de  Vy^  dans  la  définition  (j)  du  polynôme 
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Ph{x)j  on  peut  donc  remplacer  la  formule  (6)  par  la  suivante  : 

log|x|  =  liin/>|„(j:), 

<*<lip|  =  i»        — - —  =  nombre' ratioanel. 

L'expression  précédent*  poiurrait  être  remplacée  par  la  série  de 
polynômes 

On  a  donc  l'exemple  d'une  série  de  polynômes  offnnt  tes  singu- 
larités suivantes  : 

La  série  converge  sur  tout  rayon  de  longueur  un  issu  de  l'ori- 
gine (o  exclus)  et  formant  avec  l'axe  réel  un  angle  qui  est  en  rap- 
port rationnel  avec  air.  Pour  un  point  x  d'un  tel  rayon,  la  série 
a  la  valeur  réelle  logjj:|;  cette  série  représente  donc  successive- 
ment, dans  un  voisinage  arbitrairement  petit  d'un  point  quelconque 
intérieur  au  cercle 

une  infinité  de  fonctions  analytiques  distinctes,  savoir  des  fonc- 
tions de  la  forme 

logar-h«p*, 

O  étant  en  rapport  rationnel  à  2?:. 

FIN  DU   TOMK  XXXIV. 


ERRATA. 


Page  8,  ligne  i3,  au  lieu  de  «  figure  4?  »  lire  «  figure  3  ». 
Page  13,  ligue  i5,  au  lieu  de  «  figure  3  »,  lire  «  figure  a  ». 
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EXTRAIT  DES  STATUTS  ET  DU  RÈGLEMENT. 


La  Société  malhémalique  de  France  a  pour  oi^jt>l  ravaiiceiiieni  et  la  propa- 
gation des  études  de  Mathématiques  pores  et  appliquées.  Elle  y  concourt  par 
seis  travaux  et  ses  publications.  Elle  a  son  siège  à  Paris. 

La  Société  se  compose  de  sociétaires  perpétuels,  de  membres  résidants  et 
de  membres  non  résidants,  en  nombre  illimité. 

Sont  considérés  comme  résidants  les  membres  qui  ont  à  Paris  leur'domi- 
cile  ou  leurs  occupations  profesaionnelles. 

Les  Étrangers  peuvent  faire  partie  de  la  Société. 

Les  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  de  la  Société,  sonllessuivanleh  : 
1**  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  membres  et  agréé  par  le  Conseil  d'admi- 
nistration ou  parle  fiureau  agissant  en  vertu  d'un  mandat  du  Conseil;  7*"  avoir 
obtenu,  à  Tune  des  séances  qui  ont  suivi  la  présentation,  les  suffrages  de  la 
majorité  des  membres  présents;  3^  avoir  versé  un  droit  d'admission  de  dix 
francs;  4*  payer  une  cotisation  annuelle  dont  le  montant  est  de  vingt  frams 
pou  ries  membres  résidants,  et  de  ^uî^ze/>v{/<c^  pour  les  membres  non  résidants. 

La  cotisation  annuelle  peut  toujours  èt/e  rachetée  par  une  somme  de  trois 
cents  francs,  versée  dans  les  conditions  fixées  par  le  règlement  administratif 
de  la  Société. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel. 

La  cotisation  annuelle  et>t  payée  au  commencement  de  chaque  exercice  dont 
rorijçine  est  fixée  au  i"^  novembre  de  chaque  année. 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de  l'exer- 
cice en  cours,  quelle  que  soit  l'époque  de  leur  admission. 

La  Société  tient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances,  en  août,  septembre  et  octobre. 

Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangère^  à  la  Société  doivent 
être  présentées  par  Tun  de  ses  membres. 

La  Société  publie  par  livraisons  un  Recueil  annuel  qui  a  pour  titre  :  Bulletin 
de  la  Société  mathématique  de  France,  et  qui  contient,  avec  un  extrait  des 
procès-verbaux  des  séances,  des  Notes  et  Mémoires  sur  les  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  des  membres  de  la  Société,  et  pré- 
sentant quelque  originalité  au  point  de  vue  de  la  méthode  on  des  résultats. 

Les  livraisons  du  Bulletin  sont  adressées  à  tous  les  membres  de  la  Société, 
au  fur  et  à  mesure  de  leur  publipation.  Toutefois,  dans  le  cas  où  un  sociétaire 
se  met  en  retard  dans  le  payement  de  sa  cotisation,  Tenvoi  du  Bulletin  est 
suspendu  pour  lui,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  acquitté  l'arriéré. 


LIBRAIRIE     GAUTHIER-VILLARS, 

OtfAI    DKS   GRANDS-AlKîUSTINS,  55,  A    PARIS  (6^)» 
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OCAGNE  (Maurice  d'),  Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  Professeur  à 
l'École  des  Ponls  et  Chaussées,  Répétiteur  à  TËcoIe  Polytechnique.  — 
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PICARD  «  E.),  Membre  de  l'Institut,  Professeur  à  TUniversité  de  Paris,  et 
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briques. Traduit  par  H.  Laurent,  Examinateur  d'admissioD  à  l'Ecole 
Polytechnique  de  Pari.s.  ln-8  ;  1897 lo.fr. 
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ETAT 

DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 

AU  COMMENCEMENT  DE  I/ANNÉE  1907    (*). 


MM.  APPELL. 
DARBOUX. 
GUYOU. 

UATON  DE  LA  GOIJPILLIÈRE. 
HUMBERT. 
Membres  hoiioraireB  du  Bureau. ...    {  JORDAN. 

MITTAG-LEFFLKR. 

PICARD. 

POINCARÊ. 

VOLTERRA. 

ZEUTHEN. 


Présideut M W.  BLUTEL. 

i      BIOCHE. 

f       PERRIN^R 


PERRIN  (R.). 
c      ^.  .  ^       RAFFY. 

^^'^^^'^^ (      SERVANT. 

.»      o      .    .  i      ESTANAVE. 

Vice-Secrélaires [       FATOU 

ArchivUte FOUCHÉ. 

Triworier CLAUDK-LAFONTAINK. 

BOREL,  1909. 

BOURLET,  1908. 

CARVALLO,  1908. 

FONTENÉ,  1908. 

GRÉVY,  1910. 
^      .          .     «         .,,,,  HADAMARD,  1910- 

Membre,  du  Con»eil(  ') ^       KOENIGS,  1910. 

1      LAISANT,  1909. 
I      LECORNU,  1910. 
f      MAILLET,  1908. 
'       MAROTTE,  1909. 
D'OGAGNE,  1909. 

{*)  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  iiiBlammeiit  prié»  d'adresser  au  Secrétariat 
les  rectiflcatlons  qu'il  y  aurait  lieu  de  faire  à  cette  liste. 

(')  La  date  qui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année  au  com- 
mencement de  laquelle  eipire  le  mandat  de  ce  membre. 
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de 

l'admUsIon. 

1872.     ACIIAII0,  ancien  directeur  de  la   Compagnie  d'aaaurAiicet  sur  la  vie  la  Foncier e^ 

rue  de  la  Terranse,  6  bh,  à  Paris  (17*). 
1900.    AGKBRMANiV-TBUI^ER,  éditeur,  à  Leipzig  (  Allemagne).  S.  P.  ('  ). 
1900.     AMÉIAR  (Ticomte  Robert  o'),  professeur  suppléant  à  la  Paculié  libre  det  Sciences, 

place  de  Genevières,  i4f  à  Lille  (Nord). 
1896.     AIIBOYBR,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Val-de-Gràee,  i,  k  Paris  (  5*). 
189i.     ANRRAiE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Mouillière,  i,  à  Besançon. 

1872.  ANiRK( Désiré),  docteur  es  sciences,  rue  Bonaparte,  70  àis,  à  Paris  (6*). 

1879.     APPELL,  membre  de  l'Institut,  doyen  delà  Faculté  des  Sciences  et  professeur  à  l'École 

Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  Bonaparte,  17,  à  Paris  (6*). 
1900.     ADRIG,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Pierre-Corneille,  38,  à  Lyon. 
1882.     AUTOMNE,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  à  Chàteavroiu  (Indre). 
1900.     R4IRB,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon. 

1896.  BAKER,  professeur  à  l'Université  de  Toronto  (Canada). 

1894 .  BALITRANR,  ingénieur,  à  Métlaoui  (  Tunisie ). 

1905.  BARRÉ,  capitaine  du  génie,  à  Verdun  (Meuse). 

1906.  BARTHBLS,  professeur  de  mathématiques,  Weissenburgerstrasse,  5a,  à  Aschaffenhurg 

(Bavière). 

1889.  BB6RIN,  ancien  élève  de  i*École  Polytechnique,  avenue  Duquesne,  11,  à  Paris  (7*). 
1875.     BBRDBLLB, ancien  garde  général  des  forêts,  à  Bios  (Haute-Saône).  8.  P. 

1904.  RERNSTBIN,  docteur  es  sciences,  rue  Pouchkinskala,  10,  à  Saint>Pétersbourg  (Bussie). 
1891.     RERTRAMD  RE  rONTYlOLANT,    professeur  à  l'École  Centrale  des  ArU  et  Manufactures, 

rue  d'Erlanger,  ag,  à  Paris  (16*).  S.  P. 
1888.     RIOGiB,  professeur  au   lycée  Louis-le-Graiid,   rue    Notre-Dame-des-Champa,  56,  à 
Paris  (6«).  S.  P. 

1900.  RLDMEIITIIAL  (Otto),  professeur  à  l'École  technique  supérieure,  BûUcherstrasse,  37,  à 

Aix-la-Chapelle  (Allemagne). 

1891.  RLOTBL,  profenseur  au  lycée  Saint-Louis,  chargé  de  conférences   à  la  Faculté  des 

Sciences,  rue  Denfert-Rochereau,  110,  à  Paris  (i4*)- 

1902.  BORBRIL  (vicomte  Koger  du),  rue  d'Orléans,  3o,  à  Rennes.  S.  P. 

1892.  BONAPARTE  (prince  Roland),  avenue  d'Iéna,  10,  à  Parifc  (i6«). 

1895.  BOREL,  professeur-adjoint  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  Arago,  a,  k  Paris.  8.  P. 
189C.  ROlliA.NfiER,  professeur -adjoint  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Caumartln,  78,  à  Lille. 
189G.     BOURfiEf  (Henry),  profi>Hseur  adjoint  ii  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Jacques, 

ao,  à  l'oulouse. 

1890.  BOlBiiËT.  profenseurau  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  à  l'École  des  Beaux-Arts, 

avenue  du  l'Observatoire,  aa,  à  Paris  (i4*)-  S.  P. 

1903.  BOUri^i,  rue  La  Vieuville,  a6,  à  Paris  (18*). 

1901.  BdUTROUX   (P.),   maître  de  conférences  à  la   Faculté  des    Sciences,  chemin   de    la 

Gaillarde,  a  Montpellier. 

1900.  BRI^rnil^fi,  provisiMir  du  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  44»  ^  Pu*is  (6«). 

1897.  BRIGIRR,  iii|rtMii(Mir  des  manulatiiures  de  l'État,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique» 

boulevard  Kaspail,  -jijbf  à  Paris  (i4*)« 

1873.  BROCARD,  li'UttMiiint-coloncl  dn   génie  territorial,  rue  des  «Ducs  de  Bar,  75,   à  Bar- 

le-Duc    S.  P. 

1901.  BliHL  (Adolphe),  maître  de  conférencer   à  la  Faculté  des  Sciences,   rue  de  Ville* 

franche,  6,  a  Montpellier. 

1893.  BUUKUARUT,  protenheur  k  l'UniverHité,  Kreuzplatx,  i,  à  Zfirich  (Suisse). 


(')  Les  initiales  S.  P.  indiquent  les  Sociétaires  perpétuels. 
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1894.  CAHN,  profetseur  au  collège  Rollfn,  rue  Cortambert,  {6,  à  Paris  (i6*). 

1893.  CALDARBRA,  profeiteuràrUniveralté,  palaszo  Giampaolo,  via  délia  Lilierta,  l  Palerma. 
1888.    CANRT  (GiiataTe),  ingénieur  civil,  directeur  de  rartilhrie  de  MM.  Schneider  et  C*% 

avenue  Henri-Martini  87,  à  Paria  (16*).  S.  P. 
1885.     CARMp  professeur  de  jéométrie  descriptive,  rue  Glaude-Rernard,  71,  h  Paris  (5*). 
1892.     GARMNKT,  docteur  es  sciences  mathémaliques,  rue  Denoours,  63  bis,  à  Paris  (17*). 
1896.     GARTAR,  cliargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Taubourg  Saint-Jean,  76, 

à  Nancy. 
1887.     GARVALLO,  docteur  es  sciences,  examinateur  des  élèves  à   l'École  Polyteeliuique, 

rue  Clovls,  1,  à  Paris  (5*).  8.  P. 
1890.     GliKRGRKGTl  (baronne  Nanny),  Unionsgatan,  4>  ^  Helsinglors  (Finlande). 
1892.     GBLLÉRIRR  (GusUve),  cours  de  Rive,  12,  à  Genève  (Suisse). 

1887.  CERRDTI,  proresseur  à  l'Université,  piazxa  S.  Pietro  in  vincoli,  3,  à  Rome   (Italie). 

1888.  GIIAILAN  (Edouard),  rue  Rerthollet,  16,  à  Paris  (5*). 

1896.     CIARVE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  cours  Pierre-Puget,  60,  à  Marseille. 

1884.  CHRYSTAL,  prol'essenr  à  l'Université,  à  Edimbourg  (Ecosse). 

1901.     GLAIRIN,  docteur  es  sciences,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue 

Jacquemars-Giélée,  67  bis,  à  Lille. 
1875.    GLADil-LArORTAMR,  banquier,  rue  de  Trévisa,  Sa,  k  Paris  (9* ).  S.  P. 
1890.     GOLOT,  villa  Sully,  à  Arcachon  (Gironde). 

1898.  GOHRRIIAG,  capitaine  du  génie,  docteur  es  sciences,  rue  Coulon,  9,  à  Bourges. 
1900.     GOITB  (Firmin),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  à  Commercy  (Meuse). 

1896.     GOSSBRAT  ( E.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  Melx,  i,  à  Toulouse. 

1896.  GOSSBRAT  (F.),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  d'Alsace,  33,  k  Pari»  (10*). 

1900.  GOTTM  (Emile),  professeur  à  l'Université  de  Grenoble.  S.  P. 

1904.  GORTISS,  Sherman  avenue,  1939,  à  Evanston  (Illinois,  ÉtaU-Unis). 

1872.     iARROOX,  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  doyen  honoraire  de  la 
Faculté  des  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  36,  à  Paris  (5*). 

1885.  RAUTHBVILIB,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  cours  Gambetta,  37,  à  Montpellier. 

1901.  ilLASSUS,   professeur  a  la   Faculté  des   Scienceit,  chemin  de  Chastre-Monjoux,  h 

Besançon. 

1905.  iR5(J0Y,  agrégé  de  mathématiques,  rond-point  Bugeaud,  5,  à  Paris  (16*). 

1895.  DBLAUNAY  (N.),  professeur  à  l'Institut  Empereur  Alelandre  II,  k  Kieff  (Russie). 

1899.  IBLBHBR,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  place  Simon-Vollant,  10,  à  Lille. 

1885.  iSMARTRES,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  avenue  Saint-Maur,  à  la  Madeleine- 

lès-Lille  (Nord). 
1892.     RKHOULIN  (  Alph.),  professeur  à  l'Université,  rue  Joseph-Plateau  10, à  Gand  (Belgique). 
1883.     IRROYTS,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Augustins,  3.S,  à  Liège  (Belgique). 

1894.  BBSAINT,  docteur  es  sciences,   boulevard  Gouvion-Saint-Cyr,  47*  à  Paris  (17*). 

1900.  ilCRSTEIN,  Marsxatkowska,  117,  à  Varsovie. 

1902.  RIBCUKZ  (D.-F.),  professeur  de  mathématiques  à  l'École   provinciale  des  Arts  et 

Industries,  calle  del  Orzan,  4-3*,  à  La  Corogne  (Espagne). 
1899.     iRACn,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des  Carmélites,  68,  à  Poitiers. 

1896.  DUMAS  (G.),  docteur  de  l'Université  de  Paris,  privat-docent  à  l'École  Polytechnique 

fédérale,  à  Zurich  (Suisse). 

1897.  iDMOKIT,  professeur  au  lycée,  avenue  Bouvard,  6,  à  Annecy  (Haute-Savoie). 

1886.  RURGAN,  Consulting  Engineer,  Empire  Building,  Broadway,  71,  New-York  City. 

1897.  DURAN-LORIflA  (commandant),  plasa  de  Maria  Pita,  3o,  à  la  Corogne  (Espagne). 
1885.    RYGR  (Walther),  Technische  Hochschule,  à  Munich  (Bavière). 
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fadalMlOR. 

1902.  EfiOROrr  (Dimitri),   professeur  à  rUnivertité,  MoItchanoTkâ,    maison  Fryndisse,  à 

Moaoou  (Russie). 

1903.  KSPANBT,  ingénieur  civil,  rue  Berthollet,  2,  à  Paris  (5*). 

1900.     BSTA^AVE,  docteur  es  sciences,  à  la  Sorbonne,  à  Paris  (5«). 

1896.     KO VKRTK,' ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  ancien  capitaine  d'artillerie,  rue 
du  Pré-aux-Clercs,  à  Paris  (  7»  ). 

1888.  KABRY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  17,  me  Ghaptal,  à  Montpellier. 
1906.     FARAfifil,  licencié  es  sciences,  rue  Sadi-Camot,  11  bis,  Mustapha-Alger. 

1904.  KATOO,  docteur  es  sciences,  astronome-adjoint  h  l'Observatoire,  boulevard  du  Mont- 

parnasse, 172,  à  Paris  (i4*)* 

1891 .  rAUQOKHIBRfiUE,  professeur  an  lycée,  à  Mont-de-Marsan. 

1892.  KKIR  (Henri),  professeur  à  l'Université,  rue  Ph.-Plantamour,  19,  A  Genève  (Suisse)  . 
1885.     KIBLDS  (  J.),  professeur  à  l'Université,  Toronto  (Ontario,  Canada  ). 

1881.  PLO^IIKT,  doyen  de  la  Facullé  des  Sciences,  rue  de  la  Commanderie,  ai,  à  Nancy. 

1872.  FLYB  SAINTK-IAKIB,  chef  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  à  l'École 
Polytechnique,  place  Roy er-Col lard,  à  Vilry-le-François  (Marne). 

1896.  FONTANEAI),  ancien  officier  de  marine,  cours  Rugeaud,  8,  à  Limoges. 

1897.  KOXTEKÉ,  inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,  rue  Le  Goff,  7,  à  Paris  (5*). 
1903.  FORD  (  Waltbr  R.),  Forest  avenue,  617,  à  Ann  Arbor  (Michigan,  États-Unis). 

1889.  roUCHÉ,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Soufflot»  5,  à  Paris  (5«). 

1905.  rOO^r  (Tabbé),  professeur  à  l'Institut' catholique,  rue  Férou,  11,  à  Paris  (6*). 
1872.  POORET,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Carnut,4,  à  Paris  (17*).  S.  P. 
1903.  FRAISSÉ,  professeur  au  lycée,  à  Lille. 

1892.     PROLOV  (le  général),  avenue  des  VoUandes,  2,  à  Genève  (Suisse). 

1903.     POSTER,  Seevogelstrasse,  7,  à  Râle  (Suisse). 

1900.     6AI1RBANO  (Z.-S.  DB),  professeur  à  l'Université,  corso  99,  3,  à  Saragosse  (Espagne). 

1906.  CARCAM  DE  HdNCITZ,  licencié  es  sciences,  square  de  Latour-Maubourg,  8,  à  Paris  (7*). 
1872.     GARIEL,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  professeurs  la  Faculté  de  Méde- 
cine, rue  Édouard-Detaille,  6,  à  Paris  (17*). 

1896.  flAOTRlBR-VlLLARS,  ancien  élève  de  l'École  Polyteeh nique,  éditeur,  quai  des  Grands- 

Augustins,  55,  à  Paris  (6*). 

1890.  6EBBIA,  professeur  libre  à  l'Université,  à  Palerme  (Italie). 

1872.     CENTY,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  avenue  Rapp,  30,  à  Paris  (7*). 

1906.     CÉRARDIN,  quai  Claude-le-Lorrain,  32,  à  Nancy. 

1890.     CBBBALDI,  professeur  à  l'Université,  via  XX  Settembre,  66,  à  Palerme  (Italie). 

1897.  SERRANS,  prol'esseur  à  Worcester  Collège,  Saint-John  street,  20,  à  Oiford  (Grande- 

Rri»tttgne). 

1896.     filRARDVIliLB,  capitaine  d'artillerie,  rue  Michelet,  6,  à  Mon  treuil-sou  s-Rois  (Seine). 

1903.     fiODEY,   ancien   élève    de    l'École  Polytechnique,   rue    du   Rois-de-Roulogne,    7,  à 
Paris  (i6-). 

1881.    COURSAT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  répétiteur  h  TÉcole  Polytechnique, 
rue  Denfert-Rochereau,  39,  à  Paris  (5*). 

1896.     flRBENHILL,  professeur  à  l'École  d'artillerie,  à  Woolwich  (Grande-Rretagne). 

1896.     CRRVY,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Claude-Rernard,  71,  à  Paris  (5*). 

1899.    60ADET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  2'|0  ^«,  à 
Paris  (7«) 
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1880.  fiUCCIA  (Jean  ),  proretseur  à  l'Université,  via  Riigcioro  SeUimo,  3o,  h  Palernio  (llalio). 
1906.  CGKIKBY,  professeur  au  co11è(re  Stanislas,  boulevard  de  Port-Royal,  85,  h  Paris  (i/|*). 
t900.  €riCn\Ki,  profoMeur  h  rOniversité  de  Clormont-Ferraud. 

1881 .  CCXTHER  (D'  Sîçîtmond),  professeur  h  l'École  Polytechnique,  h  Mnnfeir  (  IWrtôro). 

1885.  fiUYOO,  membre  de  Tlnstitut,  capitaine  de  lVé(;alc,  me  Mar{ruerin,  /|,  à  Paris  (  i4*)> 

1873.     IAA6,  ingénieur  en  clief  des  pontn  t^lclinnssécs,  professeur  h  l'École  Polytecliniquf, 
rue  Chardin,  1 1  biê,  h  Paris  (i6*). 

1882.  lAMCn,  directeur  de  l'Écolo  des  Ingénieurs,  h  Lima  (Pérou). 

1896.     lAftANARD,  professeur  adjoint  h   la  Faculté  des  SciftncGs.    professeur  suppléant  an 
Collège  de  France,  rue  Humboldt,  aS»  à  Paris  (i4*).  S.  P. 

1904.  BALBCRSTADT,   ingénieur   des  Arls  et  Manufacturer,  rue  des  Écoles,  4  '^''^  à  Pnris 

(5-). 

1894.  DALSTEB,  professeur  au  Kenyon  Collège,  à  Gnmbier  (Ohio,  Éta's-Unis).  8.  P. 

1901.     IAKGOGK  (Harris),    professeur  à  l'Université  de  Cincinnati,  Anburn  U(>lei'(Olii(u 
États-Unis). 

1900.     IIARiEL,  villa  italienne,  a.  Dioppedalle-Croisset  (Seinc-Infcrieurc). 

1872.     RATON  RK  LA  fiOUl'iLLIÈRR,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  dot  mines,  dirir- 
leur  honoraire  de  l'École  des  mines,  rue  de  Vaugirard,  56,  à  Paris  (6*).  S.  P. 

1905.  HERRICK,    professeur  h  l'Université,  South  Ninth  strcct,  3o'j,  à  Columbia  (Missouri, 

États-Unis). 

1892.  BERIIAKN,  libraire-éditeur,  lue  de  la  Sorbonnc,  8,  à  Paris  (5*). 

1893.  lllOliX,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés-Saint-Jucqucs,  iG,  a  Parts  (5*)., 

1879.  HOLST(Elling)y  professeur  à  l' Écolo  Pol  y  technique, à  Hôvi le,' prôs  Christiania  (Norvège). 

1895.  HOTT  (S.),   professeur  ii  l'École  S^*- Geneviève,  rue  Baussot,  4,  à  Paris  (i5*).  S.  P. 

1880.  RUMRERT,  membro  de  Tlnstitiit,  ingénitiur  en  olief  des  mines,  professeur  ii.  l'ÉcoU- 

Polyteclinique,  rue  Danbigny,  (i,  à  Paris  (17*). 

1881.  IMRBR,  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  place  Voltaire,  a,  à  Paris  (11*). 
1903.     ISSALY  (l'abbé),  rue  Poquelin-Molière,  9,  à  Hordeaux* 

1896.  JAGQlBr  (E.),  piufcKseur  au  Prytanée  militaire,  rue  Couchot,  8,  à  la  Flèche. 

1898.     J4il\KE  (  D'  K.),  professeur  h  l'Académie  des  Mines,  Ludwigskirchstrasse,  6,  à  Berlin 
W»  (Allemagne). 

1898.     JARRY  (N.),  ingénieur  civil,  avenue  du  Bel-Air,  7,  à  Paris  (i^*). 

1872.     JAYARV,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École 
Po]yteclini(|nu,  rue  du  Cardinal-Leuioine,  i,  a  Paiis  (5*). 

1903.     JEKSSiY  (J.-L.-W.-V.),  ingénieur  en  chel  *ies  Téléphones,  01.  Kongevej,  80,  à  Copen- 
hague, V  (Danemark). 

1872.  JORDAiY,  membre  do  l'Institut,  professeur  a  l'itcolo  Polytechnique  et  au  Collège  de 

France,  rue  de  Varenne,  48.  a  Paris  (7*;-  S.  P. 

1875.     JIIN6,  professeur  i)  l'inslilut  technique  supérieur,  via  Fatebenefratelli,  19,  ii  Milan 
(Italie). 

1892.     KOCH  (H.  vo?i),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Djurshoim-Stockholm  (Suède). 

1880.     KCNIfiS,  professeur  à  la  Faculté  de»  Sciences,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 
boulevard  Arago,  101,  a  Paris  (i  4*) . 

1897.  LACAOCHiB,  ingénieur  civil,  chef  du  laboratoire  de  la  Compagnie  générale  des  Omni- 

bus, rue  de  Douai,  48,  à  Paris  (  9*). 

1873.  LAISANT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  et  examinateur  à  l'École  Polytechnique, 

avenue  Victor-Hugu,  162,  a  Paris  (lO"). 
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1906.     LALESGO,  licencié  èe  sciences,  rue  Mi  ngc,  i^,  à  Puiîs  (5«). 

1893.     li.\t\XELIN,  astronome  adjoint  à  l'Observatoire,  rne  HoissonniiUo,  3,  h  Paris  (i^*). 

1899.  LANDAI]  (Edmond),    proresseiir  ii  l'Université   de    Berlin,  Hardenbcrgstriisse,  i3,  à 

CliarloUenbiirQ  (Allemagne). 

1896.     LAUCEL,  ancien  altacité  d'ambassade,  villa  Ensoleillée,  à  Bcaulieii-sur-Mer  (Alpes- 
Maritimes). 

1873.  IiAirm,  manuracturier,  à  Thann  (Alsace). 

1896.  LEAU,  professeur  au  lycée  Michelet,  rue  Vavin,  6,  à  Paris  (6*). 

1880.  LÉADTK,  momhrc  de  l'inslilut,  boulevard  de  Courcelles,  i8,  à  Paris  (17*)-   S.  P. 

1896.  LEBEL,  professeur  au  lycée,  avenue  Bouisson-Bcrtrand,  38^  h  Montpellier. 

1902.  LEBESfiUE,  docteur  es  sciences,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Scl(>iices,  rue  dos 

Quatre-Roues,  i,  à  Poitiers. 

1903.  LEBEDF,  directeur  de  l'observatoire  de  Besançon. 

1893t     LEGORNII,  ingénieur  en  chef  des  mines,  professeur  h  l'École  Polytechnique,  rue  Gay- 
Lussac,  3,  à  i'uris  (5*). 

1895.     liÉMERAY,   licencié  es  sciences,    ingénieur   civil    du  génie  maritime,   boulevard  de 
l'Océan,  5i,  à  Saint-Nazaire  (Loire-Inférieure). 

1872«     LEMOIKE  (Emile), ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  villa  Kérahu,  auk  Bordes,  par 
Montercau  (Seine-et-Marne). 

1904.  LEMOYKE  (T.),  rue  Ernesi-Rcnan,  31,  à  Paris  (  i5*). 

1879.  LE  PAKE,  professeur  à  l'Université,  à  l'observatoire  de  Cointc,  à  Liège  (Belgique). 

1895.  IiE  ROUX,  professeur  h  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  Ch&teaudun,   17,  à  Bennes. 

1898.  LE  ROY,  docteur  es  sciences,  boulevard  Raspail,  117,  à  Paris  (6*). 

1891.  LEBY,  agent  voyer  d'arrondissement,  à  Pontoise  (Seine-et-Oise). 

1900.  LEVI  CIVITA  (T.),  professeur  à  l'Université,  via  Altinate,  i4,  h  l^idoue  (Italie). 

1882.     LÈVY  (Lucien),   répétiteur  et  examinateur  d'admission  à  l'École   Polytechnique, 
rue  du  Regard,  12,  à  Paris  (6*). 

1872.     LfVY  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  inspeclcur  général  des  ponts  et  chaussées, 
professeur  au  Collège  de  Kraiice,  avenue  du  Trocadéro,   i5,  à  Paris  (i()')- 

1875.     Liez  (Henri),  h  Lorrex-lc-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1898.     LI.XDELOr  (Ernst),  professeur  à  PUniversité,  Sandvikskajan,  t5,  à  Helsingfors  (Fin- 
lande). 

1877.     LINDBHAKN,  professeur  à  l'Université,  Franz-Josephstrassc,  i3,  à  Munich  (Bavière). 
1886.     LIDIJVILLE,  ingénieur  des  pr>udres,  examinateur  des  élèves  k  l'École  Polytechnique, 

quai  Henri-lV,  is,  a  Paris  (4*)< 
1900.     LOVETT  (E.-O),  professeur  à  TUniversité  de  Princeton  (New- Jersey,  États-Unis). 

1888.     LUCAS  (Félix),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées  en  retraite,  rue  Boissière, 
3o,  à  Pari»  (i6«). 

1902.     LlCAS-filRARDVILLE,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  Tabacs,  rue  de  Charenton,  319, 
il  Paris  (12'). 

1902.     LICAS  DE  PESLOIA^,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Rapp,  4i)  à  Paris. 

1882.     HACE  RE  LBPINAY,   professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  rue 
Claude-Bernard,  79,  à  Paris  (5*). 

1895.     HAILLET,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue 
de  Fontenay,  11,  à  Bourg-I a-Reine  (Seine).  S.  P. 

1905.  NALVSKI,  professeur  au  lycée  Hoche,  rue  Gabriel,  12,  à  Versailles. 
1905.     NA.\TELL  (M»«  L.),  rue  Dutot,  3o,  ii  Paris  (i5«). 
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1906.     MARCDS,  licencié  es  sciences,  rue  Thénard,  6,  à  Paris  (5«). 

1904.     II4R0TTB,  professeur  au  lycée  Charlenianne,  rue  de  Rcuilly,  35  bis^  à  Paris  (la'). 
1884.     MARTIN  (Artemas),  i533,  Colombia  Street  N.  W..  à  Washiiigtoii  D.  C.  (États-Unis  ; 
1889.     MARTIiN  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  proTosseiir  de  mathémn- 
tiques,  rue  des  Fossés-Saint-Jacqiies,  33^  à  Paris  (5*). 

1901.  NASSAU  (J.),  professeur  à  TUnivcrsité,  avenue  des  Arts,  4^»  à  Gand  (Belfrique). 

1894.     NAUPi.N,  professeur  au  lycée,  ru«  de  l'église  S^^-Ausone,  33,  à  Anijoulëme  (  Charente). 

1897.     MIIIIKE,    professeur  à    l'École    technique  supérieure,   Lowenstrasse,  à  Stuttgart- 
Dcgcrlocli  (Wurtemberg). 

1889.     MKXDIIABAL  TANROREL  (de),  membre  de  la  Société  de  Géographie  de  Mexico,  callo 
de  Jésus,  i3,  à  Mexico  (Mexique).  S.  P. 

1884.  HBRGBREAl},  licencié  es  sciences,  rue  de  l'Université,  198,  à  Paris  (7*).  S.  P. 

1902.  mnLIN,  docteur  en  sciences,  rue  de  la  Poste,  22,  à  Uccle  (Kclgique). 

1902.  MBSW  (K.).  professeur  d'hydrographie  à  Saint  Tropex  (  Var). 

1904.  METZLER,  professeur  à  TUniversité,  à  Syracuse  (État  de  New-York). 

1893.     HICRBL  (François),  chef  de  parcours  de  la  Compagnie  des  chemins  de  fer  du  Nord, 
faubourg  Saint-Denis,  210,  à  Paris  (10*). 

1873.     MiTTAC-LBrrLBR,  professeur  ii  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1904.  MIWA,  professeur  à  l'Université  de  Kyoto  (Japon). 

1902.  MOLK  (J.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  d'Alliance,  8,  à  Nancy. 

1897.  MOVrCHEl'Ili  (l'abbé  de),  docteur  es  sciences,  rue  du  Languedoc,  9,  à  Toulouse. 

1898.  HOirrESSlS   DB   BALLORE  (vicomte  Robert  de),   professeur  h    la   Faculté    libre   des 

Sciences,  boulevard  de  la  Liberté,  lai,  a  Lille  (Nord). 

1903.  HILLBR  (J.-O.),  Nikolausbergerwcg,  49f  à  Gôttingen  (Allemagne). 

1885.  NBGBER6,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 

1897.     NICOLLIBR,  professeur,  à  Montreux  (Suisse). 

1903.     NIBIiS  NlEIiSEN,  inspecteur  général  de  l'enseignement  secondaire,  Norrcbrogade,  5*;.  :i 
Copenhague  (Danemark). 

1900.  NIEWENfiLOWSKI,  docteur  es  sciences,  inspecteur  général  de  Tlnstruction  publique. 

rue  d«  l'Arbalète,  35,  à  Paris  (5*  ). 

1882.     OCACRE  (M.  d'),  professeur  à  l'École  des  Ponts  et  Chaussées,  répétiteul*  à  l'École 
Polytechuiqnc,  rue  La  Boêtie,  3o,  à  Paris  (8*).  S.  P. 

1905.  06IVET,  professeur  au  lycée,  à  Dijon, 

1873.  OVIDIO  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université,  Gorso-Oporlo,  3o,  \x  Turin  (Italie). 

1901.  PARE  (H.),  professeur  à  l'Université,  rue  de  Turenne,  89,  il  Bordeaux. 

1893.     PAINLBVB,   membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'Ecole 
Polytechnique,  rue  d'Assas,  33,  a  Paris  (6"). 

1888.     PAPBL1BR  (Georges),  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  de  Be- 
couvrance,  30,  à  Orléans  (Loiret). 

1884.     PARAP,  professeur-adjoint  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 

1881.     PELIiET,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Pascal,  3o,  ii  Clcrmont-Ferrand. 

1874.  PERCIN,  général  de  division,  rue  de  la  Faisanderie,  116,  à  Paris  (16*). 

1881.  PBROrr  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (Massachusetts,  États-Unis).  S.  P. 

1873.  PRRRIN  (R.),  inspecteur  général  des  mines,  rue  de  Grenelle,  ^o,  a  Paris  (7").  S.  P. 

1892.  PERRIN  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rue  Tarbé,  3,  h  Paris  (17"). 

1896.  PBTROVITGH,  professeur  à  TUniversite,  Kossantch-Veuac,  2G,  à  Belgrade  (Serbie). 
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1902.  PKTROVITGil  [S.)^  capilnine  d'artillerie  do  la  (]far«le,  professeur  adjoint  il  rAçadénie 

d'artillerie  Michel,  Sabalkansky  prospect    17    loç.  i3    à  Saint- P^tin-^boure. 

1887.     PBZZO  (del))  proresseur  à  rUiiiversiti%  piazza  San  Marcelliuo,  a,  à  Naple»  (llaliei. 

1905.  PPEIFFCR,  maître  do  conférences  à  l'iniversité,  Tarassovskaîa,  20,   à  kinw  (Russioi. 

1906.  PHILIPPE  (  Léon  ),  inspecteur  0énéral  des  Ponts  ot  Chaussées,  rue  de  Turin,  23  »is. 

a  Paris  {H*). 
1879.     PlCAttD  (Emile),  membre  de  riiislîtii t.  professeur  k  la   Faculté  des  Sciences  et  à 
l'Kcoltà  Centrale  des  Arts  ei  Manufactures,  rue  Bara,  {,  à  Paris  (6*). 

1872.     PIC^IJKT,  chef  de  baluillon  du  Renie,  examinateur  des  élèves  à    l'Ecole  Polytech- 
nique, rue  Monsicur-le-Prince,  4i  À  Paris  (6*). 

1899.     PIKBPOXT  (James),  professeur  à  l'Université  Vale,  Mansfleld  street,  4^,  a  New  Hstmi 
(Conneciicut,  Élats>Unis). 

1882.  POIXGARK,  membre  de  l'Institut  et   du  Kurean    des    Longitudes,   professeur  à  I» 

Kuculle  des  Sciences,  rue  Clntide-Bernard,  G3,  à  Paris  (ô*).  S.  P. 

1894.  POTnO\',  docteur  es  sciences,  rue  du  Val-dc*Gràce,  11,  à  Paris  (a*). 
1872.     POLICMAC  (prince  C.  dk),  à  Radmannsdorf  (Carniole,  Autriche).  S.  P. 
1906.     POPOYICI,  licencié  es  sciences,  rue  Monge,  29,  à  Paris  (5*). 

1899.  PRlXfiSlIEIl.  professeur  ii  l'Université,  Arcisstrasse,  ia,  ii  Munich  (Bavière). 

1896.     PRUYOST,  inspoctenr  (général  honoraire  do   l'Instruction  publique,  11,    rue  de  la 
Tonr,  à  Pari»  (lO*). 

19Q2.     1*11  (  Victor),  ancien  élève  de  TEcolc  Polytechnique,  professeur  de  maihématiques. 
rue  Madame,  5^,  a  Paris  (6*). 

1896.     QVIQIIKT,  actuaire  de  la  Compagnie  ia  IVau'onair,    boulevard  Saint-Germaio.  93.  a 
Paris  (5*). 

1895.  RARUT,  in{;énieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Dnplchsis,  77,  à  Versailles. 

1883.  RAFFY,  professeur  à  In  Faculté  des  Sciences,  nie  Pierre-Nicole,  7,  a  Paris  (5*).  S.  P 

1903.  REMOINUOS,  professeur  de  malhcmatiques,  rue  Soultani,  17,  à  Athènes  (Grèce). 
1906.     RENY,  élève-ingénieur  des  mines,  boulevard  Ara^o,  iiQ,  ii  Paris  (i4*). 

1900.  REXARD,  avenue  Victor>Hugo,  162,  à  Paris  (16*). 

1903.  RlCSARl),  professeur  au  lycée,  place  du  Kosoir,  1,  à  Dijon. 

1893.  RlYEREAU  (l'abbé),  prolo.Hseur  à  l'Institut  catholique,  à  Angers  (Maine-et-Loire). 

1903.  RDCHB,  agrégé  de  l'Universilé,  rue  d'Assas,  76,  à  Paris  (6*). 

1872.  ROUART,  ingénieur  civil,  rue  de  Lisbonne,  3^,  h  Paris  (8*). 

1872.  ROIGIIÉ,  membre  de  linstitut,  boulevard  S*-Germain,  !ti3,  h  Paris  (7*).    • 

1896.  ROICIER,  docteur  es  sciences,  rue  Sylvabellc,  84,  à  Marseille. 

1885.     ROUQUET  (  V.),  professeur  honoraire  de  mathématiques  spéciales,  à  Belpech  (Aude). 
1906.     ROISIERS,  professeur  au  collège  Stanislas,  boulevard  Raspail,   ioG,  à  Paris  (44*)> 

1900.  SALTYkOW,  professeur  à  l'Cniversité,  à  Kharkow  (Russie).  S.  P. 

1672.     SARTIAUX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  chef  du  rexploitatioii  a  la  Com- 
pagnie du    chemin   du  fur  du  Mord,  a  Paris. 

1885.     SAlYAfiE,  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences  do  Marseille. 

1897.  SCIIOD  (Erik),  CI.  Antvorskov,  à  Slagelsc  (Danemark). 

1881.  SGHOUTE,  professeur  ii  l'Université,  a  Groningue  (Hollande). 

1901.  SEE  (Thomas-J.-J.),  Observutory  Mare  Island  (Californie). 

1896.     SÉCHER  (J.-A.  df.  ),  docteur  es  sciences,  rue  des  Saints-Péres,  56,  il  Paris  (7*)» 

1882.  SÉLIYANOKK  (Dêmélrins),  professeur  i»  l'Université,  Fontanka,  116,  log.  16,  h  Sainl- 

l'titerbbourg  (  Russie).  S.  P. 
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1900.    SBIVART,  docteur  et  tciences,  rue  dei  Sainte- Pèreii,  8,  à  Paris  (7«). 

1900.  SPARBE  (comte  Magn us  db),  ayenue  de  l'Archerêché,  7,  à  Lyon.  S.  P. 

1879.  STKPIANOS  (D'  Cyparistoi),  professeur  à  l'Université,  à  Athènes  (Grèce). 

1901.  ST8TS0N  (Orlando),  à  Franlclin  (Massachusetts,  Étals-Unis). 

1898.  STÔMEB  (Cari),  professeur  à  rUniversité,  DsTesgade,  i4»  à  Christiania  (Norvège). 

1903.  SDGHAR,  docteur  es  sciences,  rue  Saint-Laiare,  43,  à  Paris  (8«). 

1904.  SGORIA,  professeur  à  l'École  pratique  d'électricité  industrielle,  rue  Ernest-Renan,  28, 

à  Paris  (i5*). 
1904.     SIHIDMAN,  maître  de  conférences  à  l'Université,   Skepparebvinken,  a,  à  Helsingfors 
(Finlande). 

1872.  SYLOW,  professeur  à  TUniversité,  à  Frederiksliald  (Norvège).  S.  P. 
1896.     TAiniENBBMI  (de),  docteur  es  sciences,  rue  d'Assas,  118,  à  Paris  (6*). 

1875.     TANIVEBT,  professeur  à  la  Faculté   des  Sciences,  sons-directeur  de  l'École  Normale 

supérieure,  rue  d'UIm,  ^5,  à  Paris  (5*). 
1882.     TABBT  (Gaston),  boulevard  Pereire,  177,  h  Paris  (17-).  S.  P. 

1899.  THVBAOT,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  St-Germain,  11,  h  Paris  (5*). 

1873.  TISSOT,  ancien  examinateur  d'admission  à  TEcole  Polytechnique,  il  Voreppe  (Isère). 
1896.     TI8S0T,  enseigne  de  vaisseau,  professeur  au  Hortla,  a  Brest  (Finistère). 

1896.     TOBBES,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  Valgame  Dios,  3,  à  Madrid  (Espagne). 

1893.     TOUCHE,  lieutenant-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  Tniflaull,  ^3,  à  Paris  (17*)' 

1872.     TRBSCA,  ingénieur  en   chef  des   ponts  et  chaussées  en  i*etraite,   rue    du    général 
Henrion-Kerthier,  7,  à  Neuilly-sur-Seino  (Seine). 

1896.  TBBSSE,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Mizon,  6,  à  Paris  (i4*)* 

1893.     VAI.LBK-POUSSIN  (Cb.-J.  ds  la),  professeur  tu  l'Université,  rue  Léopold,  38,  h  Lou- 
vain  (Belgique). 

1904.  VASIDEOBKIf,  professeur  à  l'École  militaire,  avenue  Macan,  16,  à  Bruxelles. 

1905.  YAN  VLECK,  professeur   de    Mathématiques.   University   of   Wisconsin.    à    Maddison 

(Wisconsin,  Etats-Unis). 

1897.  VASSILAS-VITALIS  (J.),   professeur  à   l'Ecole   militaire  supérieure,  rue  Socrate,   11  A, 

à  Athènes  (Grèc«f). 

1898.  VASSILIBF,  président  de  la  Société  physico-malhcmatique,  à  Kasan  (Russie). 
1901.     VKSSIOT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  quai  des  Brotteaux,  4»  à  Lyon. 
1888.     VOLTERRA  (  Vite),  professeur  à  l'UniversittV,  via  Lucina,  17,  à  Rome. 

1904.  VOBO.NOÏ,  professeur  à  l'Université,  rue  Vilcza,  18,  à  Varsovie  (Russie). 

1900.  VOIBEBT,  éditeur,  boulevard  Saint-Germain,  63,  à  Paris  (5*). 

1880.  WALCKENARB,  ingénieur  en  chef  des  mines,  boulevard  St-Germain,  218,  à  Paris  (7*). 
1879.  WKILL,  directeur  du  collège  Chaptal,  boulevard  des  Batignolles,  45,  à  Paris  (8*). 

1906.  WILSON,  assihtant  à  l'Université  de  Yale,  à  New-Haven  (Conneclicut,  États-Unis). 

1878.     WOBHS  DE  BOMILLT,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Balzac,;,  à  Paris  (8*). 

1S82.     ZABOIIDSKI,  membre  du  Comité  d'artillerie  el  professeur  à  l'Académie  d'Artillerie, 
rue  Znamenkaia,  aa,  h  Saint-Pétersbourg  (  Russie) . 

1890.     ZABBIBA,  professeur  ii  l'Université,  rue  Biskupia,  5,  à  Cracovie  (Autriche). 

1903.     ZBBVOS,  professeur  agrégé  à  l'Université,  rue  Marie,  5  B,  ii  Athènes  (Grèce). 

1881.  ZEDTHEN,  professeur  à  l'Université,  Rosenvonget,  Sanct-Kunuikestrœde,  11,  à  Co- 

penhague (Danemark). 

1898.     XIWET,  South  ingalls  street,  6^|4,  à  Ann  Arbor  (Michigan,  Ktats  Unis). 
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Utte  dei  Sociétéf  f cientiiiqiiM  et  dei  RecntiU  périodique!  avec  Uf quels 
U  Société  mathématiqne  de  France  échange  fon  Bulletin. 


Amuterdam j  Académie  Royale  det  Sciencea  d'Amaterdam . 

Amsterdam Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Atnftt4»r(lBm Hevue  semestrielle  des  publication»  mathéma- 
tiques, 

Bàle Naturforschende  GeaelUchaft. 

Rallimort* American  Journal  of  Mathematics, 

Berlin Académie  dea  Sciences  de  Berlin. 

Berlin Jahrhuch  ûker  die  Fortschritte  der  Mathe- 

matik, 

Berlin Journal  Jur  die  reine  uml  angewandte  Ma- 

thematiA. 

Bologne Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bo- 
logne. 

Bordeaui Société  dea  Sciences  physiques  et  naturelles 

de  Bordeaux. 

Brnielles Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 

des  Beaux-Arts  de  Bel({ique. 

BruxelloM ,.. .    Société  scientifique  de  Bruxelles. 

Cambridge Cambridge  philosophical  Society. 

Cambridge banals  of  Mathematics. 

Christiniiia Àrchiv  for  Mathematih  og  Xaturvidenskab. 

Cofmbre -innaes  scientifieos  da  Acedrmia  Pofyleeh- 

nica  do  Porto. 

Copenhague Nyt  Tidsskrift  for  Mtithematik, 

Cracovie Académie  dea  Sciencea  de  Cracovie. 

Delft Académie  techniq ue. 

Edimbourg Société  Royale  d'Edimbourg. 

Edimbourg Société  mathématique  d'Edimbourg. 

Gand Mathesis. 

Gôttingen Société  Royale  des  Sciences  de  Gôttingen. 

Halifax iNova  Scotian  Institute  of  Science. 

Hambouqr S>>ciété  mathématique  de  Hambourg. 

Harlem iociété  hollandaise  des  Sciences. 

Helsiugfoni -i.iciété  des  Sciences  de  Finlande. 

Kansas Uuiveraité  de  Kansas. 

Kasan S«*ciélé  physico-mathéninlique. 

K.harl(ov Annalea  de  TUniveniité. 

Khnrkov iociété  mathématique  de  Kharkov. 

La  Hayp Archives  néerlandaises  des  Sciences  exactes 

et  naturelles. 

Leipzig Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 

Leipsig Mathematische  jinnalen. 

Leipsig Archiv  der  Mathematih  und  Phjrsik, 


Pays-Bas. 
Pays-Bas. 

Pays-Bas. 

Suisse. 
ÉUts-Unis. 
Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Italie. 

Fran«;e. 

Belgique. 

Belgique. 

Grantle-Bietagni*. 

Massachusetts. 

Norvège. 

Portugal. 

Danemark . 

Autriche. 

Pays-Bas. 

Grande-Breiagnt . 

Grande-Bretagne . 

Belgique. 

Allemngne. 

N"^>Écosse  (Canada) 

Allemagne. 

Hollande. 

Finlande. 

États-Unis. 

Russie. 

Russie. 

Russie. 

Pays-Bas. 
Allemagne. 
Allemagne. 
Allemagne. 
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Liège 

Livourne 

L.ondret 

Londres 

Londres 

Lnxembouri; 

Marseille 

Mexico 

Milan 

Moscou 

Munich 

Naples 

New*Haveii 

New-York 

Odessa 

Pnlerme 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Pise 

PIse 

Pise 

Prague 

Prague 

Prague 

Rome 

Salnl-PélersiMvirij 

Stoclcliohn 

StoclLholni 

Toliyo 

Toulouse 

Turin 

Upsal 

Varsorie 

Venise 

Vienne 

Vienne , 

Washington 

Zurich 
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Société  Royale  des  Sciences. 

Periodieo  di  Matematica . 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Londres. 

Société  Royale  de  Londres. 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Annalet  delà  FaeuUédes  Sciences  de  Msrseilh. 

Soeiedad  cientifica  Antonio  Altate. 

Institut    Royal    lombard   des    Sciences  et 

Lettres. 
Société  mathématique  de  Moscou. 
Académie  des  Sciences  de  Munich. 
Académie  Royale  des  Sciences  phyMiqu^H  <*i 

mathématiques  de  Naples. 
Académie  des  Sciences  et  Arts  du  Connec- 

ticut. 
American  mathematical  Society. 
Société  des  naturalistes  de  la  Nouvelle-Russie. 
Rendiconti  del  Circolo  matemiitieo. 
Académie  des  Sciences  de  Paris. 
Association  française  pour  l'avancement  de» 

Sciences. 
Société  philomathique  de  Paris. 
nuUetin    des  Sciences    mathématique». 
Journal  de  r École  Polytechnit/ne. 
Institut  des  Actuaires  Trançais. 
Intermédiaire  des  Mathématiciens, 
École  Royale  Normale  supérieure  de  PIno. 
Université  Royale  de  Pise. 
//  Nutwo  Cimento, 
Académie  des  Scionces  de  Bohème. 
Casopis  pro  péstovâni  mathematikj  afysiky . 
Société  mathématique  de  Bohème. 
Académie  Royale  des  Lincei, 
Académie  Impériale  des  ScienceK. 
Acta  Biathematica, 
nibliotheca  mathematica. 
Mathematico-physical  Society. 
Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  l'im 

louse. 
Académie  des  Sciences. 
Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal. 
Prace  Matematycsno  Fisyczne. 
Institut  Royal  véntlien  des  Sciences,  Lettre- 

et  Arts. 
Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 
Monatshefte  fur    Malhematik    und  Physik. 
Philosophical  Society. 
Naturforschende  Gesellschaft, 


Belgique. 

Italie. 

Grande-Bretagne . 

Grande-Breugne. 

Gra  nde-Bretagne . 

Luxembourg. 

France. 

Mexique. 

Italie. 
Russie. 
Bavière. 

Italie. 

Étata-Unis. 
États-Unis. 

Russie. 

Italie. 

France. 

France. 
France. 
France. 
France. 
France. 
France. 

Italie. 

Italie. 

Italie. 
Autriche, 
Autriche. 
Autriche. 

Italie. 
Russie. 
Suéde. 
Suède. 
Japon. 

France. 
Italie. 
Russie. 
Russie. 

Italie. 

Autriche. 

Autriche. 

États-Unis. 

Suisse. 
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RÈGLEMENT 


VOTÉ  A  LA  SRANGB  DE   l'ASSEMBLÂB  GÉNÉRALE ^  LE  20  JUIN  1888, 
MODIFIÉ  A  LA  SÉANCE   DU    10  JANVIER   1907. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DISPOSITIONS    GÉNÉRALES. 

Articlk  prbmiisr.  —  Les  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  de  la 
Société  mathématique  de  France,  sont  fixées  par  je  premier  paragraphe  de 
l'article  3  des  statuts. 

Dans  le  cas  où,  pour  des  motifs  sérieux,  le  Bureau  croit  devoir  surseoir 
à  la  présentation  d'un  candidat,  le  différend  est  soumis  au  Conseil  d'admi- 
nistration, qui  statue  définitivement  dans  sa  séance  la  plus  prochaine. 

Art.  2.  —  Les  membres  nouvellement  élus,  après  avoir  acquitté  le  droit 
d'admission  de  dix  francs  et  le  montant  de  la  première  cotisation  annuelle, 
reçoivent  un  diplôme  signé  par  le  président,  l'un  des  secrétaires  et  le  tré- 
sorier, et  portant  le  sceau  de  la  Société. 

Art.  3.  —  La  cotisation  annuelle  est  payée  au  commencement  de  chaque 
exercice,  dont  l'origine  est  fixée  au  i"*  novembre  de  chaque  année. 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de 
l'exercice  en  cours,  quelle  que  soit  l'époque  de  leur  admission. 

Art.  4.  —  Tout  membre  a  le  droit,  à  une  époque  quelconque,  de  ra- 
cheter ses  cotisations  à  venir  et  de  devenir  sociétaire  perpétuelf  moyennant 
la  somme  de  trois  cents  francs  (art.  3  des  statuts).  Cette  somme  peut  être 
payée  en  une  seule  fois,  ou  par  versements  de  cent  francs  chacun,  se  S!ji- 
vaut  à  des  intervalles  qui  ne  doivent  pas  dépasser  une  année. 

En  cas  de  retard,  la  cotisation  annuelle  continue  à  être  exigible,  indé- 
pendamment et  jusqu'à  complet  acquittement  de  la  somme  de  trois  cents 
francs. 

Art.  5.  —  Tout  membre  qui,  n'étant  pas  sociétaire  perpétuel,  négligera 
de  payer  régulièrement  sa  cotisation  annuelle,  sera,  après  avertissement  du 
trésorier,  à  lui  adressé  par  lettre  recommandée  et  resté  sans  effet,  considéré 
comme  démissionnaire. 

CHAPITRE  II. 

TBNUB  des  séances  de  LA  SOCIÉTÉ. 

Art.  6.  —  La  Société  tient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois; 
elle  prend  trois  mois  de  vacances,  de  la  mi-juillet  à  la  mi-octobre. 
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Art.  7.  —  La  première  séance  de  janvier  est  consacrée  spécialement  aux 
élections  pour  le  renouvellement  du  Bureau  et  du  Conseil. 

Art.  8.  —  Il  est  adressé  chaque  année,  dés  le  début  d'octobre,  à  tous 
les  membres  de  la  Société,  une  carte  imprimée  portant  l'indication  des 
jours  de  séance. 

Art.  9.  —  Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  So- 
ciété doivent  être  présentées  par  Tun  de  ses  membres. 

Art.  10.  —  La  présence  du  président  ou  d'un  vice-président,  assisté  d'un 
des  secrétaires  ou  vice-secrétaires,  suffit  pour  constituer  le  Bureau  à 
chaque  séance. 

Art.  11.  —  En  cas  d'absence  du  président  et  des  vice-présidents,  le 
trésorier,  ou^  à  son  défaut,  l'archiviste,  occupe  le  fauteuil. 

A  défaut  des  membres  du  Bureau  qui  vieiinent  d'être  désignés,  les  fonc- 
tions de  président  sont  remplies  par  le  plus  âgé  des  sociétaires  présents  à 
la  séance. 

En  cas  d'absence  des  secrétaires  et  vice-secrétaires,  le  président  du  jour 
invite  un  des  membres  présents  à  en  remplir  les  fonctions. 

Art.  12.  —  Chaque  séance  commence  par  la  lecture  du  procès-verbal  de 
la  séance  précédente. 

Les  Communications  sont  faites  dans  l'ordre  de  leur  inscription.  Chacune 
d'elles  ne  peut  durer  plus  de  vingt  minutes. 

Ces  dispositions  ne  s'appliquent  pas  aux  conférences  scientifiques  qui 
pourraient  être  organisées  par  le  Bureau. 

Art.  13.  —  Les  questions  relatives  à  l'administration  de  la  Société,  à 
moins  d'une  demande  du  Conseil,  ne  peuvent  être  traitées  en  séance  ordi- 
naire.  Elles  doivent  faire  l'objet  d'une  note  remise  au  président,  qui  en 
réfère  au  Consçil  dans  sa  plus  prochaine  réunion. 

CHAPITRE  III. 
bulletin  bt  publications  divbrsbs. 

Art.  14.  —  La  Société  publie  par  livraisons  un  recueil  annuel  qui  a  pour 
titre  :  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  et  qui  contient, 
avec  un  extrait  des  procès-verbaux  des  séances,  des  Notes  et  Mémoires  sur 
les  Mathématiques  pures  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  des  membres 
de  la  Société,  et  présentant  quelque  originalité  au  point  de  vue  de  la  mé- 
thode ou  des  résultats. 

Les  travaux  des  personnes  étrangères  à  la  Société  peuvent,  exception- 
nellement, trouver  place  dans  le  Bulletin,  à  la  condition  d'offrir  un  intérêt 
suffisant. 

Art.  15.  —  L'un  des  secrétaires  est  spécialement  chargé  par  le  Conseil 
de  tout  ce  qui  concerne  la  publication  du  Bulletin,  Il  est  assisté,  dans  le 
choix  des  Notes  et  Mémoires  qui  peuvent  y  être  insérés,  par  une  Corn- 
mission  d'impression  composée  du  président,  des  vice-présidents,  du 
deuxième  secrétaire  et  des  vice-secrétaires. 
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Art.  16.  —  La  Société  se  propose,  dans  les  limites  de  ses  droits  et  de 
ses  ressources,  de  publier,  soit  dans  le  corps  du  Bulletin,  soit  à  part,  des 
Mémoires  inédits  et  de  réimprimer  des  œuvres  importantes  d'anciens  ma- 
thématiciens français  ou  étrangers  (art.  14  des  statuts). 

AaT.  17.  —  Les  livraisons  du  Bulletin  sont  adressées  à  tous  les  membres 
de  la  Société,  au  fur  et  à  mesure  de  leur  publication.  Toutefois,  dans  le 
cas  où  un  sociétaire  se  met  en  retard  dans  le  payement  de  sa  cotisation, 
renvoi  du  Bulletin  est  suspendu  pour  lui,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  acquitté 
l'arriéré. 

Art.  18.  —  Le  Conseil  fixe,  par  mesure  générale,  les  prix  réduits  moyen- 
nant lesquels  les  membres  de  la  Société  peuvent  se  procurer  les  volumes 
du  Bulletin  parus  antérieurement  à  leur  admission,  et  les  Ouvrages  autres 
que  le  Bulletin  publiés  par  les  soins  de  la  Société. 


CHAPITRE  IV. 

COMPOSITION  fiT  MODE  d'bLBCTION  DU   BUREAU   ET  OU  OOffSBIL. 

Art.  19.  —  La  Société  est  administrée  par  un  Conseil  composé  comme 
l'indique  l'article  A  des  statuts. 

Le  Bureau  du  Conseil  est  le  même  que  celui  de  la  Société  (art.  A  des 
statuts). 

Le  nombre  des  membres  honoraires  prévus  par  l'article  4  des  statuts 
n'est  pas  limité;  ces  membres  honoraires  ne  peuvent  être  nommés  que  sur 
la  présentation  du  Conseil  ou  sur  une  proposition  spéciale  faite  par  écrit, 
signée  de  vingt  membres  de  la  Société,  et  déposée  au  plus  tard  dans  la 
dernière  séance  de  décembre. 

Art.  20.  —  Le  renouvellement  du  Bureau  et  du  Conseil  a  lieu  chaque 
année,  dans  la  première  séance  de  janvier,  et  conformément  aux  prescrip- 
tions des  articles  5,  6  et  16  des  statuts. 

Dans  ce  but,  un  avis  de  convocation,  accompagné  de  bulletins  de  vote 
en  blanc  et,  s'il  y  a  lieu,  des  propositions  du  Conseil,  est  envoyé,  en  temps 
utile,  à  tous  les  membres  de  la  Société. 

Art.  âl.  —  Les  membres,  qui  ne  peuvent  assister  à  la  séance  dans 
laquelle  ont  lieu  les  élections,  sont  invités  à  envoyer  au  président,  en  temps 
opportun,  leurs  votes  sous  enveloppes  fermées,  en  y  joignant  un  avis 
d'envoi  portant  leur  signature. 

Les  enveloppes  contenant  les  bulletins  de  vote  ne  sont  ouvertes  qu'au 
moment  du  scrutin. 

CHAPITRE  V. 

attributions  DBS  MEMBRES  DU  BUREAU. 

Art.  ^.  —  Le  président  veille  à  l'observation  des  statuts  et  du  règle- 
ment de  la  Société;  il  assure  l'exécution  des  délibérations  du  Conseil. 
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Art.  â3.  —  Les  secrétaires  ou,  à  leur  défaut,  les  vice-secrétaires  rédigent 
les  procès-verbaux  des  séances  de  Ja  Société  et  des  séances  du  Conseil. 

Art.  24.  —  Sous  la  direction  du  président,  les  secrétaires  sont  chargés 
de  la  correspondance  pour  tout  ce  qui  concerne  les  travaux  et  les  affaires 
de  la  Société;  ils  convoquent  la  Société,  le  Conseil  et  les  Commissions, 
quand  il  y  a  lieu,  et  préparent  les  ordres  du  jour. 

Art.  25.  —  L'archiviste  est  chargé  de  la  garde  des  archivés  de  la  Société. 
Il  a  sous  sa  direction  la  bibliothèque;  il  dresse  le  catalogue  des  livres, 
brochures  et  manuscrits  qui  en  font  partie. 

Art.  26.  —  Le  trésorier  est  chargé  du  recouvrement  des  sommes  dues  à 
la  Société.  Il  acquitte  les  dépenses  ordonnancées  par  Tun  des  secrétaires, 
spécialement  délégué  par  le  Conseil.  Il  tient  un  registre  des  recettes  et  des 
dépenses. 

Art.  27.  —  Il  ne  peut  être  fait  aucun  emploi  extraordinaire  des  fonds  de 
la  Société,  sans  une  délibération  spéciale  du  Conseil. 


CHAPITRE  VI. 

attributions  du  conseil  et  tenue  de  ses  séances.    —  COMMISSIONS. 

Art.  28.  —  Le  Conseil  se  réunit  dans  les  conditions  fixées  par  Tarticle  7 
des  statuts. 

Art.  29.  —  a  chaque  séance  du  Conseil,  les  noms  des  membres  présents 
sont  consignés  au  procès-verbal. 

Art.  30.  —  Sur  la  proposition  de  cinq  membres,  le  vote  peut  avoir  lieu 
au  scrutin  secret. 

Art.  81.  —  Sur  la  demande  de  cinq  membres,  il  peut  être  fait  appel  à  la 
Société  des  décisions  qui  n'auraient  pas  été  prises  aux  deux  tiers  des  voix 
des  membres  présents. 

Art.  32.  ^  Les  procès-verbaux  des  séances  du  Conseil  doivent  être 
transcrits  ^ur  un  registre  coté  et  parafé  parTun  des  secrétaires;  ils  doivent 
être  signés  par  le  président  et  le  secrétaire  qui  ont  composé  le  Biireau  ; 
les  renvois  doivent  être  parafés  et  les  mots  rayés  approuvés. 

Art.  33.  —  Le  Conseil  se  réunit  chaque  année  au  cours  du  dernier  tri- 
mestre, pour  délibérer  sur  Tétat  des  affaires  de  la  Société,  prendre  Les 
mesures  préparatoires  relatives  aux  élections  prévues  au  Chapitre  IV,  et 
nommer  la  Commission  de  comptabilité  chargée  de  vérifier  la  gestion  du 
trésorier. 

Art.  34.  —  Cette  Commission  ne  peut  être  composée  de  moins  de  trois 
membres.  Elle  fait  son  rapport  à  l'Assemblée  générale  dans  la  première 
séance  de  janvier 

Art.  35.  —  Le  Conseil  peut  provoquer,  parmi  les  membres  de  la  Société, 
la  formation  de  Commissions  ayant  un  but  spécial,  technique  ou  scien- 
tifique. 
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CHAPITRE  VII. 

REVISION  DBS  STATUTS  OU   DU  aBGLBMENT. 

Art.  36.  —  Les  conditions  dans  lesquelles  peut  avoir  lieu  la  revision  des 
statuts  sont  fixées  par  l'article  18  desdits  statuts. 

Dans  le  cas  où,  à  la  suile  d'une  première  convocation,  l'assemblée  extra- 
ordinaire, réunie  dans  ce  but,  ne  pourrait  délibérer  valablement,  une  nou- 
velle assemblée  extraordinaire  serait  réunie  dans  un  délai  inférieur  à  cinq 
mois. 

Art.  37.  —  Le  règlement  ne  peut  être  modifié  que  par  une  Assemblée 
extraordinaire,  convoquée  à  cet  effet. 

Cette  Assemblée  extraordinaire  ne  peut  délibérer  valablement  que  si  le 
quart  au  moins  des  membres  de  la  Société  sont  présents  ou  représentés.  Si 
cette  proportion  n'est  pas  atteinte,  une  nouvelle  Assemblée  extraordinaire 
est  réunie  dans  un  délai  compris  entre  un  mois  et  cinq  mois;  ses  délibéra- 
tions sont  valables,  quel  que  soit  le  nombre  des  membres  présents  ou 
représentés. 

Art.  38.  —  Toute  proposition  de  modification  au  règlement,  si  elle 
n'émane  pas  de  l'initiative  du  Conseil  d'administration,  doit  être  formulée 
dans  une  lettre  signée  de  vingt-cinq  membres  de  la  Société  au  moins,  et 
adressée  au  président.  Celui-ci  doit  réunir  l'Assemblée  extraordinaire  dans 
les  trente  jours  qui  suivent  la  remise  de  la  proposition,  les  vacances 
annuelles  n'étant  pas  comptées  dans  ce  délai. 

Art.  39.  —  Avant  la  réunion  d'une  Assemblée  extraordinaire  convoquée 
pour  délibérer  sur  la  revision  des  statuts  ou  du  règlement,  le  Conseil 
d'administration,  réuni  à  cet  effet,  nomme  une  commission  composée  de 
sept  de  ses  membres,  chargée  d'examiner  la  demande  de  revision  et  de 
présenter  sur  cette  demande  un  rapport  à  l'assemblée  extraordinaire. 

Art.  40.  —  Pour  les  Assemblées  extraordinaires,  tous  les  membres  de  la 
Société  sont  spécialement  convoqués  à  domicile. 


LISTE  DES  PRÉSIDENTS  DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCB 
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Digitized  by 


Google 


Publication  trimestrielle. 


BULLETIN 


DX    LA 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE 

DE  FRANCE 


rOBLIÉ 

PAR  LES   SECRÉTAIRES, 


S'adresc^v  pour  la  rédaction»  k  M.  Raffy,  rue  Pierre-Nicole,  7,  Paris,  5«  ; 
poar  la  disiributioD,  à  M.  Servant,  rue  des  Saints-Pères,  8,  Paris,  7*. 


TOME  XXXV.  -  FASCICULE  I. 


PARIS, 
AU    SIÈGE   DE   LA   SOCIÉTÉ, 

k     LA    SORBONNB. 

1907 


MM.  les  Membres  de  la  Société  soQt  priés  d'adresser  leur  cotisatioD  à  M.  Claude^LafonUdm 
banquier,  rue  de  Trévise,  n*  32,  à  Paris ,  Trésorier  de  la  Société. 

On  s'abonne  et  Ton  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  au  siège  de  la  Société  et  à  la  Librairi 
Gaathier-Viilars,  55,  quai  des  Grands-Âugustins,  Paris.  ^  j 
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Les  séances  de  la  Société  mathématique  ont  lien  les  premier  et  troi- 
sième Jeudis  de  chaque  mois  à  9  heures  dn  soir. 

Depuis  le  1^  mars  1900  les  séances  de  la  Société  ont  Ueu  dans  une 
salle  de  la  Faculté  des  Sciences  (ontréè  place  de  la  Sorhonne,  escalier 
tout  an  bout  do  la  galerie,  deuxième  étage  à  droite). 

Les  Membres  de  la  Société  ont  dû  recevoir  une  carte,  portant  le 
timbre  du  Secrétariat,  leur  donnant  accès  à  la  Bibliothèque  de  l'Uni- 
Torsité,  et  fournissant  à  ce  sujet  les  renseignements  nécessaires;  ceux 
fui  ne  l'auraient  pas  reçue  sont  priés  d'en  informa  la  Secrétariat. 

la  correspendance  peut  èire  aéreasée,  soil  à  la  Faculté  des  Scienee% 
place  de  la  Sorhonne,  soit  au  domicile  de  Tun  des  secrétaires,  de  pré« 
férence  à  M.  Serrant,  sauf  ce  qui  concerne  la  rédaction  du  Bulletin, 
qui  doit  être  adressé  de  préférence  à  M.  Raiiy. 


AVIS. 


Dans  sa  séance  dn  i5  mars  1906,  le  Conseil  de  la  Société  ma- 
ibématique  de  France  a  décidé  qu'à  Tavenir  tout  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  son  admission ,  aiix  prix  suivants  : 

3  francs  le  volame  poul*  chacun  des  trente  f^remiers  tomes; 

6  francs  le   volume  pour  chacun  de»  tomes  suivants,    ce  dernier  pris 

devant  être   réduit  à  4  francs  pour  les  acheteurs  de  dût  volumes  au 

moins. 

Dans  sa  séance  du  28  février  1900,  le  Conseil  de  la  Société 
mathématique  de  France  a  décidé  (\\i*^  l'avenir  tout  Membre  de 
la  Société»  auteur  d'un  travail  quelconque  inséré  dans  le  Bulle- 
tin et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  part,  devra  en  faire  la 
demande  en  retournant  Tépreuve  corrigée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  frai?  du 
tirage  à  part  seront  faits  par  la  Société. 


Conformément  à  des  décisions  prises  parle  Conseil  et  par  la 
Commission  d'impression  : 

I*»  Le  Bulletin,  depuis  le  Tome  XXVII,  paraît  tous  les 
trois  mois  ; 

a°  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  au  Bulletin  son! 
instamment  priés  d'inscrire  en  tête  de  leurs  manuscrits  la 
classification  que  leur  assigne,  d'après  le  sujet  traité,  V Index  da 
Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques  ; 

3^  Ils  sont  également  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  po.s* 
sible,  la  proportion  de  une  figure  pour  quatre  pages  de  texte 
imprimé. 
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BULITETIN 

DE    LA 

SOCIÉTÉ   MATHÉMATIQUE   DE  FRANCE- 


COMPTES  KKNDUS  ÛKS  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  8  NOVEMBRE  1906. 

PRKSIDBNGB   DB  là.   HADAMARD. 

Communications  : 

M.  Lecornu  :  Sur  l'extinction  du  frottement. 

M.  Raffy  :  Sur  V isothermie  relative  des  réseaux  et  sur  les 
caractéristiques  (asymptotiques  et  lignes  de  courbure)  des  sur- 
faces à  lignes  de  courbure  isothermes-conj uguées, 

M.  Hadamard  signale  deux  Mémoires  de  Worpitzkj^,  publiés 
dès  1870  et  où  se  trouvent  certains  résultats  fondamentaux  rela- 
tifs à  la  détermination  des  singularités  des  séries  entières. 


SÉANCE  DU  22  NOVEMBRE  1906. 

PRÉSIDENCE  DB  M.   HADAMARD. 

Communications  : 

M.  Fatou  :  Sur  certaines  séries  de  Taylor, 
M.  Remy  :  Sur  deux  classes  de  sur/aces  du  quatrième  ordre 
liées  à  l'octuple  gauche. 

M.  Hadamard  :  Sur  une  question  du  calcul  des  variations. 


SÉANCE  DU  G  DÉCEMBRE  1906. 

PRB8IDENCK    UB   M.    HADAMARD. 


Elections 


Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  K.-L.  Bar- 
ihels,  présenté  par  IVIM.  Raflfy  et  Grévy;  MM..  Guerby  etRousiers, 

XXXV.  1 
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préseolés  par  MM.  Bliilel  et  Grévv  ;  M.  Gargam  de  Moacetz,  pré- 
senlé  par  MM.  Picard  etRaffy  ;  M.  Lalesco,  présenté  par  MM.  Picard 
et  Hadamard. 

Communications  : 

M.  Maillet  :  Sur  diverses  propriétés  des  nombres  transcen- 
dants de  Liouville, 

M.  Lalesco  :  Sur  le  groupe  des  équations  trinômes  de  degré 
premier. 

M .  RaflTy  :  Remarques  sur  la  recherche  des  surfaces  isother- 
miques. 


SÉANCE  DU  20  DÉCEMBRE  1906. 

PRR8IDENCB  DE  M.   HADAMABD. 

Communications  : 

M.  Remy  •  Sur  une  famille  de  surfaces  hyperelliptiques  à 
quinze  points  doubles. 

M .  Raliy  :  Sur  la  recherche  des  surfaces  dont  les  courbures 
principales  sont  fonctions  l'une  de  l'autre. 


SÉANCE  DU  10  JANVIER  1907. 

PnKSIDKNGR   DE   M.    HADAMARD. 

La  Société,  réunie  en  Assemblée  générale,  procède  an  renoii- 
vellemetit  de  son  Bureau  et  d'une  partie  du  Conseil  d'administra- 
tion. Elle  entend  et  approuve  le  Rapport  de  la  Commission  des 
finances. 

La  Société,  réunie  en  Assemblée  générale  extraordinaire,  discute 
le  Rapport  présenté  par  la  Commission  de  revision  du  Règle- 
ment (*). 


(')  Le  texte  nouveau  du  Règlement,  tel  qu'il  résulte  des  décisions  prises  diiiis 
cette  séance,  est  inséré  dans  le  présent  Volume,  p.  xvi  et  suiv. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  L'ETTINGTION  DU  FROTTEMENT; 
Par   m.    L.    Lecorivu. 

Dans  une  Adresse  lue  en  igoS  au  Congrès  de  rAssociation  fran- 
çaise pour  ravancement  des  sciences^  M.  Appell  appelait  ralteo- 
lion  sur  divers  cas  où  le  mouvement  d^un  système  s^efTeclue  de 
façon  que  le  travail  de  frottement  diminue  de  plus  en  plus,  comme 
si  le  système  cherchait  à  échapper  au  frottement:  c^est  ce  qui 
arrive  notamment  dans  le  glissement  d%in  cerceau  ou  d\ine  boule, 
glissement  qui  aboutit  finalement  à  un  simple  roulement,  ou  en- 
core dans  le  redressement  progressif  de  l'axe  d'un  corps  de  révolu- 
tion tancé  sur  un  plan  horizontal. 

Je  voudrais  signaler  ici  un  autre  exemple  assez  général,  dans 
lequel  la  même  tendance  se  manifeste  avec  une  netteté  particu- 
lière. 11  s'agit  du  mouvement  d'un  ensemble  quelconque  de  sphères 
homogènes  qui  ont  leurs  centres  fixes  et  qui  exercent  à  leurs  divers 
points  de  contact  des  pressions  mutuelles  données. 

Je  suppose  d'abord  que  le  système,  après  avoir  été  lancé  d'une 
façon  arbitraire,  soit  entièrement  abandonné  à  lui-même.  Considé- 
rons deux  de  ces  sphères,  S|  et  Ss,  tangentes  en  un  point  A. 
Soient  j?!,  ^4,  Zi  elXa,j^2,  Z2  les  coordonnées  de  leurs  centres  0| 
et  O2  par  rapport  à  trois  axes  fixes  rectangulaires.  Soient /;«,  ^1, 
Ti  et  /?2,  q2y  Ts  les  composantes  de  leurs  rotations.  Soient  enfin  Ç, 
Ti,  !^  les  coordonnées  de  A.  La  vitesse  de  glissement  V  de  Sa  par 
rapport  à  S|  a  pour  composantes  : 

Si  F  désigne  l'efibrt  tangentiel,  de  grandeur  constanle,  que  la 
sphère  S4  éprouve  de  la  part  de  Sa  en  vertu  du  frottement,  les 

composantes  de  cet  effort  sont  F  y  >  F^,  F^*  et  le  moment  de  F 
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par  rapport  à  0|  a  pour  composantes  : 

F 

L=  y[w(iî— ri)  — ♦'(?  — «i)Ji 

D'autre  part,  la  relatioa  V-=  u^ -\- v* -{- w*  donne,  en  remar- 
quant que  u  ne  contient  pas/?i  : 

On  est  ainsi  conduit  aux  trois  identités  : 

àpx  àqx  àri 

Si  donc  Al  désigne  le  moment  d*inertie  de  la  sphère  Si  par 
rapport  à  l'un  de  ses  diamètres,  les  équations  du  mouvement  de 
cette  sphère  sont 

les  sommations  étant  étendues  à  toutes  les  sphères  qui  sont  en 
contact  avec  S|,  ou,  en  d'autres  termes,  à  toutes  les  vitesses  V 
dont  l'expression  renferme  p^,  q%^  r^ 

Ceci  posé,  considérons  la  fonction  ^  =  SF  V  calculée  pour  l'en- 
semble de  tous  les  points  de  contact  existant  dans  le  système  donné 
de  sphères.  On  peut  écrire  : 

'^'-dt=~àji'     ^'~dr-~df/     ^'~dt""~dF^' 

d'où 

Si  nous  faisons  la  somme  de  toutes  les  équations  aualogues,  et 
si  nous  désignons  par  —rr  la  dérivée  totale  de  ^  par  rapport  au 
temps,  il  vient 


d^ 
dt 
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Cette  dérivée  est  donc  négative,  et  par  conséquent:  la  somme 
des  vitesses  de  glissement  multipliées  par  les  efforts  tangentiels 
correspondants  est  constamment  décroissante,  ou  bien  encore  : 

Le  travail  du  frottement,  rapporté  à  chaque  instant  à 
V unité  de  temps,  tend  constamment  vers  zéro. 

La  démonstration  s'applique  tant  qu'il  y  a  effectivement  glisse- 
ment en  chacun  des  points  de  contact.  Examinons  ce  qui  se  passe 
quand  pour  l'un  de  ces  points,  A  par  exemple,  le  glissement  se 
transforme  en  roulement.  A  ce  moment,  V  s'annule  et  l'eflbrt  tan- 
gentiel  prend  une  valeur  y  inférieure  à  F;  sa  direction  est  sim- 
plement assujettie  à  demeurer  dans  le  plan  tangent  commun  aux 
sphères  S|  et  S2.  Soient  a,  ^,  ^  les  cosinus  directeurs  de/.  Si  l'on 
appelle  W  la  fonction  SF  V  calculée  en  laissant  de  côté  A,  les  équa- 
tions du  mouvement  de  S4  et  Sa  sont 

A.^=/[P(î-..)-YOl-r.)]-^. 


A«#=-/fP(î— «)-ir(''-^')]-5^.' 


Si  l'on  forme  l'expression 

le  coefficient  de  fd  est 

Ce  coefficient  est  nul,  car  il  représente  la  dérivée  -7-*  de  la 

quantité  {/,  qui  est  nulle  pendant  le  roulement.  ^  et  y  disparaissent 
de  même,  et  il  reste  seulement 

""  ûj^i    dt        âqi    dt         drx    dt        dpi    dt        dq^    dt        art    dt 
D'ailleurs,  pendant  le  roulement,  la  fonction  ^  ne  diffère  pas  de 
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la  fonction  W,  On  voit  donc  que  la  siibslitution  du  roulement  au 
glisseinent  ne  modifie  pas  les  conclusions  précédentes. 

Imaginons  actuellement  que  Tune  des  sphères,  S|  par  exemple, 
soit  assujettie  à  tourner  autour  d\in  axe  fixe  passant  par  son  centre. 
Si  a,  b,  c  sont  les  cosinus  directeurs  de  cet  axe  et  si  ai  désigne  la 
vitesse  de  rotation,  on  a  /i|  =  aa>,  q^  =  6o>,  Ti  =  cco  et  Téquation 
du  mouvement  de  S^  est 


d'où 


dt  \    dpx  Oqx  àr^J 

.  *.($)■ -M(t)'-(t)'-(^)1 

\dpx    dt        dqt    dt        d/'i  dt /' 

de  sorte  que  la  fixité  de  Taxe  de  rotation,  tout  en  supprimant  Tin- 
dépendance  de/7|,  ^4,  /'i,  laisse  subsister  le  théorème  fondamental. 
Il  en  est  évidemment  de  même  quel  que  soit  le  nombre  des  sphères 
obligées  de  tourner  autour  d'axes  fixes. 

Nous  allons  maintenant  supposer  qu'au  lieu  d'abandonner  le 
système  a  lui-même,  on  applique  sur  une  ou  plusieurs  des  sphères 
qui  le  composent  des  forces  telles  que  chacune  des  sphères  ainsi 
actionnées  tourne,  avec  une  vitesse  constante,  autour  d'un  axe  fixe. 
Admettons  par  exemple  que  tel  soit  le  cas  de  la  sphère  S4.  Il  faut 
alors,  dans  les  équations  du  mouvement,  considérer  />|,  Çi,  /'i 
comme  des  constantes  données,  et,  par  contre,  supprimer  les  trois 
équations  qui  se  rapportent  au  mouvement  de  S|.  Les  autres 
équations  subsistent  sans  modification.  En  combinant  ces  der- 
nières, et  remarquant  que  dpty  dq^^  dr^  sont  nuls,  on  retrouve 
l'équation 

s=-2-[(ï)'-(tr-(ï)']- 

La  fonction  4>  est  donc,  ici  encore,  constamment  décroissante. 

Du  moment  où  l'une  des  sphères  ou  plusieurs  d'entre  elles  sont 
aiiïsi  iisstijellies  à  conserver  des  vitesses  constantes,  il  peut  arriver 
que  le  système  atteigne  fiiiulement  un  état  permanent  dans  lequel 
persistent  certains  glissements.  Quand  cet  état  final  se  trouve  réa- 
lisé, c'est-à-dire  quand  toutes  les  quantités  p^  q,  r  cessent  de 
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varier,  on  a,  pour  loutes  les  valeurs  des  indices, 

â^  d<P  d4> 

âp  àq  dr 

et  par  conséqnenL  la  fonclion  4^    présente  alors    uu    minimum. 
D'après  cela  : 

Uéiat  final  est  tel  que  le  traçait  de  frottement  dans  Vunité 
de  temps  soit  le  plus  petit  possible. 

Observons  encore  que  les  sphères  tournant  autour  d'axes  fixes 
peuvent  être  remplacées  par  des  corps  de  forme  quelconque, 
homogènes  ou  non,  pourvu  que  chacun  de  ces  corps  tourne  autour 
d'un  axe  fixe  et  présente  des  surfaces  de  révolution  touchant  les 
corps  voisins  en  des  points  qui  demeurent  fixes.  Car,  dans  ces 
conditions,  les  équations  du  mouvement  ne  se  trouvent  aucune- 
ment modifiées. 

Comme  application  très  simple  et  facilement  réalisable,  consi- 
dérons trois  cylindres  C,  C| ,  C2  à  axes  fixes  parallèles  de  rayons  R, 
Rt,  R2  et  supposons  que  les  deux  cylindres  C|,  C^  soient  obligés, 
par  des  forces  extérieures,  à  tourner  en  sens  contraire  avec  des 
vitesses  circonférentielles  constantes  u^  et  1/21  tandis  que  le  troi- 
sième cylindre  C  est  en  contact  avec  eux.  Soient  Fj  et  F2  les  efl'orts 
tangentiels  exercés  par  Ci  et  C2  sur  C  lorsqu'il  y  a  glissement; 
soient  A  le  moment  d'inertie  de  C,  R  son  rayon,  u  sa  vitesse  cir- 
conférentielle.  En  prenant  pour  sens  positif  des  rotations  celui 
du  cvlindre  Ci,  l'équation  du  mouvement  de  C,  pendant  que  ce 
cylindre  glisse  au  contact  des  deux  autres,  est 

Dans  cette  expression  [F|]  désigne  la  force  F|  prise  avec  le 
signe  du  glissement  relatif  M|  +  u,  et  [F2]  la  force  F2  prise  avec 
le  signe  du  glissement  relatif  it^ —  u,  La  fonction  ^  est  ici 

4»  =  F|[M,-hM]-hF,[u,— aj, 

[ttiH-  (/]et[M2 — m]  désignant  les  valeurs  absolues  de  u^  —  u  et 
«2 —  w.  On  en  déduit 
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et,  par  suite, 


On  vérifie  ainsi  que  la  fonction  <i>  est  constamment  décroissante. 
Supposons  en  particulier  que  le  cylindre  C  parte  du  repos,  et 
admettons,  ce  quMl  est  toujours  loisible  de  faire,  que  Ton  ait 
F2<<F|.  Au  début  du  mouvement,  il  y  a  glissement  à  la  fois  sur 
les  deux  cylindres  C|  et  Ca  et  Téquation  du  mouvement  est 


d'où 


K   du 


R« 


Le  mouvement  continue  dans  ces  conditions  jusqu'à  ce  que  Ton 

ait  e/2  =  tt,  ce  qui  arrive  au  bout  du  temps  t  =  p.^-, — ^=^-t"  A  cet 
^  ^  K»(ri— t'i) 

instant,  la  fonction  4>,  partie  de  la  valeur  F,  u^  +  Fji/j,  se  trouve 
réduite  à  la  valeur  F<(w,-h  u^).  Dès  lors,  le  glissement  sur  Cj  est 
supprimé  et  u  conserve  la  valeur  constante  u%^  de  sorte  que  4>  cesse 
de  varier.  La  constante  de  u  exige  que  Faction  tangentielle  Y\  au 
point  de  contact  de  C  avec  Ca  prenne  exactement  la  valeur  F|. 
Cela  est  possible,  puisque  F,  est  inférieur  à  F^;  mais  on  peut 
trouver  étonnant  que  Taction  tangentielle  éprouve  ainsi,  d'une 
façon  instantanée,  la  diminution  finie  Fa  —  Fj.  C'est  ici  le  lieu  de 
répéter  une  remarque  que  j'ai  déjà  formulée  dans  une  autre  occa- 
sion :  la  théorie  précédente  considère  les  cylindres  comme  rigon» 
reusement  indéformables  et  letir  attribue  ainsi  une  propriété  que 
ne  possèdent  jamais  les  solides  naturels.  En  réalité,  au  moment 
où  le  glissement  de  C  sur  Ca  fait  place  au  roulement,  l'action  tan- 
gentielle s'abaisse  rapidement,  mais  non  pas  subitement,  de  la 
valeur  Fa  à  la  valeur  F4.  Cet  abaissement  a  pour  conséquence  une 
sorte  de  détente  des  surfaces  en  contact  accompagnée,  en  vertu  de 
réiasticité  des  solides  naturels,  d'un  déplacement  de  la  couche 
extérieure  de  chaque  cylindre  par  rapport  aux  couches  sous- 
jacentes,  de  telle  sorte  que  pendant  la  très  courte  période  de  tran- 
sition dont  il  s'agit  il  n'est  pas  permis  de  considérer  les  cylindres 
comme  des  solides  invariables.  Et,  de  celte  façon,  toute  difficulté 
disparaît. 
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EXTENSION  A  L'ESPACE  DU  THÉORÈME  DES  POLYGONES 
DE  PONGELET  PAR  DES  FOLTÉDRES  RÉTICULÉS; 


Par  m.  g.  Fontkiné, 


I. 


1.  J'ai  appelé  polyèdres  réticulés  des  polyèdres  de  genre  un, 
dont  les  faces  sont  des  quadrilatères  eldonl  les  angles  solides  sont 
des  angles  tétraèdres  [Bulletin,  1904  à  190G).  La  nature  d^un  po- 
lyèdre réticulé  dépend  de  trois  nombres  caractéristiques/?,  q^  r; 
je  supposerai  ici  r=  1;  la  figure  est  faite  pour  le  cas/>  =  4»  y  =  4i 
mais  je  raisonnerai  en  prenant /?  elq  quelconques. 

Avec  /•=!,  le  nombre  des  sommets  ou  des  faces  est  pq;  le 
nombre  des  paramètres  dont  dépend  le  polyèdre  est,  régulière- 

Fig.  I. 


meni,  ^pq.  Si  le  polyèdre  doit  être  circonscrit  à  uue  quadrique  S 
et  inscrit  à  une  quadrique  S',  ce  qui  forme  2pq  conditions  (sauf 
réductions  possibles),  il  semble  qu'il  soit  en  général  déterminé.  Je 
montrerai  que  la  recherche  d^un  tel  polyèdre  est  un  problème 
doublement  indéterminé  lorsque  les  deux  quadriques  satisfont 
à  une  condition  invariante,  dépendant  naturellrment  des  valeurs 
attribuées  aux  nombres  caractéristiques  )[>  et  q. 

J'avais  pensé  tout  d^abord  que  la  question  devait  être  d'un  ordre 
plus  élevé  que  celle  des  polygones  de  Poncelet  :  il  se  trouve  qu'il 
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nien est  rien.  II  convient  toutefois  d'observer  que  Ton  suppose 
ici  r  =  1  ;  j'ai  examiné  précédemment  le  cas  r  =  a,  /?  =  2,  ^  =  a, 
pour  lequel  le  résultat  est  bien  différent  du  résultat  général  relatif 
au  cas  r=i  :  on  trouvera  au  paragraphe  IV  Tindication  de  ce 
résultat.  J'ajoute  que  la  question  reste  entière  pour  les  polyèdres 
trigonaux  à  angles  solides  hexaèdres,  ou  leurs  corrélatifs,  dont  j'ai 
signalé  l'existence  dans  mon  premier  Mémoire. 

2.  Les  arêtes  d'un  polyèdre  réticulé  se  distribuent  en  deux  sys- 
tèmes. Celles  du  système  A|B|  forment  des  contours  ponctuels 
A1B4C1D1,  ...»  A2B2C2D2,  ...,  et  des  contours  tangentiels 
(A|B,,  A2B2,  A3B3,  . ..),  (B,C,,  B2C2,  B3C3,  ...),  ...,  ainsi  ap- 
pelés parce  que  ce  sont  les  plans  de  deux  côtés  consécutifs  qui 
sont  des  éléments  du  polyèdre;  pour  les  polyèdres  que  nous 
aurons  à  considérer,  les  polygones  A|  B|  C| . . .,  A2B2C2. . .,  ... 
sont  des  polygones  plans,  dont  les  plans  ^9^/72^  •••  passent  par  une 
même  droite  XY;  en  conséquence,  les  droites  A|Bt,  A2B2,  ... 
sont  les  arêtes  d'un  angle  polyèdre  dont  le  sommet,  situé  sur  XY, 
sera  désigné  par  A,  et  l'on  désignera  de  même  par  B  le  point  de 
concours  sur  XY  des  droites  B|C|,  B2C2)  ...1  et  ainsi  de  suite. 
Les  arêtes  du  système  Ai  A 2  formeront  de  même  des  poly;;ones  plans 
A|  A2A3. . .,  B|  B2B3. . .,  . . .,  dont  les  plans  ^/,  6,  . . .  passent  par 
une  même  droite  ZT,  el,   par  une  conséquence   nécessaire,  les 

droites  A1A2,  B1B2,  ...  iront  concourir  en  un  point  P|  de  la 
droite  ZT,  les  droites  A2A3,  B2B3,  ...  iront  concourir  en  un 
point  P2  de  cette  même  droite,  et  ainsi  de  suite.  Ainsi,  la  droite  XY 
est  liée  au  premier  système  d'arêtes  ( plans />i,y92,  . . .,  et  points  A, 
B,  . . .),  tandis  que  la  droite  ZT  est  liée  au  second  système  d'arêtes 
(plans  a,  6,  . ..,  et  points  P,,  P2,  .. .). 

3.  Je  m'appuierai  sur  le  théorème  suivant  : 

Considérons  une  quadrique  S',  et  deux  droites  XY  et  ZT 
conjuguées  par  rapport  à  cette  quadrique  (  *  )  ;  soient  X'„  et  YJ,, 


(■)  On  peul  supposer  que  la  quadrique  S'  esi  un  ellipsoïde  dont  la  droite  ZT 
est  un  diamètre,  ou  môme  un  axe;  la  droite  XY  est  alors  la  droite  à  Tinfini  du 
plan  diamétral  correspondant. 
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Z'jj  ei  T^  les  points  où  cette  quadrique  est  rencontrée  par  les 
deux  droites  en  question. 

Soit  une  quadrique  U  doublement  tangente  à  la  quadrique 
S',  aux  points  TJ^  et  T^,  ;  soit  de  même  une  quadrique  V  double- 
ment tangente  à  la  quadrique  S',  aux  points  X^  et  Y^. 

Si  A«  est  un  point  quelconque  de  la  quadrique  S'  {Jig-  a), 
menons  de  ce  point  une  tangente  A|B|  à  la  section  u^  de  la 
quadrique  U  par  le  plan  XYA4  ou  /?i,  et  une  tangente  A|  A2 
à  la  section  Va  de  la  quadrique  V  par  le  plan  ZTA,  ou  a; 
l'enveloppe  du  plan  déterminé  par  ces  deux  tangentes  est  une 
quadrique  s. 

Cette  quadrique  S  est  doublement  tangente  à  la  quadrique  U, 
aux  deux  points  X©  et  Y©  de  cette  quadrique  situés  sur  XY; 
elle  est  de  même  doublement  tangente  à  la  quadrique  V,  aux 
deux  points  Z©  et  T©  de  cette  quadrique  situés  sur  ZT. 

Les  cordes  de  contact  des  quadriques  sont  données  par  le  Tableau 
suivant  : 


•    S' 

S 

u 

ZiTi 

X.Y, 

V 

X.Yi 

Z.T. 

La  quadrique  S'  contient  le  contour  X,  Zj,  Y^T|,, 

U  »  X,ZiY,Ti, 

»  V  »  XqZoYqTo* 

»  S  »  Xo  Zo  Yo  To  ; 

le  système  de  ces  quadriques  dépend  de  19  paramètres.  Elles 
admettent  toutes  quatre  comme  droites  conjuguées  les  deux 
droites  XY  et  ZT.  et  ont  un  tétraèdre  conjugué  commun  dont  les 
sommets  sur  XY,  par  exemple,  sont  les  deux  points  qui  sont  con- 
jugués par  rapport  à  chacun  des  deux  couples  Xq,  Yo  et  X^,  Y'^,. 
La  démonstration  peut  se  faire  avec  un  tétraèdre  de  référence 
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doDl  XY  et  ZT  sont  simplement  deux  arêtes  opposées;  les  équa- 
tions des  quadriqiies  sont  alors 

6'Y«)^(c'Z«^a^'ZT-+-^T*)=o, 

■  b  Y«)-H(c'Z«-+-  aA-'ZT  -h rf'T«)=  o, 
-6'Y«)4-(cZ»-+--2X:ZT-i-^fr«)   =  o,   . 
ô  YM^(cZ«H->.A  ZT4-rfT«)   =o. 

On  peut  choisir  comme  tétraèdre  de  référence  le  tétraèdre  con- 
jugué commun  aux  quatre  quadriques,  de  manière  à  avoir  A'=o, 


(S') 

(a'X«-i-JtA'XY 

(U) 

(aX'4-v.AXY 

(V> 

(a'X«-+-2A'XY 

(S) 

(a  X«-hi/i  XY 

A-'=o,  A  =  o,  /r  =  o  (*).  Voici  le  calcul,  en  rapportant  la  figure 
au  tétraèdre  de  référence  Xo  YoZqTo,  ce  qui  donne  a=  o,  6  =  o, 
c  =  o,  rf=o,  et  réduit  à  une  forme  1res  simple  l'équation  de 
Tenveloppe  cherchée  S.  Soit 


LIX-hVY-h\VZ^RT  =  o, 


('  )  Si  Ton  se  place  dans  les  conditioDS  de  la  note  précédente,  on  a  les  équations 


(U) 
(V) 
(S) 
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Téqualion  du  plan  qui  contient  les  tangentes  A|  B4,  Â|  Aa.  L'équa- 
tion du  plan  XYA|  B|  étant  Z  =  ^T,  on  a  pour  la  droite  A|  B| 

Z  ^  pT,        UX  4-  VY  -f-CWp  -+-  R)T  =  o, 

et,  pour  les  points  d'intersection  de  cette  droite  avec  la  qua- 
drique  CJ, 

2A(Wp-+-R)»XY-h(c'p«H-2A:'p-+.€f)(UX-^  VY)«=o, 
ou,  en  désignant  par  X4,  Y|,  Z4,  T|  les  coordonnées  du  point  A|, 

•2/r(WZt-hRT,)«XY-+-(c'Zf-H2A:'ZïTi-4-^'Tî)(UX-f-VY)»=o; 

Y 
en  écrivant  que  cette  équation  en  ■=t  a  une  racine  double,  on  a 

[(c'Zf-h...)UV-+- A( WZ, -h  RT,)«]«—(c'Z} -+-...)* U«V«=o, 
ce  qui  donne 

2(c'Z}-+-...)UVh-A(WZi4-RT,)«  =  o. 

La  tangente  A|  Aa  donne  de  même 

2(a'XJ  1- . .  .)WR -+- A:(UX|-h  V Y,)«  =  o. 

En  tenant  compte  de  ce  que  le  point  A|  esit  sur  la  quadrique  S', 
et  dans  le  plan  (U,  V,  W,  R),  on  a  donc  pour  l'équation  tangen- 
tielle  de  l'enveloppe  de  ce  plan 

UV       WR 

on  en  déduit  l'équation  ponctuelle 

yiXY-HA:ZT  =  o. 

(Si  l'on  veut  énoncer  le  théorème  en  partant  de  la  quadrique  S 
pour  arriver  à  la  quadrique  S',  au  lieu  de  prendre  un  point  A|  de 
celte  dernière  quadrique,  on  doit  prendre  un  plan  tangent  à  la 
quadrique  S.  Si  ce  plan  rencontre  XY  au  point  A  et  ZTau  point  P|, 
il  coupe  le  cône  de  sommet  A  circonscrit  à  la  quadrique  U  suivant 
deux  génératrices  dont  l'une  est  la  droite  AA,,  et  le  cône  de 
sommet  P^  circonscrit  à  la  quadrique  V  suivant  deux  génératrices 
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dont  Tune  est  la  droite  P|  A|  ;  le  lieu  du  point  A4,  commun  à  ces 
deux  droites,  est  la  quadrique  S^) 

4.  Des  considérations  géométriques  permettent  de  prévoir  que 
l'enveloppe  du  plan  des  deux  tangentes  A|B|  et  A1A2  est  une 
quadrique  dont  l'équation  est  de  la  forme 

(aX«-f- 2/1XY -h  ô  Y«)-h  e(cZ«-4-. .  .-f-. . .)  =  o; 

mais  cela  ne  donne  pas  la  valeur  6  =  1.  Les  deux  quadriques  V 
et  S' sont  bitangentes  aux  points  XJ^  et  Y'^,  et  les  plans  tangents  en 
ces  points  se  coupent  suivant  ZT;  le  point  P|  étant  sur  ZT,  le  cône 
de  sommet  P|,  circonscrit  à  la  quadrique  V,  est  bitangent  à  la 
quadrique  S',  aux  points  X'^  et  Y'^,  et  la  coupe  par  suite  suivant 
deux  coniques  ^',  ets'^,  dont  les  plans /?,  et  p^  passent  par  XY;  dès 
lors,  quand  le  point  A|  se  déplace  sur  la  conique  ^'^,  le  plan  des 
deux  tangentes  A|B|  et  A|  A^  reste  tangent  au  cône  de  sommet  ?« 
qui  a  pour  base  la  conique  Ut  suivant  laquelle  le  plan  p^  coupe  la 
quadrique  U.  Le  cône  de  sommet  A,  circonscrit  à  la  quadrique  U, 
coupe  de  même  la  quadrique  S'  suivant  deux  coniques  ^^  et  ^^, 
dans  les  plans  a  et  6  passent  par  ZT;  dès  lors,  quand  le  point  A| 
se  déplace  sur  la  conique  s'^,  le  plan  des  deux  tangentes  A|B| 
et  A1A2  reste  tangent  au  cône  de  sommet  A  qui  a  pour  base  la 
conique  Va  suivant  laquelle  le  plan  a  coupe  la  quadrique  V.  Ainsi 
Tenveloppe  cherchée  est,  de  deux  manières  dili'érentes,  enveloppe 
de  cônes  du  second  degré;  les  cônes  du  premier  système  ont  leurs 
sommets  sur  ZT  et  sont  tangents  aux  deux  plans  ZTXq,  ZTYo, 
aux  points  Xo  et  Yq;  les  cônes  du  second  système  ont  leurs 
sommets  sur  XY  et  sont  tangents  aux  deux  plans  XYZq,  XYTo, 
aux  points  Zo  et  T^.  Il  faut  montrer  qu'une  enveloppe  possédant 
ces  propriétés  est  une  quadrique. 

Pour  plus  de  clarté  considérons  la  question  corrélative.  Une 
surface  est  engendrée  de  deux  manières  différentes  par  des 
coniques;  pour  l'un  des  syslèmes,  les  plans  des  coniques  passent 
par  XY,  et  ces  coniques  passent  aux  points  X  et  Y,  où  elles  sont 
tangentes  aux  plans  ZTXelZTY-,  pour  l'autre  système,  les  plans 
des  coniques  passent  par  ZT,  etc.  La  surface,  rapportée  au  tétraèdre 
de  référence  X  YZT,  peut  être  représentée  par  l'un  ou  l'autre  des 
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deuTL  groupes  (Inéquations 

Z«=XY(p(X),         j  X«=  ZTiKix); 
OD  a  doQC,  pour  un  point  de  ia  surface, 

X«T»=  [jiY*«p(X), 
|x«Y*  =  XT«4;(|x), 
d'oà,  en  multipliant, 


4'(i^)' 


comme  cela  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  X  et  [x,  on  a  nécessaire- 
ment 

-^ —  =  -j-i — -  =  const.  =  A:  ; 

l'équation  de  la  surface  est  alors 

ZT  =  ytXY.  G.  Q.  F.  D. 

5.  J*inlroduis  maintenant  les  quadrilatères  tels  que  A1B1B2A2. 
Les  tangentes  A,  B|  et  A|  A2  menées  des  points  A|  de  la  quàdrique 
S'  aux  deux  quadriques  U  et  V,  dans  les  plans  A{XY  et  A|ZT, 
percent  encore  la  quàdrique  S'  aux  points  B|  et  A^:  du  fait  que 
les  droites  XY  et  ZT  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  quà- 
drique S',  les  droites  AA2  et  P4B1  se  coupent  en  un  point  B2 
situé  sur  la  quàdrique  S'  :  on  obtient  ainsi,  dans  un  plan  langent 
H  S,  le  quadrilatère  pian  A1B1B2A2  inscrit  à  S',  et  dont  les  côtés 
opposés  se  coupent  sur  XY  et  sur  ZT.  La  droite  A2B2  estd^ailleurs 
une  des  deux  tangentes  que  l'on  peut  mener  du  point  Aa  à  la  quà- 
drique D  dans  le  plan  A2XY  :  ces  deux  taugentes  déterminent  en 
effet  avec  la  droite  A2A1  les  deux  plans  tangents  que  Ton  peut 
mener  par  cette  droite  à  la  quàdrique  S;  la  droite  B1B2  est  de 
même  une  des  deux  tangentes  que  Ton  peut  mener  du  point  B|  à 
la  quàdrique  V  dans  le  plan  B4ZT. 

Relativement  au  fait  que  la  droite  A2B2,  par  exemple,  est  tangente 
à  la  quàdrique  U,  le  point  B2  étant  supposé  obtenu  par  la  droite 
P1B1B2,  je  ferai  la  remarque  suivante.  Lorsque  deux  quadriques 
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S'  et  U  sont  doublement  (angetiles,  ta  droite  qui  joint  les  points  de 
contact  étant  ZT,  la  droite  conjuguée  étant  XY,  si  Ton  coupe 
chacune  de  ces  deux  quadriques  par  deux  plans  passant  par  XY, 
les  deux  cônes  qui  contiennent  les  deux  sections  de  Tune  ou  l'autre 
quadrique  ont  les  mêmes  sommets,  situés  d^ailleurs  sur  la  droite ZT; 
il  suffit  pour  le  voir  de  considérer  les  choses  dans  un  plan  con- 
tenant ZT.  Dès  lors,  comme  le  point  P|  est  le  sommet  de  l'un  des 
deux  cônes  qui  contiennent  les  deux  coniques  s[  els'^y  ce  point  est 
aussi  le  sommet  de  l'un  des  deux  cônes  qui  contiennent  les  deux 
coniques  u^  et  U2  :  le  plan  A1B1Â2B2  est  tangent  à  ce  dernier  cône, 
puisque  la  droite  A|B|  est  tangente  à  la  conique  u^y  et  par  suite 
la  droite  AaBj  est  également  tangente  à  la  conique  u^ 

6.  Il  reste  à  appliquer  le  théorème  des  polygones  de  Poncelet. 
Considérons  les  sections  u  et  s' des  quadriques  U  et  S'  par  un  plan/^ 
passant  par  XY;  l'équation  de  ce  plan  étant  Z=pT,  les  deux 
coniques  en  question  sont  sur  les  deux  cônes 

(u)                aX«-i-2AXY  -h6Y«-+-(c'P«-h2A-'P-+-ûr)T«=o, 
(5')  a'X«-f-2A'XY-4-6'Y^-+-(c'P«-f- )T2=o. 

Les  racines  du  discriminant  de  la  forme  Xu-^s'  sont  les  racines 
des  deux  équations 

la -h  a'    XA-hA' 

Ih-hh'    X6H-6' 


X  -h  I  =  o, 


de  sorte  que  ces  racines  sont  indépendantes  de  p.  Dès  lors,  sous 
une  condition  unique  imposée  aux  deux  quadriques  U  et  S',  il 
existera  des  polygones  de  p  côtés  circonscrits  à  la  conique  u  et 
inscrits  à  la  conique  y,  quel  que  soit  le  plan  p.  Ce  fait  résulte 
encore  de  la  remarque  faite  à  la  fin  du  n^  0  :  si  un  plan  p  passant 
par  XY  donne  deux  coniques  u  et  s'  satisfaisant  à  la  condition  en 
question,  il  en  sera  de  même  pour  tout  autre  plan  p  passant  par  XY, 
puisque  le  sommet  d'un  cône  contenant  les  deux  coniques  s'  est 
aussi  le  sommet  d'un  cône  contenant  les  deux  coniques  u.  De 
même,  sous  une  condition  unique  imposée  aux  deux  quadriques  V 
et  S',  il  existera  des  polygones  de  q  côtés  circonscrits  à  la  conique  t^ 
et  inscrits  à  la  conique  â',  les  coniques  v  et  s'  étant  les  sections  des 
quadriques  V  et  S'  par  un  plan  a  passant  par  ZT. 
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Les  quadriques  U  et  V  étant  liées  à  la  quadrique  S' de  la  manière 
indiquée,  soit  A|  un  point  quelconque  de  la  quadrique  S'.  Consi- 
dérons, dans  le  plan  XYA|,  le  polygone  de  p  côtés  A|B|G|... 
inscrit  à  la  quadrique  S',  circonscrit  à  la  quadrique  U,  et,  dans  le 
plan  ZTA|,  le  polygone  de  q  côtés  A|  A2A3.. .  inscrit  à  la  qua- 
drique S',  circonscrit  à  la  quadrique  V.  On  a  immédiatement  le 
quadrilatère  A1B1B2A2,  on  en  déduit  les  quadrilatères  fi|  C1C2B2, 
CiDiD^Ca,  ...,  les  quadrilatères  A.2B2B3A3,  ASB3B4A1,  ...,  et, 
de  proche  en  proche,  on  obtient  un  polyèdre  réticulé  aux  caracté- 
ristiques p  et  q^  inscrit  à  la  quadrique  S'  et  circonscrit  à  la  qua- 
drique S.  Le  point  A|  variant  sur  la  quadrique  S',  on  obtient  une 
double  infinité  de  tels  polyèdres. 

Si,  au  lieu  de  partir  de  la  quadrique  S'  pour  arriver  à  la  qua- 
drique S,  on  faisait  le  contraire,  la  considération  des  polygones 
A|B|C|...,  A1A2A3...  serait  remplacée  par  celle  des  angles 
polyèdres  dont  il  a  été  question.  Si  l'on  envisage,  par  exemple,  les 
deux  cônes  de  sommet  A  circonscrits  aux  quadriques  U  et  S,  il 
doit  exister  des  angles  polyèdres,  ayant  des  arêtes  en  nombre  9, 
inscrits  au  premier  cône  et  circonscrits  au  second.  Les  relations 
entre  les  quatre  quadriques,  dans  cet  ordre  d'idées,  sont  indi- 
quées d'une  manière  très  concise  par  le  Tableau  suivant  : 


S' 

S 

U 

p 

9 

V 

9 

P 

7.  Le  système  des  deux  quadriques  S  et  S'  dépend  de  17  para- 
mètres (19 — 2  =  17).  Si  l'on  se  donne,  par  exemple,  la  qua- 
drique S',  le  système  des  deux  droites  conjuguées  XY  et  ZT 
dépend  de  4  paramètres,  et  chacune  des  deux  quadriques  U  et  V 
dépend  encore  de  deux  paramètres  (points  X©  et  Yq,  Z©  et  T©)  ;  la 
quadrique  S  dépend  donc  de  8  paramètres.  Ainsi  le  système  des 
deux  quadriques  S  et  S'  vérifie  une  condition  et  une  seule. 

Le  fait  énoncé  se  trouve  ainsi  établi  :  Étant  données  deux 


XXXT. 
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quadriques  S  ^/  S',  il  existe,  sous  une  condifion  invariante  de 
fermeture,  une  double  infinité  de  polyèdres  réticulés,  aux 
caractéristiques  p y  q^  i,  qui  sont  circonscrits  à  la  quadrique  S 
et  inscrits  à  la  quadrique  S'. 

Ces  polyèdres  sont  liés  à  deux  droites  fondamentales  XY 
et  ZT,  lesquelles  sont  deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre  con- 
jugué commun  aux  deux  quadriques. 

Les  arêtes  du  système  A|  B,  sont  tangentes  à  une  quadrique  L, 
celles  du  système  A,  Aj  sont  tangentes  à  une  quadrique  V. 

8.  Relative  ment  à  la  condition  de  fermeture,  observons  que  les 
racines  du  discriminant  de  la  forme  XS  +  S'  sont  les  racines  des 
deux  équations 

\a-ha'    \h-hh'  \  1  Xc-hc'     'kk -^  k'  \ 

nous  les  appellerons  X|,  X;i,  X3,  X4.  D'autre  part,  on  a  vu  au  n^  6 
que  les  racines  du  discriminant  de  la  forme  "ku-hs'  sont  les  racines 
des  deux  équations 

Xa-4-a'    \h^h'  I 
\h-hh'    \b-hb'     '"''* 


.  -h  I  =  o, 


et  les  deux  coniques  u  et  s'  doivent  admettre  des  polygones  de  p 
côtés  circonscrits  k  u  ei  inscrits  35';  de  même,  les  racines  du  dis- 
criminant de  la  forme  "ki^  -h  s^  sont  les  racines  des  deux  équations 

Xc  -Hc'     Ik-hk'  I 
\k-hk'    \d-hd: 


X  -t-  I  =  o, 


=  0, 


et  les  deux  coniques  v  ei  s'  doivent  admettre  des  polygones  de  q 
côtés  circonscrits  à  p  et  inscrits  à  5'.  Des  deux  relations  ainsi 
obtenues  entre  X,,  Xj,  — i  d'une  part,  et  Xj,  X4,  — 1  d'autre  part, 
on  déduira  la  relation  homogène  qui  doit  exister  entre  les  quan- 
tités X|,  X2,  X3  X4,  pour  que  les  deux  quadriques  S  et  S'  admettent 
des  polvèdres  aux  caractéristiques  />,  q,  i,  circonscrits  à  S  et 
inscrits  à  S'. 

9.  Il  serait  certainement  possible  d'introduire  dans  l'étude  de 
la  question  deux  arguments  elliptiques  u  et  v,  qui  seraient  les  para- 
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mètres  d'un  point  de  la  surface  S',  le  paramètre  s;  restant  constant 
le  long  d'une  section  de  la  surface  par  un  plan  contenant  XY  le 
paramètre  u  reslanl  constant  le  long  d'une  section  de  la  surface 
par  un  plan  contenant  ZT,  les  sommets  d'un  poljèdre  de  l'espèce 
indiquée  correspondant  aux  valeurs  suivantes  des  deux  paramètres 

'    '    •  .; 

a  et  b  désignent  respectivement  la  />**»•  et  la  ^*«»«  partie  d' 
période.  On  aurait  des  formules  de  la  forme 

X=Y/(i*),        x  =  T^((;),         YA(w;  =  T>5-(p), 
ou 


f{u)k(ç)    i(ç)    g(p)h(u)-"h(7r)' 


IL 


10.  Examinons  plus  particulièrement  le  cas/>  =  3,  y  =  3;  nous 
remplacerons  ici  la  noUtion  S'  par  la  notation  S". 

En  Géométrie  plane,  un  polygone  de  Poncelet  dépend  de  lo  pa- 
nmèlrcs  (5  +  4  4-1  =  10);   tout  pentagone  est  un  polygone  de 
Poncelet;  un  hexagone  n'est  un  polygone  de  Poncelet  que  s'il  a 
une  droite  de  Pascal  et  un  point  de  Brianchon;  etc.  Dans  Tespace, 
les  polyèdres  réticulés  dont  il  vient  d'être  question  dépendent  de 
»9P«inèlres(9-f8-|-2  =  i9).  Tout  polyèdre  réticulé  corres- 
pondant aux  valeurs  simples  /?  =  3,   y  =  3  est  un  polyèdre  de 
'espèce indiquée  :  il  a  en  effet  9  sommets,  9  faces,  et  on  peut  lui 
circonscrire  une  quadrique  S'',  lui  inscrire  une  quadriqiie  S;  un 
te'  polyèdre  dépend,  comme  je  l'ai  montré,  de  19  paramètres  (au 
iiea  de  18,  qui  serait  le  nombre  régulier)  ;  j'ai  fait  observer  aussi 
qw,  dans  on  polyèdre  de  cette   nature,    les  plans  des  triangles 
♦  tBiC,,  AjBaCj,  AjBsCs  passent  par  une  même  droite  XY,  etc. 

11-  Les  conditions  de  fermeture  relatives  aux  coniques  //  eis  , 
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^  ç  et  ^  du  n"  8  (je  mets  s"  au  lieu  de  s')  sont  ici 


iihv/X[ih/Xi=o,         i=tv/X,±:v/X^=o; 

la  condition  de  fermeture  relative  aux  deux  quadriques  S  et  S'^  est 
donc 

les  X  étant  les  racines  du  discriminant  de  lu  forme  XS  -+-  S";  c'est 
la  condition  que  j^avais  obtenue  par  un  calcul  très  pénible  dans 
mon  Mémoire  de  1904. 

En  Géométrie  plane,  pour  des  triangles  ABC  qui  doivent  être 
circonscrits  à  une  conique  S  et  inscrits  à  une  conique  S*^,  on  a  la 
condition 

v/x;±:v/x;±v/x;=o, 

les  X  étant  les  racines  du  discriminant  de  la  forme  XS  -+-  S*;  les 
triangles  ABC  sont  alors  conjugués  par  rapport  à  une  conique  S^ 
(intermédiaire  entre  S  et  S''),  et,  si  Ton  désigne  par  [X|,  [Xj,  [Xs  les 
racines  du  discriminant  de  la  forme  [jlS  +  S',  on  a 

[1,  -+-  |ii  H-  [Il  =  o  ; 

il  n^y  a  donc  aucune  différence  à  établir  entre  les  sommets  X,  Y, 
Z  du  triangle  conjugué  commun  aux  deux  coniques.  On  sait  qu'il 
n'en  est  pas  de  même  lorsqu'il  s'agit  de  quadrilatères,  la  condition 
de  fermeture  étant  alors 

Il  en  est  de  même  dans  Tespace,  et,  d'après  ce  que  l'on  a  vu  au 
paragraphe  I,  on  a  ce  théorème  : 

Lorsque  deux  quadriques  S  et  S"  satisfont  à  la  condition  (i), 
elles  admettent  trois  séries  de  polyèdres  réticulés,  aux  caracté- 
ristiques p=3^  9^  =  3,  circonscrits  à  S  et  inscrits  à  S",  ces  trois 
séries  de  polyèdres  étant  liées  aux  trois  couples  d'arêtes 
opposées  (TX,  YZ),  (TY,  ZX),  (TZ,  XY)  du  tétraèdre  con- 
jugué commun. 
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13.   Les  sommets  d'un  polyèdre  de  la  nature  indiquée  étant 

AiB,C|, 
AjBjCj, 
A|BjCs, 

nous  dirons  que  ce  polyèdre  est  conjugué  par  rapport  à  une  qua- 
drique  S'  si  le  plan  polaire  d'un  sommet  quelconque  (A|  par 
exemple),  relativement  à  la  quadrique  de  conjugaison,  est  le  plan 
de  la  face  opposée  (B2C2CSBS). 

Les  considérations  suivantes  éclaireront  la  nature  de  cette  con- 
jugaison. Soient  9  points,  d'abord  quelconques,  auxquels  nous 
donnerons  simplement  un  double  classement  d'après  les  lignes  et 
les  colonnes  du  Tableau  ci-dessus;  soit  en  outre  une  quadrique  S'. 
Si  l'on  demande  que  deux  quelconques  des  9  points,  n'appartenant 
ni  à  une  même  ligne  ni  à  une  même  colonne  du  Tableau,  soient 
conjugués  par  rapport  à  la  quadrique,  le  nombre  des  conditions 

imposées  est  égal  à  ■- — -  ou  18;  mais  il  y  a  là  seulement  17  con- 
ditions distinctes,  et  le  nombre  des  paramètres  dont  dépend  la 
figure  est  27  -H  9  —  17,  ou  19.  Les  quatre  points  B|,  C|,  Bj,  C2, 
par  exemple,  sont  dans  le  plan  polaire  du  point  A|,  et  l'on  a  un 
polyèdre  réticulé,  aux  caractéristiques  (3,  3),  conjugué  par  rap- 
port à  la  quadrique  S'.  Comme  un  polyèdre  de  cette  nature  dépend 
par  lui-même  de  19  paramètres,  si  on  le  suppose  donné  a  priori, 
il  admet  une  quadrique  conjuguée  S'.  La  conjugaison  en  question 
équivaut  dès  lors  à  9  conditions  distinctes. 

Que  les  17  conditions  relatives  à  un  système  de  9  points  quel- 
conques soient  remplacées  par  un  système  de  9  conditions  seule- 
ment lorsque  ces  points  sont  supposés  être  les  sommets  d'un 
polyèdre  réticulé,  c'est  ce  qu'il  est  facile  de  comprendre  :  du 
moment  que  les  points  B|,  C|,  B^,  C^  sont  dans  un  même  plan, 
une  condition  de  conjugaison  disparaît,  et  il  disparaît  ainsi  8  con- 
ditions; l'existence  des  9  plans  ne  forme  en  effet  que  8  conditions 
distinctes  (c'est  ainsi  que  le  polyèdre  dépend  de  19  paramètres  au 
lieu  de  18). 

13.  Cela  étant,  si  Ton  se  donne  deux  quadriques  S'  et  S'^,  la 
recherche  d'un  polyèdre  de  l'espèce  indiquée  qui  soit  conjugué 
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à  S'  et  inscrit  à  S''  est  un  problème  en  apparence  indéterminé, 
puisque  Ton  dispose  de  19  paramètres  pour  satisfaire  à  18  condi- 
tions; en  réalité,  c'est  un  problème  généralement  impossible,  et 
qui  ne  devient  possible  qu'en  devenant  doublement  indéterminé. 
Supposons  en  effet  que  les  deux  quadriques  S'  et  S"'  admettent  un 
tel  polyèdre,  et  soit  S  la  quadrique  qui  est  la  polaire  réciproque 
de  S"  par  rapport  à  S'  :  le  polyèdre  considéré  est  circonscrit  à  cette 
quadrique  S.  Les  deux  quadriques  S  et  S''  admettent  ainsi  des  po- 
lyèdres réticulés,  aux  caractéristiques  (3,  3),  circonscrits  à  S  et 
inscrits  à  S'';  les  racines  de  Téquation  en  X  pour  ces  deux  qua- 
driques vérifient  donc  la  condition  (i).  Or  les  racines  de  Téquation 
en  X  pour  S'  et  S'^  sont  les  racines  carrées  des  racines  de  l'équa- 
tion en  X  pour  S  et  S'',  prises  avec  des  signes  convenables;  on  le 
voit  en  rapportant  les  trois  quadriques  à  leur  tétraèdre  conjugué 
commun  ;  on  a  donc  pour  les  quadriques  S' et  S''  une  condition  de 
la  forme 

6i|Jii-f-ftî|Ji|-he,|Ji,-i-  [1^=0        (e  =±i). 

Comme  deux  arêtes  du  tétraèdre  conjugué  commun,  XY  et  ZT 
par  exemple,  jouent  un  rôle  particulier  pour  les  polyèdres  con- 
sidérés (circonscrits  à  S  et  inscrits  à  S*),  la  condition  est  certaine- 
ment de  la  forme 

(2)  î^i-H[Xi—  [1,—  ^l^=o. 

14.  Réciproquement,  si  deux  quadriques  S  et  S*  satisfont  à 
la  condition  (i),  de  sorte  qu^ il  existe  trois  séries  de  polyèdres 
réticulés,  aux  caractéristiques  3,3,  circonscrits  à  S  et  inscrits 
à  S",  les  polyèdres  de  chaque  série  sont  conjugués  par  rapport 
à  une  quadrique  S'  :  les  trois  quadriques  dont  il  s^agit,  S',,  Sj, 
Sj,  sont  trois  des  huit  quadriques  par  rapport  auxquelles  les 
quadriques  S  et  S"  sont  polaires,  réciproques,  à  savoir  celles 
qui  vérifient  une  condition  de  la  forme  (2). 

Les  équations  des  deux  quadriques  étant 

(S)  X«H-^»-+-<5»-^  /«  =  o, 
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on  peut  toujours  supposer  que  la  condition  (i)  est 
(i')  a-^  b  -{-  c  -h  d  =  o; 

les  équations  des  quadriques  S'  sont  alors 
(S;  )  —  aa-» -h  6^«H-  C5*—  rf/«  =  o, 

(S;)  ax^   -^,jr«-HC3«-rf/*=0, 

CSi)  ax^-hby*— cz*—dt*  =  o^ 

et  Ton  a,  par  exemple,  pour  la  dernière 

(a')  a-hb—{—c)-{-d)=o; 

j'ai  vérifié  ce  résultat  en  su|>posant  a  =  b. 

Le  polyèdre  que  j'ai  considéré  dans  mon  premier  Mémoire  est 
conjugué  par  rapport  à  la  quadrique 

(S')     d'(à—d)(^x*-h^}r^'h^z^-h^n\-h{ax-hby-^c9-^-dt)*=o. 


III. 

15.  Pour  y9  =  4i  9  =4;  '^  condition  de  fermeture  relative  aux 
coniques  u  et  s'  du  n°8  est  que  Tune  des  racines  de  l'équation  enX 
soit  égale  à  la  somme  des  deux  autres;  on  peut  avoir 

>., -hXj  =  i,        ou  bien        Xi  — Xj  =  ±i, 

et,  selon  l'hypothèse  adoptée,  les  diagonales  du  quadrilatère 
A|B|C|D|,  circonscrit  à  u  et  inscrit  à  s',  passent  par  tel  ou  tel 
des  trois  sommets  du  triangle  autopolaire  commun  aux  deux 
coniques  :  avec  l'hypothèse  X|  -+-  Xa=  i,  ce  sommet  est  le  point  où 
la  droite  ZT  perce  le  plan  des  deux  coniques,  tandis  que.  avec 
l'hypothèse  X|  —  A2  =  ifc  i ,  ce  sommet  est  l'un  des  deux  points  de 
la  droite  XY  qui  sont  conjugués  communs  pour  les  deux  qua- 
driques U  et  S';  il  j  a  là  deux  choses  bien  distinctes.  Relativement 
aux  deux  coniques  (^  et  y,  ou  peut  de  même  avoir 

Xa-hX4  =  i,         ou  bien         X| — X4  =  =hi; 
avec    la    première    hypothèse,    les    diagonales    du     qiiadrilalère 
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A1A2A3A4  passent  au  point  où  la  droite  XY  perce  le  plan  des 
deux  coniques,  tandis  que,  avec  la  seconde  hypothèse,  elles 
passent  par  l'un  des  deux  points  de  la  droite  ZT  qui  sont  con- 
jugués communs  pour  les  deux  quadriques  V  et  S'. 

•D'après  les  considérations  qui  sont  exposées  dans  mon  Mémoire 
de  1905,  on  doit  avoir,  par  exemple, 

Xt-hX,=  i,        X^  — Xs=i; 

les  diagonales  du  quadrilatère  A|B|C|D|  passent  au  point  où  la 
droite  ZT  rencontre  le  plan  de  ce  quadrilatère,  tandis  que  les  dia- 
gonales du  quadrilatère  A1A2A3A4  passent  par  l'un  des  deux 
points  de  la  droite  ZT  qui  sont  conjugués  communs  pour  les  deux 
quadriques  S  et  S'.  Par  exemple,  si  S  et  S'  sont  deux  ellipsoïdes 
dont  ZT  est  un  axe,  le  premier  étant  intérieur  au  second,  les  qua- 
drilatères A|  B|  C«  D|  sont  des  quadrilatères  convexes  donl  les  dia- 

Fig.  3. 


gonales  se  coupent  sur  l'axe  en  question,  ei  les  quadrilatères 
A,  AaA3A4  sont  disposés  comme  l'indique  la  figure  ci-dessous  : 
les  diagonales  se  coupent  au  point  T  parce  que,  dans  la  relation 
X^  =  X3  -i-  I ,  c'est  X4  qui  joue  un  rôle  à  part. 

La  condition  à  laquelle  satisfont  les  deux  quadriques  S  et  S'  est 
alors 

(3)  Xi -h  X. -h  Xj  —  Xi  =  o, 

cl  elle  peut  prendre  les  trois  formes 

X4 — A|=Xj-f-Xj,  /^ — ^^î—  ^s+'^lî  ^* —  Xj=Xi-t-Ai. 
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Lorsque  cette  condition  est  remplie ^  les  deux  quadriques  S 
et  S'  admettent  donc  trois  séries  de  polyèdres  réticulés,  aux 
caractéristiques  4?  4j  circonscrits  à  S  et  inscrits  à  S'.  Ces  trois 
séries  de  polyèdres  sont  liées  aux  trois  coup/es  d'arêtes  opposées 
du  tétraèdre  conjugué  commun  XYZT  :  les  arêtes  TX,  TY,  TZ 
jouent  successivement  le  rôle  que  jouait  ci-dessus  l'arête  TZ. 


IV. 


16.  Ce  paragraphe  est  compicaement  indépendant  de  ce  qui 
précède. 

Le  polyèdre  réticulé  qui  correspond  aux  valeurs 

p  =  If        ^  =  2,        r  =  'À 

a  8  faces  quadrangulaires,  8  angles  solides  tétraèdres;  dans  la 
figure  suivante  les  faces  sont  ABD'C,  BCA'D',  ...,  et  ABB'A', 
BCC'B',  .... 

Ce  polyèdre  dépend  exceptionnellement  de  paramètres  en 
nombre  %pqr  -\-  i  ou  17.  Comme  les  8  sommets  forment  en  outre 
un  système  de  points  de  Lamé,  en  même  temps  que  les  8  plans  des 


faces  forment  un  système  de  plans  de  Lamé,  le  problème  de  con- 
struire un  tel  polyèdre,  circonscrit  à  une  quadrique  S  et  inscrit  à 
une  quadrique  S',  est  un  problème  triplement  indéterminé  en 
apparence  :  j'ai  montré  que  ce  problème  est  en  réalité  un  problème 
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généralement  impossible,  et  qui  ne  devient  possible  qu'en  devenant 
quadruplement  indéterminé;  la  condition  de  fermeture  est 

(4)  X,-i-X,=  X3-i-X4. 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  Volume  du  Bulletin  pour  1906 
{Sur  une  configuration  remarquable  flans  respace),  j'ai  con- 
sidéré une  figure,  comprenant  8  points  et  8  plans,  que  j'ai  appelée 
un  octuple  gauche  complet  :  les  8  points  et  les  8  plans  de  cette 
figure  sont,  de  trois  manières  différentes,  les  sommets  et  les  plnns 
des  faces  d'un  polyèdre  réticulé  aux  caractéristiques  2,  a,  a  (foc. 
cit.,  fig,  3).  On  peut  dire,  et  c'est  sous  cette  forme  que  j'ai 
démontré  le  théorème  : 

Le  problème  de  construire  un  octuple  gauche  complet,  cir- 
conscrit à  une  quadrique  S  et  inscrit  à  une  quadrique  S\  est 
un  problème  triplement  indéterminé  en  apparence  :  ce  pro- 
blème est  en  réalité  un  problème  généralement  impossible,  et 
qui  ne  devient  possible  qu'en  devenant  quadruplement  indéter- 
miné. 

17.  La  condition  (4)  ne  doit  pas  être  considérée  comme  une 
dépendance  des  conditions  planes 

X,-+-X,=  |,  X,H-X4  =  I,      > 

ou 

Xi  —  Xj=i,       \ — X|=i, 

ou 

X|  —  Xs=i,        X^ — Xi  =  i, 

du  n^  15.  Toutefois,  parmi  les  polyèdres  en  nombre  quadruple- 
ment infini  que  l'on  a  à  considérer  ici,  se  trouvent  des  polyèdres 
en  nombre  doublement  infini  pour  lesquels  les  deux  quadrilatères 
ABCD  et  A'B'C'D',  généralement  gauches,  sont  des  quadrilatères 
plans  dont  les  plans  passent  par  XY,  en  même  temps  que  les  deux 
quadrilatères  AA'GC  etBB'DD',  généralement  gauches,  sont  des 
quadrilatères  plans  dont  les  plans  passent  par  ZT;  pour  ces 
polyèdres  particuliers,  les  considérations  du  n**  15  sont  valables  : 
les  diagonales  AC  et  BD,  A'C  et  B'D'  se  coupent  sur  ZT,  les 
diagonales  AC  et  A'C,  BD  et  B'D'  se  coupent  sur  XY,  et  l'on  a 
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deux  relations 

qui  donnent  lieu  à  la  relation  (4)*  [On  doit  ici  considérer  le 
polyèdre  de  la  figure  4  comme  une  dégénérescence  du  polyèdre 
réticulé  aux  caractéristiques  (4,  4?  0>  ^^^  quadrilatères  A"B*'G"D'' 
et  A'"B'"C"^D'"  étant  confondus  avec  les  quadrilatères  CDAB  et 
C'D'A'B'.] 


SUR  DIVERSES  PROPRiiTÉS  DES  NOMBRES  TRANSCENDANTS 
DE  LIOÏÏVILLE; 

Par  m.  Edmond  Maillet. 
1.  —  Introduction. 

Dans  cette  Note,  je  m'occupe  d'ensembles  formés  de  nombres 
de  LiouvîUe  correspondants,  avec  ou  sans  adjonction  de  nombres 
rationnels.  Pindique  des  catégories  étendues  C  de  nombres  de 
Liouville  pour  lesquelles  sont  vraies  ces  propriétés  : 

V 

I"  Est   impossible  l'identité  o  =^^0^^*'*?  où  les  a,/i,  7^0,  et 

0 
les  bny  distincts,  sont  des  nombres  de  Liouville  d'une  même  caté- 
gorie ou  ensemble  C  ou  des  nombres  rationnels.  Exemple  :  sin6;n 
est  transcendant. 

2"  Les  Cm  étant  des  nombres  rationnels  ^i,  el  les  dm  des 
nombres  de  Liouville  réels  >*  1  de  C,  tout  polynôme  à  coefficients 
entiers  positifs  formé  avec  dmj  c^T^  ^m>  ^m  ^^^  ""  nombre  trans- 
cendant. 

Ces  propriétés  entraînent  comme  cas  particuliers  ou  corollaires 
divers  théorèmes,  dont  certains  ont  été  indiqués  par  moi  antérieu- 
rement (*). 

(  '  )  Bull.  Soc.  math.,  1906,  p.  226,  et  Introduction  à  la  théorie  des  nombres 
transcendants  et  des  propriétés  arithmétiques  des  fonctions,  Paris,  Gauthier- 
Villars,  1906,  p.  34. 
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II.   —  Ensembles  de  nombres  de  Liou ville  correspondants. 

Soient  I,  I',  F,  . . .  des  irrationnelles  réelles  ou  imaginaires  (*), 
limites  des  suites  de  fractions  rationnelles 

(fi  =  PiQTS  •>        '/.=  P«Q«S         ...,        pouri, 

(I)       i;  =  P'.Q'r^ i;=p;q«* pourr, 


avec  Q«+i^Qrt,  Q'„+,SQ',,,  ...,  limQ„  =  limQ'„=...  =  ûo  pour 
/2  =  00,  tous  les  dénominateurs  Q/,,  Q',^  . ..  étant  supposés  réels. 
Je  pose 

(^)       e«  =  1 1  - 1„  I  =  Q-?«,      e;,  =  I  F'  -  rj  =  Q'-^-,      .... 

J'admets  encore  que  l'on  puisse  trouver  une  infinité  de  valeurs  /i, 
de  n  telles  que  Ton  ait 

(3)      [?''.>«'    Q;..=QnS     Qî..=Qr:\ 

OÙ  a  est  aussi  grand  que  Ton  veut,  <t„^,  ffj^,  . ..  sont  positifs  et  ont 
une  limite  inférieure  et  une  limite  supérieures  communes  pour 
lim/i|=:oo,  T^^,  T^^,  ...  sont  positifs  et  ont  une  limite  inférieure 
commune  pour  lim/i|  =  oo,  mais  non  forcément  une  limite  supé- 
rieure. On  sait  qu'alors  i,  I',  F,  ...  sont  des  nombres  transcen- 
dants de  Liouville.  Je  dirai  que  cos  nombres,  satisfaisant  aux 
conditions  (i),  (2)et(3),  sont  des  nombres  de  Liouville  corres- 
pondants. Une  fois  qu'on  a  formé  au  moins  deux  nombres  de 
Liouville  correspondants  I  et  !',  ce  qui  précise  suffisamment  les 
valeurs  /i,  de  /i,  on  peut  évidemment  considérer  un  ensemble  S 
de  nombres  de  Liouville  correspondants;  on  voit  que  S  dépend 
de  I,  F  et  des  valeurs  /i|.  I  et  — I  sont  alors  correspondants. 

I  et  V  étant  choisis,  pour  déterminer  un   pareil   ensemble  S, 
il  n'est  pas  nécessaire  de  considérer  toutes  les  valeurs  /i|   de  n 


('  )  Ceci  veut  dire  que  I,  par  exemple,  n'est  pas  de  la  forme  a  -H  6i,  où  a  et  ^ 
sont,  à  la  foi»,  rationnels. 
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pour  lesquelles  (2)  et  (3)  ont  lieu  :  il  suffît  d'en  considérer  une 
iafinité.  Suivant  la  façon  dont  on  choisira  ces  valeurs,  on  pourra, 
à  l'occasion,  avoir  des  ensembles  S  difierents.  De  même  on  pourra 
avoir  d'autres  ensembles  S  avec  I  et  un  nombre  transcendant  de 
Liouville  J  analogue  à  F,  mais  différent  de  F. 

D'après  les  définitions  précédentes,  on  voit  que  I  et  F  se  corres- 
pondent, I  et  J  se  correspondent,  mais  F  et  J  peuvent  ne  pas  se 
correspondre.  Finalement,  pour  préciser  complètement  la  notion 
de  correspondance,  il  faut  se  donner  I,  F  et  les  /i|,  ce  qui  déter- 
mine l'ensemble  S.  Aussi  devra-t-on  dire,  quand  on  pourra  craindre 
une  ambiguïté,  que  I,  F,  F',  . . .  sont  correspondants  dans  l'en- 
semble S. 

On  pourra  encore  considérer  des  correspondances  plus  parti- 
culières en  introduisant  de  nouvelles  conditions  à  satisfaire  par  I, 
F,  ...,  spécifier  par  exemple,  comme  je  l'ai  indiqué  ailleurs  (^), 
que  cp„|  est  plus  grand  qu'une  certaine  fonction  de  /i|,  croissant 
indéfiniment  avec  /i|,  mais  plus  ou  moins  vite. 

On  pourra  aussi  spécifier  que  I,  F,  F,  . . .  sont  réels,  et  que 

sont  tous  de  même  signe  pour  chaque  valeur  /i|  de  n,  sans  que 
l'on  ait  forcément  I  —  i^.^  et  I  —  I^,;  de  même  signe  quand  n\  ^  n^ . 
Avec  celle  restriction,  I  et  —  I  ne  se  correspondent  plus.  Soit  S' 
l'ensemble  des  nombres  de  Liouville  correspondants  en  ce  second 
sens,  pour  des  valeurs  données  de  I,  F  et  des  n|.  Ces  valeurs  défi- 
nissent un  ensemble  S  qui  contient  S'. 

Je  considérerai  encore,  en  supposant  I  et  F  positifs,  les  nombres 
de  S'  qui  sont  positifs  :  ils  forment  un  ensemble  S".  Enfin,  on 
pourra  considérer  les  nombres  de  S"  pour  lesquels  les  TÎ,p  t^,,  ... 
sont  aussi  limités  supérieurement  pour  Wmn^  =•  00  :  ils  forment  un 
ensemble  S'". 

Soient  enfin  S»,  S',,  S'^ ,  S,"  les  ensembles  formés  en  adjoignant 
respectivement  à  S,  S',  S",  S'"  les  nombres  rationnels  ou  rationnels 
positifs.  Je  vais  établir  les  propriétés  suivantes  : 


(  *  )  Introduction  à  la  théorie  des  nombres  transcendants  et  des  propriétés 
arithmétiques  des  fonctions.  Paris,  Gauthier- Villars,  1906,  p.  34. 
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Théorème  I.  —  Uensemble  des  nombres  de  S|  forme  tin 
groupe  par  rapport  aux  quatre  opérations  fondamentales  de 
l'arithmétique  (addition,  soustraction,  multiplication,  divi- 
sion). Toute  Jonction  rationnelle  à  coefficients  rationnels 
réels  ou  imaginaires  des  nombres  de  S|  appartient  d  S|. 

Théorème  II.  —  U ensemble  des  nombres  de  S*  {ou  de  S^) 
forme  un  groupe  par  rapport  à  l'addition  et  la  multipli- 
cation. Tout  polynôme  à  coefficients  positifs  Jormé  avec  les 
nombres  de  S"  {ou  de  S*)  appartient  à  S*  {ou  à  S7)  (  *  )• 

J'établis  le  théorème  I.  Soient 

où  J?/|=  1,1,  . . .,  des  nombres  de  S|,  n  étant  un  des  nombres  A|, 
f{x.  j^,  . . .)  la  fraction  rationnelle  considérée  dans  Ténoncé;  on  a 

d'après  la  formule  de  Taylor. 

/{^n»  yn,  .  •  •)>     fr^i     fy^y      •  •  •  »     /."rj»       •  •  •  j 

quand  on  y  substitue  à  a?»,  ynt  ...  leurs  valeurs  P/iQ^'t 
P'/iQ/iS  . .  .•)  et  qu'on  chasse  les  dénominateurs,  sont  des  nombres 
rationnels /7,i^^^  ;  pn,  qn  sont  des  polynômes  à  coefficients  entiers 
formés  avec  P„=  I«Q„,  P'„=  r„Q«,  . . . ,  Q«,  Q'„,  . . . ,  c'est-à-dire 
que,  d'après  (2)  et  (3),  le  module  de  pnq^n  ®st  compris  entre  Q^ 
et  Q^*^,  où  co  est  lixe  et  positif,  quel  que  soit  /i,  pour  la  fonction  f 
et  les  nombres  x^  y^  .. .  considérés,  puisque  <t',,,  <t]J^,  . . .  sont  limités 
supérieurement  et  inférieurement.  Si  in  =  f{^n'iyni  • .  •)?  le  mo- 
dule de  la  différence  J  —  J«  est  alors  de  la  forme  Q^^*^"'",  où  cok 
est  positif  et  limité  inférieurement,  c'est-à-dire  que  le  nombre 
f{x,  JK>  •  •  •)  appartient  à  S| .  Bien  entendu,  à  l'occasion,  ce  nombre 
pourra  être  nul. 

Quant  au  théorème  II,  si  l'on  prend  pour  J  =zf{a:,  y,  ...)  un 
polynôme   à   coefficients   positifs,    a?,   y,   ...    étant   positifs ,    la 


(*)  Il  résulte  en  particulier  de  là  que  l'on  définit  au  moins  un  ensemble  S, 
et  S*  à  l'aide  du  nombre  I  seul,  satisfaisant  à  (i),  (a)  et  (3).  Pour  définir  com- 
plètement cet  ensemble,  il  restera  à  choisir  la  suite  des  valeurs  /t|. 


Digitized  by 


Google 


-  31  - 

démonstration  est  presque  identique.  in=^ /{'^n^i ynt  •  ")*  fx^t 
fy^^  ...  sont  positifs  et  ^z^  o,  hni  kn^  •••  sont  de  même  signe, 
d'après  les  propriétés  de  S*^,  et 

où  lim^A=  o  pour  n  =  ao.  J  —  J„  étant  de  même  signe  que  h„^  et 
son  module  de  ia  forme  Q;7****^",  J  appartient  à  S",. 

Une  propriété  correspondante  a  évidemment  iieu  quand  x,  y,  ... 
appartiennent  à  S*.  c.  q.  f.  d 


III. 


On  vient  de  voir  que  toute  fraction  rationnelle  à  coefficients 
rationnels  formée  avec  les  nombres  de  S|  appartient  à  S|.  Ceci 
indique  ia  portée  de  la  propriété  suivante,  que  je  vais  établir  : 

Théorème  III.  —  Soient  J(»>,  J(«^  ...,  J(>'\  ^•^  F«>,  ...,  V^> 
des  nombres  de  Si  dont  fe5  v  -f-  i  premiers  sont  ^o  et  les^^-^i 
derniers  distincts  :  il  n* existe  aucune  identité  de  la  forme 

V 
0 

lorsque  ©«  croit  suffisamment  vite  avec  «,  pour  les  valeurs  n% 
de  n  qui  servent  à  définir  S|.  Pour  préciser,  {^)  est  impossible 
quand 

(«7)  T/^-QS". 

pour  une  infinité  des  valeurs  /i|  de  n  assez  grandes  (  lim  ^„^  =  oc). 
En  particulier,  (4)  est  impossible  lorsque  les  I^*^,  J(*>  sont  des 
nombres  de  Liouville  correspondants  de  la  forme  M  +  Mi*, 
M  et  M|  étant  des  fractions  rationnelles  à  coefficients  entiers 
réels  formées  avec  un  nombre  de  Liouville  réel  dont  le  déve- 
loppement en  fraction  continue  satisfait  aux  conditions  du 
corollaire  l  du  théorème  I  de  notre  Note  du  BulL  Soc,  math., 
t.  XXXIV,  1906,  p.  2i9(«). 

(^)  Il  est  intéressant  de  rapprocher  ce  théorème  d'une  propriété  connue  ana- 
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J'admels  qu'il  y  ait  une  identité  de  la  forme  (4)*  En  en  divisant 
les  deux  membres  par  J^*^e*   ,  on  obtient 


-Vj(A)J(0)    ' 


D'après  le  théorème  I,  les  J^*U^*^~'  sont  des  nombres  de  Si^z^o; 
les  F*^ —  F®J  sont  des  nombres  de  S|  distincts  et  ^zé  o.  Finalemeot 
on  est  ramené  à  une  identité  analogue  à  (4))  mais  où  le  premier 
terme  est  Tunité  et  les  exposants  sont  p^  o.  11  suffit  donc  d^examiner 
ce  dernier  cas. 

Soil  l'identité 

V 

(5)  i-h^J<AJe''''=o. 

1 

La  démonstration  de  son  impossibilité  n'est  qu'une  modification 
convenable  de  la  démonstration  classique  de  la  transcendance  de  e 
(JoRDÀH,  Cours  d^ Analyse  lithographie  de  V Ecole  Polytech- 
nique). On  part  de  l'identité 


c*t   /      me-^  dz  —  — 


F(*,)-h6*.F(o), 


où    Zs   est  réel  ou   imaginaire,   ts^=^xs{z)    est   un   polynôme   et 
F(5)  =  m  +  m'-f-  Tn*-4-.. ..  On  prend  ici  pour  xa  le  polynôme 

.(.)^n,(.,|.-.....I«v.)=-'"'-'^<— '">^ 

avec   \p  —  I  =  1 .  2. .  .(/>  —  i),  p  étant  un  nombre  premier  très 
grand  dont  la  valeur  sera  fixée  tout  à  l'heure. 

On  remarque  de  suite  que  les  dérivées  m*'^™*'*  de  w  par  rapport 
aux  F*^  sont  formées  d'un  seul  ou  d'une  partie  des  termes  (*) 
de  Ts^"^^{z)  affectés  du  signe  -h  ou  — . 


logue  due  à  M.  Lindemann,  et  relative  non  plus  aux  nombres  de  LiouviUe,  mais 
aux  nombres  algébriques,  et  d'une  Communication  de  M.  Bémoundos  {Comptes 
rendus,  i6  janvier  igoS,  p.  i35). 
(^)  Chaque  terme  étant  de  la  forme  zh{,i  —  ICl))^..  (^  —  K*))^. 
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On  a,  quel  que  soit  w,  l'identité 

s'il  existe  une  relation  (5),  on  en  conclut  alors 

V  j(*)  V 

(6)       yj(««i^*^  f  T0e-»rf^=— yjt*îF(i(*')-F(o). 

i*^  Soient  Di  le  premier  membre,  X  une  quantité  égale  à  trois  fois 
le  plus  grand  des  modules  des  quantités  Jf'\  . . .,  J^^^  h*\  . .. ,  V^\ 

V  et  2  :  on  peut  supposer  l'intégrale    /      prise,  dans  le  plan  corn- 

plexe  des  z^  le  long  de  la  droite  joignant  l'origine  au  point  A  : 

on  a,  sous  le  signe   /  , 

I  e-s  I  <  «X,        I  m  I  <  (  \p  -  !  )-«  ivp+p-i. 
Dès  lors, 
(7)      I  n,  1 1  (  \p  —  t  )-'  Xvp+PH-*  e*^ <  XMv+i)  (^y  <  (X*v-hie^-i )/!, 

dès  que  p  est  assez  grand. 

2^   Je   m'occupe   maintenant    du    deuxième    membre   de   (6). 
J'écrirai 

F(«)  =  F(z,  rt),  . . .,  I(v)),        F„(;j)  =  F(^,  ïl.«»,  . . .,  nr  ), 

où  n  est  un  des  nombres  /i|,  lrt^=  PJ^^Q»^"*  «ne  des  fractions  de 
la  suite  (i)  dont  F*^  est  limite,  quand  V^^  est  un  nombre  de  Liou- 
ville. 

Soit  !S  une  des  quantités  o,  r*\  . . .,  I^^^,  avec  1^-=  o  quand  d  =o 
ou  d  rationnel,  /|f ^  =  o  quand  T^^  est  rationnel,  et 

(/i  étant  assez  grand).  On  a 

/  F(5,  iti\  . . .,  rv))  =  F(5)  =  F(Uh-  /„,  iyj-4-  /<.«>, . . .,  fi;:) -h  /(„v)) 
^^^  j     =F,(i«)^/«F;,^4./y»F;|(;)+...+  -^(/«F;,.^...)-H..., 

XXIT.  3 
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1 


lé 

Si'. 


U  - 


avec 


F„(I«)  =  F(I„,  r„» lir)  =  tH«(l»)-+-nT«(î/i) -+-.-.. 

D'après  ce  qu'on  a  vu,  F^„^,  F'„|(o?   •••»  ï^i'^   •••  ^^nt  formés 

chacun  de  toutou  partie  des  termes,  multipliés  par  dii,  de  F;,(Iji). 
On  aura  donc  une  limite  supérieure  du  module  de  toutes  ces  quan- 
tités en  cherchant  une  limite  supérieure  L»  de  la  somme  des  mo- 
dules des  termes  de  F„(In).  Soient  p/i(5),  p\y(z)^  ...  les  limites 
supérieures  analogues  pour  ©«(a),  m^^{z),  ...;  on  a,  pour  «  =  .5 
ou  ^  =  I„,  si  l'on  veut, 

|/>  -  t  I  mU^)  I  gjp«£|/,(^)  \t\p-  Kp<;?>(^)  ^/>'(v  +  i)^Xv/>^P-S 
• •... ••..• »....    ■...) 

OÙ  les/,, /a,  ...  sont  des  produits  5P«(5  —  1^**)P«.  ..(s  —  IJ^O^^ 
en  nombre  respectivement  ^v -+- I,  (v  4- 1)^,  ...,avec  PaS/>. 
Alors 

où  [A  s  v/>  -h  /?  —  I ,  t't 

Celte  inégalité  a  lieu  que  Ton  prenne  ^  égal  ào,  V*\  . . . ,  ou  l^^K 
Ceci  posé,  d'après  (8), 

F(.3;  =  F«(I„)-hen, 


ou 


I  e„  |<  I  C  I  [(v-hl)  H- (VH-I  )«-4-.  .  .-H  (v -h  I)v/H-/-I]ç  <  I /;,  I  (V -t-Ov/^/'O, 

puisque  F(s)  est  de  degré  v/>  +/?  —  i,  t„  étant  celle  des  quan- 
tités /«,  /J,*\ /iî*^  dont  le  module  est  le  plus  grand.  On  conclut 

de  là 

JU•)F(^*•')  =  (Ji^+yl^)[F„(I5*>)-he)^|  =  J^^F„(Ii*•>)^-Ç;^^^^^ 


(  '  )  D'après  le  même  raisonnement,  ç  est  aussi  limite  supérieure  de  \p  —  i  F (<•')). 
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JJf^  étant  une  des  fractions  de  la  suite  (i)  dont  J^^^  est  la  limite 

et  J(*^=  (Jîf>  +  yjf>)  {/J^'=o  quand  Jf*^  est  rationnel); 

I  a*^  I  s  \jT  I  ?  -H  2X1  Oi*>  |<  I  C  |(  V  -h  l)«v/M..;,-l  ç, 

/^,  étant  celle  des  quantités  /'„,  yJ/\  ...,yJJ"  dont  le  module  est  le 
plus  içrand.  Le  second  membre  de  (6)  changé  de  signe  s'écrit 
alors 

V  V 

2j(*>F(l«*')+F(o)  =  2-'i.*'F«('!.*')+F-.(o)+x»  =  /»-^X«' 

1  1 

où 

(9)  IX«l<l^î.l(v-4-')'^'^*''?. 
(6)  donne  donc 

(10)  /•«=-.5^„—ïIi  =  — ^„, 

DU,  d'après  (7)  et  (9),  quand/?  est  assez  grand, 

En  précisant  cette  limite  supérieure  de|^n|f  et  déterminant  une 
limite  inférieure  de  \/n\  pour  la  valeur  de  n  considérée  et  une 
valeur  correspondante  convenable  de  />,  je  vais  établir  Timpossi- 
bilité  de  (10)  dans  les  conditions  indiquées  au  théorème  III. 

J'étudie /„  :  en  s'inspirant  de  la  démonstration  classique  précitée 
de  la  transcendance  de  e,  on  voit  que 

F«(o)=ro„(o)-+-T3;(o)-f-..., 

où  les  p — 1  premières  quantités  ^«(o),  w^^^o),  ...  sont  nulles; 
®/f"*X^)  ^^^  ^®  '*  forme 

^T{^)j  ^^n'*'^\^)y  •  •  •  sont  de  la  forme 

(12)  P^W\---.K'h 

où  4^  est  un  polvnome  en  I^^  ,  ...,  I^^  à  coefHcients  entiers  de 
degré  ^/?v. 
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On  voit  encore  que 


w„(z)  = 


a,  pour  z  =  IJ,*^,  ses  p  —  i  premières  dérivées  nulles  et  toutes  les 
autres  de  la  même  forme  (la).  Finalement,  soit 

OÙ  QJf\  ^Jf'sontréels  et  satisfont(*)  aux  conditions (i),  (•2)et(3); 
on  a 

où  W  est  un  entier,  réel  ou  imaginaire. 

Soit  Çn  le  plus  grand  des  nombres  q^^\  . . .,  q^^\  Q,n\  •  •  •»  Q»** 
D'après  (3),  le  dénominateur  de^A  est  de  la  forme  q^^f  où  <t„  est 
limité  supérieurement  et  inférieurement.  Quant  au  numérateur, 
si  W  =  o,  il  est  7?^ o,  et  son  module  est  ^i;  si  W^o^  le  numé- 
rateur a  son  module  ^i  ou  est  nul  :  dans  ce  dernier  cas,  le  carré 
du  module  de  chacun  des  deux  termes  du  numérateur  aurait  même 
valeur;  or,  le  carré  du  module  du  premier  terme  est 

N  =  I  Py).  .  .  Plv)|«/»(Qn).  . .  Q(;:))«/'V-î;,(^(1).  . .  ^(V)),^ 

puisque  les  Q|f^  et  les  q^^^  sont  réels.  D'après  (3),  chaque  facteur 
du  second  membre  de  N  étant  ^Çn,  où  9  est  fini,  tout  facteur  pre- 
mier du  nombre  N  est  ^q^.  Si  donc  on  prend  le  nombre  premier 
arbitraire  p  =  qft''}  où  an  est  >  o",  on  voit  que  les  carrés  des 
modules  des  deux  termes  du  numérateur  de  /„  ne  peuvent  être 
égaux;  donc  alors,  en  tout  cas,  le  numérateur  de /a  est  un 
entier  ^  o,  dont  le  module  est  ^  i . 

Finalement,  on  aura,  pour  la  valeur  de  p  en  question, 

\fn\  =  Ç'i^P'^        ("c  fixe  convenable  >  o), 

et,  d'après  (lo)  et  (i  i). 


(>)  Quand  I(*)=ljj*^^  ou  J(*)=  jJi*^  sont  rationnels  {n  assez  grand),  on  peut 
toujours  les  mettre  sous  une  forme  satisfaisant  à  ces  conditions,  avec  t{^=  od. 
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D'une  pan, 

(14)  (X«v+««jD-t)P<  Ç-»PT<  i  q-P\ 

cdr 

si  Qtn  est  assez  grand;  d'autre  part,  d'après  (3), 

(/;|â^«^'^-       (T,  fixe), 
et 

pourvu  que 

ipx  <  xi<p«—  6/?  a„(v  H-  i), 

OU 

•^i?»^^"  >  2x  -+-  6a„(v  H-  i). 

Il  suffira  que 

(i6)  ?«^^J«-, 

autrement  dit  que  Ton  ait  pour  toute  valeur  de  n^  assez  grande  (ou 
même  pour  une  infinité  des  valeurs  n%) 

si  grand  que  soit  le  nombre  positif  a  (*). 

La  condition  (17)  étant  supposée  satisfaite  par  l'ensemble  S|, 
(i4)  et  (i5)  ont  lieu,  et  (i3)  est  impossible,  par  suite  aussi  (6), 
(5)  et  (4)*  La  première  partie  du  théorème  III  se  trouve  ainsi 
établie. 

Je  me  reporte  maintenant  aux  considérations  qui  suivent  le 
théorème  I  de  ma  dernière  Note  du  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique, 1906,  p.  216,  intitulée  :  Sur  les  nombres  transcendants 
dont  le  développement  en  fraction,  continue  est  quasi- périodique 
et  sur  les  nombres  de  Liouville.  Soit  le  nombre  réel  de  Liou ville 

(18)  5  =  Co-Hi  :  c,-4-i  :  c,H-..., 


(*)  L'existence  du  nombre  premier  p>q^  est  alors  une  conséquence  immé- 
diate du  postulat  de  Bertrand  établi  par  Tchebycbef  :  il  y  a  toujours  un  nombre 
premier  entre  Tentier^  et  l'entier  ly. 
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d'ordre  ^(3,  e)  dans  la  première  classification  (e  positif  arbitraire), 
ys  le  plus  grand  des  entiers  positifs  Co^  C| , . . .,  c,  :  la  condition  (17) 
sera  satisfaite  par  la  5*^"^*  réduite  de  d  si  Ton  a  la  condition  ana- 
logue à  l'inégalité  (5  bis)  de  celle  Note 

\ogCs+\  >  Y?'*        (*'  comme  a)  : 

l'ordre  étant  quelconque,  mais  >('i,  e),  il  y  a  toujours  des  frac- 
tions continues  satisfaisant  à  cette  inégalité  pour  une  infinité  de 
valeurs  de  s.  L'ensemble  S|  correspondant  à  d  pour  ces  valeurs  de  s 
satisfait  au  théorème  III. 

Enfin,  quand  le  nombre  réel  de  Liouville  (18)  satisfait  aux 
conditions  du  corollaire  I  du  théorème  I  de  la  même  Note,  on  voit 
encore  que  (17)  aura  lieu  si,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  Sy 

loglogc,>a'*logY,-i, 
ou,  a  fortiori,  si 

il  suffit,  SI  X  =  Ca,-4(*)^  *'*)  e^^  x^j  pour  x  assez  grand,  ce  qui 
a  lieu.  Les  fractions  rationnelles  à  coefficients  entiers  réels  M,  M| 
formées  avec  le  nombre  d  et  les  nombres  de  l'ensemble  S|  corres- 
pondant satisfont  à  (17);  ces  nombres  comprenant  ceux  de  la 
forme  M  -h  M,  /,  la  deuxième  partie  du  théorème  III  se  trouve 
établie.  c.  q.  f.  d. 

Ce  théorème  comporte  une  série  de  corollaires  presque  immé- 
diats qui  valent  la  peine,  semble-t-il,  d'être  énoncés  isolémenl. 

Je  désigne  toujours  par  d  un  nombre  jéo  de  la  forme  (*) 
M  -4-  Mi«,  où  M  et  M,  sont  des  nombres  de  Liouville  réels  de  S, 
Satisfaisant  à  (17)  ou  des  nombres  rationnels. 

Corollaire  1.  —  e^,  cos5,  sin5,  l^ngô  sont  des  nombres  trans- 
cendants. 

S'\  X  =  a-{-  bi^  où  a  et  6  sont  rationnels  et  réels,  x  appartient 


('  )  C'est  la  forme  générale  des  nombres  de  S,  [Introduction  à  la  théorie  des 
nombres  transcendants,  p.  4^,  note  (1)]. 
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à  S|,  quel  que  soîl  le  nombre  de  Liou ville  !S  salisfaisant  à  (17). 
Donc  : 

G>ROLLÀiRE  11.  —  e^j  où  x=z^o  cst  rationnel,  réel  ou  imagi- 
naire quelconque,  n*est  racine  d^ aucune  équation  algébrique 
dont  les  coefficients  sont  des  polynômes,  à  coefficients  rationnels, 
formés  avec  un  même  nombre  de  Liouville  satisfaisant  à  (17); 
//  en  est  de  même  de  cosj:,  s\nx^  lango:. 

En  particulier,  x^o  étant  rationnel  et  réel,  quelconque ,  c^, 
cos^,  sina:,  lang^,  qui  sont  transcendants  (*),  ne  peuvent  être 
des  nombres  de  Liouville  satisfaisant  à  (17).  Par  suite,  on  peut 
assigner  une  limite  supérieure  de  leur  ordre,  c^est-à-dire  de  la 
croissance  des  quotients  incomplets  de  leur  développement  en 
fraction  continue  arithmétique. 

Ces  fractions  continues  ne  peuvent  en  effet  satisfaire  aux  condi- 
tions du  corollaire  I  du  théorème  I  de  notre  Note  précitée  du  Bull: 
Soc.  Math.,  1906,  p.  219  :  si 

Cq-M  :  Ci -m  :  Ci -h.  ..-h  I  :  C;j-+-. ..         (c„  entier) 

est  une  de  ces  fractions,  et  si  kn  est  ïc  plus  petit  entier  positif  ou 
négatif  tel  que  c„^e^^(n)^  on  a,  par  suite,  dès  que  n  est  assez 
grand,  Arii<^/i*"*'^,  si  petit  que  soit  le  nombre  positif  fixe  £. 

Corollaire  III.  —  Le  logarithme  népérien  d^ un  nombre  de  S| 
n'est  pas  un  nombre  deSt;  le  logarithme  népérien  d'un  nombre 
algébrique  n'est  pas  un  nombre  de  S|.  Le  développement  en 
fraction  continue  du  logarithme  népérien  d'un  nombre  algé- 
brique  réel  >  i  a  son  ordre  limité  (^)  comme  au  corollaire  IL 

En  effet,  si  d  et  J  sont  deux  nombres  de  S4,  on  n^a  pas  ^  =  e*^ 
logd  =  J.  D'autre  pari,  soit  j^  un  nombre  algébrique  :  on  n'a  pas 
y  =  r'\  logy  =  5. 


(')  La  démonslration  du  lliéoréine  IJI  suflit  pour  montrer  que  siuj;,  cosx, 
tango?  soDt  transcendants  pour  x  rationnel  7^  o  et  réel,  sans  qu'il  soit  nécessaire 
de  recourir  au  théorème  général  connu  de  M.  Lindemann. 

(')  Ceci  s'applique  en  particulier  à  Log  nép.  (i-hy^)  (constante  de  M.  Laisanl). 
Je  remarque,  en  cours  d'impression,  qu'il  en  est  de  même  du  développement  en 
fraction  continue  de  ïc,  puisque  e*^=  —  i. 
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Remarque,  —  On  pourrait  essayer  de  généraliser  le  théo- 
rème III  et  ses  corollaires  en  considérant  Tensemble  2  formé  des 
nombres  de  S|  et  des  nombres  algébriques  par  rapport  à  S|,  c'est- 
à-dire  des  nombres  racines  d'équations  algébriques  dont  les  coef- 
ficients sont  des  nombres  de  S4.  On  aurait  ainsi,  scmble-t-il,  Tex- 
lension  la  plus  générale  du  théorème  précité  de  M.  Lindemann. 

Pour  une  pareille  tentative,  il  conviendra  de  se  reporter  aux 
travaux  de  M.  Lindemann  {Math,  Ann,,  t.  XX,  1882,  p.  21 3)  et 
de  Weierstrass  {Sitzungsberichte  der  BerL  Akad.,  i885, 
p.  1067),  en  cherchant  à  suivre  une  marche  analogue. 


IV. 

Je  vais  maintenant  établir  la  propriété  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Soient  a^y  a^^ ...,  a^  des  nombres  rationnels 
>  I,  ¥^\  ¥^\  . . .,  I^^^  des  nombres  de  Liouville  >  i  appartenant 
à  un  ensemble  S"^  satisfaisant  «  (17).  Tout  polynôme  ^  à  coef- 
ficients entiers  positifs  formé  avec  les  nombres  U^^  «J^^,  U^*^'^\ 
Ify)*"*  est  un  nombre  transcendant, 

La  même  conclusion  subsiste  quand  a^,  «a,  .. .,  ay,  sont  des 
nombres  rationnels  positifs  quelconques  ^i,  1^*^  l^^\  ...,  I^^^ 
des  nombres  de  Liouvil le  positifs  quelconques  fonctions  ration- 
nelles  à  coefficients  entiers  réels,  d'un  même  nombre  de  Liou- 
ville  positif  ^  satisfaisant  à  (17),  pourvu  que  la  fonction  ^{x) 
obtenue  en  remplaçant  ^  par  x  dans  le  polynôme  i(  dépende 
de  X. 

Soit  une  quantité  i(  limite  pour  n  infini  d'une  suite  de  quan- 
tités '1/|,  ^2)  '"j  ^//9  •••9  où  ifn  est  une  fonction  de  quantités 
rationnelles 

ayant  elles-mêmes  pour  limites  quand  n  croît  indéfiniment  ^^  Ç',  ..., 
en  sorte  que 

Les  \y  ^\  ...  seront  des  nombres  transcendants  de  Liouville  ou 
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des  nombres  rationnels  en  nombre  fini  :  Pun  au  moins  sera  un 

nombre  de  Liou ville. 

Je  suppose  que,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n,  |^  —  ^,t\ 

possède  une  limite  supérieure  In^o  et  fonction  de  n,  quand  les  ^, 

Ç',  ...  prennent  une   série  de  valeurs  appartenant  à  un  certain 

ensemble  de  nombres  (par  exemple  S,  S',, S",  S'",  S|,  . . .)  :  /„  tend 

1 
vers  o  avec  —  • 
n 

J^admets  alors  que  la  quantité  ^  puisse  être  racine  d*une  équation 

algébrique  donnée  irréductible  arbitraire /(a?)  =  o  à  coefficients 

entiers  :  ^n=  ^u  est  une  valeur  approchée  de  la  racine.  On  aura, 

pour  n  assez  grand, 

où  |M|>i|/((f)|  est  fini,  et 

(19)  \/{^„)\^l„M. 

D^autre  part,  si  Ton  peut,  par  un  procédé  quelconque,  avoir  une 
limite  inférieure  X,,  ^  o  et  fonction  de  n  de  la  quantité  |/(^/i)| 
dès  que  n  est  assez  grand,  on  devra  avoir 

Si  cette  condition  n'a  pas  lieu  pour  toute  valeur  de  n  assez 
grande,  ^  est  un  nombre  transcendant. 

J^envisage  un  cas  plus  particulier,  celui  où  A,,  est  un  nombre 
algébrique  racine  d'une  équation  à  coefficients  entiers 

(ao)  F«(a7)=  BoX'''.-!-  B,ar^»-*-f-. . .-+-  Brf„=  o, 

de  racines 

La  fonction 

est  un  entier  fonction  de  n.  L'équation  ./{^)  =  o  ne  peut  avoir  en 
commun  avec  ¥„  une  racine  sans  diviser  F^,  :  si  Ton  peut  établir 
qu'il  n'en  est  pas  ainsi,  4>„^o  et  |4>rt|^i.  On  déterminera  une 
limite  supérieure  des  |7)<'|,  et  l'on  en  déduira  une  limite  supé- 
rieure y.fi  des  \/(yii)  |,  en  sorte  que 
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on  pourra  prendre  )^a=  L;i,  el  il  faudra 

En  choisissant,  si  cela  est  possible,  les  ^  —  Ç»  de  façon  que 

tende  vers  o  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n  croissant  indéfini- 
ment, on  obtient  des  quantités  d;  qui  sont  des  nombres  trans- 
cendants. 

Ces  principes  généraux  posés^  je  vais  en  faire  une  application  : 
soient  ai,  a^,  . . . ,  aj^  un  nombre  fini  de  nombres  rationnels  réels 
positifs  >  o,  1^*\  V^\  ...,  r^^  un  nombre  fini  de  nombres  de 
Liouville  réels  positifs  appartenant  à  un  ensemble  S'^.  Je  prends 
pour  Ç,  Ç',  ...  des  quantités  quelconques  de  la  forme 

(13  bis)  VJ\    af,     r'''^\     IU)\ 

Il  y  a  un  cas  où  Ton  est  sûr  que  ^  —  i^„^o^  puisque  les  nombres  ^ 
de  S"'  sont  tels  que  les  ;5  —  I„  sont  tous  de  même  signe,  c'est  celui 
où,  remplaçant  VJ^  par  x^^^,  quel  que  soit  y,  dans  d/,  ^  devient,  au 
voisinage  du  système  de  valeurs  x^*^=:V*\  x^^^  =  V^\  ...  une 
fonction  W  simultanément  croissante  ou  décroissante  de  toutes 
les  variables  x^*\  x^^\ Exemples  : 

i"  ^  est  une  fonction  rationnelle  à  cqefficients  entiers  réels  des 
quantités  (23  6/5),  et  les  V*\  ...,  T^^  sont  des  fonctions  ration- 
nelles, à  coefficients  rationnels  réels,  d'un  même  nombre  d  de 
Liouville  réel  :  remplaçante  par  jc,  il  suffira  que  W  dépende  elTec- 
tivement  de  x  pour  que  6  —  ♦!/«  soil  y±  o  quand  x  =  -5,  dès  que  n 
est  assez  grand  (*).  Ainsi,  quand  ^  =  «•'^-f-  a~^^  ^  —  ^„^o; 

a©  f^  =N  AÇ*^Ç'*"'. . .  est  un  polynôme  en  Ç,  $',  ...  à  coefficients 

entiers  positifs,  et  les  ai  et  les  UJ^  sont  tous  >>  i  ;  dans  ce 
deuxième  cas,  que  je  vais  seul  considérer,  en  observant  que  les 
mêmes  raisonnements  s'appliquent  en  partie  dans  le  premier, 
quand  on    fait  varier  les  x^J^   de  quantités  suffisamment  petites 


^<») 


àx^J^  toutes  de  même  signe,  Ix^J^y  AaJ   ,  Ax^'^^   ,  ^x^J^"^  sont  tous 


(')  La  fonction  ^'{x)  est,  en  eflet,  monodrome  aux  environs  de  x  =  d. 
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du  signe  des  àx^J^  el  aussi  A^.  Uès  que  n  esl  assez  grand,  on  est 
sûr  que  ^  —  <p„pK^o. 

Ceci  posé,  dans  ce  même  cas, 

et  I  ^  —  ^A I  a  une  limite  supérieure  de  la  forme  \^„^  où  X  est  une 
constante  et  Ç«  une  limite  supérieure  des  quantités  |I^^'^  — I^^|. 
Diaprés  les  relations  (2),  (3)  et  (19),  on  pourra  poser 

où  T  >-  o  est  une  constante  limitée  inférieurement. 

D'autre   part,   r3   et   J   étant   deux   quelconques   des  nombres 
r*\  . . . ,  V^\  les  Çfl,  Ç^,  ...  sont  chacun  d'une  des  formes 

p 
I«i     (■^)  "'     *«  »     '?*         (P^  9  entiers  >  o), 

avec 

i,.=  P/.Q;,'  >  I,      J«=  P'«Q;r»  >  i,      pq-'>^  ; 

^/i9  i/n  '*•  ^^^^  racines  d'équations  algébriques  d'une  des  formes 

(  Qn^  —  P/t  =  o,  q^nx^«  —  /?**»  =  o, 

/  QF.o^O .  -  P^;.  =  0,         QP:r7  -  p  J  =  o. 


(^4) 


Si  Ton  remplace  dans  iL/,,  de  loute^  les  manières  possibles, 
chacune  des  quantités  Ç^,  Ç^,  ...  par  les  diverses  racines  de  celles 
des  équations  (^4)  dont  elle  est  racine,  on  obtient  dn  quantités 
conjuguées  yji  =  ^/i,  tjs,  . . . ,  r^^  qui  sont  racines  d\me  même 
équation  algébrique  F;,=  o  à  coefficients  entiers  de  la  forme  (20). 

J'admets  que  ^  soit  racine  de /(:r)  =  o,  c'est-à-dire  soit  algé- 
brique. 

Je  dis  d'abord  que  /(fii)  ^  o.  En  eilel,  si  /{ru)  =  o,  f{x)j  qui 
est  irréductible,  divisera  ¥n[x)]  toutes  les  racines  de  f{x)^  et  en 
particulier  ^,  seront  parmi  les  quantités  tji,  712,  ...,  tj^^.  Les 
racines  des  équations  (24)  sont  d'ailleurs  d'une  des  formes 

où  k  est  un  des  entiers  o,  i,  2,  ...,  Q,, —  1,  Ar'  un  des  entiers  o, 
1 ,  2,  . . . ,  Q^,  —  I ,  A^'  un  des  entiers  o,  1 ,  2,  . . . ,  9  —  i .  On  aura, 
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par  exemple,  une  égalité  de  la  forme 

D^abord,  quand  les  Ç  —  ^n  sont  tous  positifs,  c^est-à-dire  puisque 
ai>  i^  VJ^  >  I ,  quand  les  5  —  !«  dans  S"  sont  tous  positifs,  le  mo- 
dule du  second  membre  est  <C  ^v  6t  l'égalité  est  impossible; 
alors  /(tii)  est  ^t^  o.  Quand  les  ê)  —  !„  sont  tous  négatifs,  ij;^  étant 
réel,  ainsi  que  ^n, 

4;«-4;==,|;^--4,;,=2]A$;fÇ;^..[i-cos27:(coA-Q7/-f-cu'A:'Q'„-'-h...)]>o. 

1  — cos27ç(ii)A-Q~*-h...)  tend  vers  o  quand  n  croît  indéfiniment, 
puisque  ^n —  ^  tend  alors  vers  o,  c'est-à-dire  que,  N«  étant  entier, 

^iziu^kQn'  -h. . .)  =  cT^^  =  î.7:(X  ±  e;,), 

avec  X  entier,  lime),=  o  pour  /?  =  oo. 

Or  Q/iQÎ, ...  est  de  la  forme  Q^"  (o"«  limité  supérieurement  et 
inférieurement),  d'après  (3);  i  —  cos2  7r(X  ±:  ej^)  est  nul  ou  au 
moins  de  l'ordre  de  grandeur  de  e^j*,  c'esl-à-dirc  ^Q;^*,  où  c 
est  un  nombre  fixe  convenable  >o;  il  en  serait  de  même  de 
l^/i — ^«It^^o,  car  les  e^^  ne  sont  pas  tous  nuls;  mais  A«  —  A 
est  ^  o  et  au  plus  de  l'ordre  de  grandeur  de  Q^^^",  d'après  ce 
qu'on  a  vu  [équation  (28  ter)];  on  est  donc  conduit  à  une  impos- 
sibilité quand  n  est  assez  grand. 

Finalement,  /{'fu)  est  ^  o  quand  les  5  —  !«  dans  S"  sont  tous 
à  la  fois  positifs  ou  négatifs  (  *  ). 

(')  On  remarquera  que,  si  Ton  suit  des  procédés  de  raisoQoemenl  analogues 

dans  le  premier  cas  mentionné  plus  haut,  en  supposant  t|/  =  V  A^**^'**'. . .,  où  A, 

lîf  W  ...  sont  positifs  et  les  I^')  fonctions  rationnelles,  à  coeffîcients  ralionneU 
réels,  d'un  même  nombre  5  de  Liouvi lie  réel  (a,  et  !</)>  o),  on  est  sûr  que  |  «^  —  ^/.l  9^0 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  n,  si  ^  dépend  de  x\  on  a  encore  (t23  ier),  (a4) 
avec  pq-'  >  o,  I  q^,—  »H  >  o, 

I  — cos2it(Xd:«;^)  =  \Q        {\  fini  ^o), 

les  e^  n'étant  pas  tous  nuls,  puisque  \^  -^  ^^\jdo.  On  est  également  conduit 
à  un  résultat  absurde,  c'est-à-dire  que  /(t)-)  est  aussi  ^  o.  11  est  inutile  de 
s'occuper  du  signe  des  quantités  F/) — Vf{\ 

Dans  le  cas  considéré  ici,  les  raisonnements  qui  suivent  s'appliquent  à  peu  près 
identiquement. 
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Je  suppose  donc  /(ru)  ^  o.  On  a,  dans  (21),  |*ii|^i.  Une 
limite  supérieure  des  7;/  est  précisément  ^^'j  si  8  est  une  limite 
supérieure   du   degré    et    des    valeurs    absolues   des   coefficients 

de/{x), 

(^5)  |/(îi/)|^(5-f-i)'+S=^„<A', 

oiî  A'  est  un  nombre  fixe.  Il  reste  à  obtenir  une  limite  supérieure 
de  Bo  et  de  dn- 

Le  nombre  des  quantités  Ç,  Ç',  ...  distinctes  dans  ^  est  limité; 
quand  on  substitue  dans  ^n  à  knj  In^  ***  ^^^  diverses  racines  des 
équations  (24 )>  le  nombre  dn  des  quantités  tji,  tij,  ...,  r\j^ 
obtenues  est  au  plus  égal  à  un  nombre  de  la  forme  Q^»,  où  ^„  est 
limité  supérieurement,  d'après  (2)  et  (3).  Donc 

(26)  dniO^^j        (0  positif  indépendant  de  n). 

Je  fais  dans  les  équations  (24)  le  changement  de  variables  res- 
pectif 

il  vient  les  équations 

i  r  —  P«  =  01  >'^—  p^-qV-'^'*-^'^  =  o, 

(27)  ' 

Si  |jl'  est  un  entier  supérieur  au  double  de  la  plus  grande  des 
quantités  V*\  ...,  r^\  a^,  ...,  a^,  quand  n  est  assez  grand,  les 
racines  des  équations  (27)  sont  des  entiers  algébriques.  Posant 

U=P«QâS  U-=?nq-\^\  in=9n(^'  OU  în^  PnQn^', 

suivant  celle  des  équations  (27)  dont  i  est  racine,  et  des  relations 
analogues  pour  ^\^^  ...,  on  peut  déterminer  un  nombre  v^^v',  dès 
que  n  dépasse  une  certaine  limite,  et  tel  que 

c«  =  Q;-,      x»^  4'«G„=2AnPï?'r. .  M 

où  les  A,|  sont  entiers,  et  '^,1  un  entier  algébrique;  y^n  et  ses  con- 
juguées sont  racines  d'une  équation  algébrique  en  z  de  degré  d„, 
où  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  z  est  Tunité 

z<'»-t-  Dt-«<'"-*-h...-4-  Orf^=  o; 
^n  et  ses  conjuguées  sont  alors  racines  de  Péquation  à  coefficients 
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entiers 

Ci»a7rf»-h  D,  Cir-^x^n-i  -h . . .  -I-  Drf,  =  o, 

équation  qui,  a^ant  mêmes  racines  que  Tëquatioa  (ao),  est  teltc 
que,  d'après  (26),  Ton  peut  prendre 

(^8)  Bo^Ci-gQr;-'-<Qi< 

Il  ne  reste  plus  qu'à  rapprocher  les  conditions  (28),  {2iter)y 
(25),  (26)  et  (28);  il  en  résulte  que  ^  sera  transcendant  si 

Q-T?.-HV'QÎ»A'QÎ 

tend  vers  o  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n  croissant  indéfini- 
ment. La  condition  suffisante  ainsi  obtenue  est  encore  la  con- 
dilion  (17).  Il  s'ensuit  qu'elle  a  lieu  pour  tous  les  nombres 
réels  >•  I  d'un  ensemble  S'^  satisfaisant  à  (17),  en  particulier  d'un 
ensemble  S"  défini  par  un  nombre  5  >  i  de  Lionrille  remplissant 
les  conditions  du  corollaire  I  du  théorème  I  de  notre  Note  pré- 
citée du  BulL  Soc.  math. 

Eu  tenant  compte  de  ce  qui  a  été  dit  pour  le  premier  cas,  on 
obtient  le  théorème  IV.  c.  q.  f.  d. 

Ce  théorème  comporte  encore  un  certain  nombre  de  corollaires 
presque  immédiats  et  qui  valent  la  peine,  semble-t-il,  d'être 
énoncés  isolément. 

Corollaire  I.  —  5  étant  un  nombre  réel  de  Liouville,  positif 
ou  négatif,  satisfaisant  «(17),  a^^  où  a  est  rationnel  >o  et^i^ 
est  transcendant. 

Corollaire  II.  —  ^  étant  un  nombre  réel  de  Lious?ille,  >  0 
et  satisfaisant  <^  (17),  ^^  est  transcendant. 

Corollaire  III.  —  Le  logarithme  d'un  nombre  rationnel  ou 
algébrique  réel  >i,  dans  le  système  de  base  a  rationnelle >o 
elyéi^  ne  peut  être  un  nombre  de  Liouville  satisfaisant  à  (17); 
par  suite  son  développement  en  fraction  continue  (  *  )  arithmé- 
tique a  son  ordre  limité  comme  au  corollaire  II  du  théorème  III- 

(  *  )  Ce  logarithme  peut  être  rationnel  :  le  logarithme  de  y/I  est  -  avec  la  base  3; 

mais  log^  est  irrationnel  avec  la  base  3.  De  même,  la  racine  positive  dt  x*=ff^ 
peut  être  rationnelle  car  a^=  4;  mais  la  racine  de  sp'z^^  est  irrationnelle. 
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Corollaire  IV.  —  La  racine  positive  de  r équation  jc*=  /w, 
oà  m  est  algébrique  >  i,  ^e  peut  être  un  nombre  de  Liouville 
satisfaisant  à  (17);  par  suite,  son  développement  en  fraction 
continue  a  son  ordre  limité  com,me  ci^dessus. 

Enfin,  je  mentionnerai  encore  ce  corollaire  à  titre  d'exemple  : 

CoROLLÀiiLE  V.  —  Tout  étant  posé  comme  au  corollaire  I, 
a^-\-a^^  est  transcendant. 


Car  si,  par  exemple,  ^  >  o,  a"^  =  (  i  V  . 


Je  me  contenterai  d'indiquer  la  possibilité  d'extensions  du  théo- 
rème IV  par  les  procédés  précédents  pour  d'autres  formes  de  <J<  (  *  ). 


NOTE  RELATIVE  AUX  POINTS  D'INTERSECTION 
DES  COURBES  ALGÉBRIQUES; 

Par  m.  Félix  Lucas. 


On  sait  que  le  groupe  des  points  d'intersection  de  deux  courbes 
algébriques  planes  du  même  degré  présente,  lorsque  ce  degré  sur- 
passe 2,  cette  intéressante  particularité  qu'il  existe  entre  ces  points 
certaines  liaisons  inévitables.  S'il  s'agit,  par  exemple,  de  deux 
cubiques,  leurs  neuf  points  d'intersection  sont  tels  que  huit  d'entre 
eux  déterminent  le  neuvième,  car  toutes  les  cubiques  du  faisceau 
déterminé    par   ces   huit   points    passent  nécessairement   par   ce 


(')  AddiiioDs  à  la  bibliographie  indiquée  par  moi  à  la  page  27$  de  mon  Intro- 
duction à  la  théorie  des  nombres  transcendants,  article  Nombres  transcen- 
dants. 

A.  HuRWiTZ,  Acta  mathematica,  t.  XiV,  1890,  p.  311;  Math,  Ann.,  t.  XXII, 
p.  311;  t.  XXXÏI,  p.  583;  t.  XXXIII,  p.  2^9;  t.  XLIV,  p.  417;  Gottinger  Nachr., 
1893,  p.  230 ;  Naturforsch.  Gesellschafty  1896,  p.  34-  Le  premier  de  ces  Mémoires 
renferme  des  résultats  très  élégants  sur  la  réductibilité  des  fonctions  entières  à 
coefficients  rationnels,  le  dernier  sur  la  théorie  des  fractions  continues. 

Stabckel,  Acta  Math.,  t.  XXV. 

Faber,  Math.  Ann. y  t.  LVIII. 

Je  dois  en  grande  partie  ces  renseignements  complémentaires  à  une  obligeante 
communication  de  MM.  Hurwitz  et  Landau. 
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neuvième.    S'agit-il,    plus    généralement,    de    deux    courbes   du 
degré  m  supérieur  à  2,  il  suffit  de 


m(m-4-3) 

— ^ ■  —I 

points  quelconques  du  plan  pour  déterminer  un  faisceau  de  ces 
courbes  lesquelles  ont  m^  points  communs,  en  sorte  que 

mini  —  S  ) 

— i ^  -hi 

1 

points  viennent  s'adjoindre  aux  précédents  en  se  liant  avec  eux. 

Parmi  les  conséquences  intéressantes  qui  résultent  de  ces 
liaisons,  nous  nous  proposons  ici  d'en  étudier  une  dont  voici  l'in- 
dication. Si  l'on  sépare  un  point  du  groupe  des  m^  pivots,  en 
imposant  à  une  courbe  algébrique  passant  par  les  m!^ — i  autres 
pivots  la  condition  de  ne  pas  passer  par  le  premier,  le  degré  de 
cette  courbe  sera  nécessairement  supérieur  à  m.  Quel  sera  le 
minimum  possible  du  degré  et  quelle  sera  l'équation  générale  de 
la  courbe?  Tel  est  le  problème  que  nous  allons  résoudre. 

Je  prends  pour  origine  des  coordonnées  (les  axes  rectangulaires 
restant  quelconques)  celui  des  m^  pivots  qui  doit  être  isolé  du 
groupe.  Les  équations  des  deux  courbes  du  degré  m  qui  déter- 
minent ces  m^  pivots  seront  alors  dépourvues  de  terme  constant; 
désignons  ces  équations  par 

(1)  U  =  o 
et 

(2)  V  =  o. 

Considérant  la  première,  je  divise  le  coefiicient  de  chacun  de 
ses  termes  par  le  degré  de  ce  terme,  et  j'obtiens  l'équation  d'une 
courbe  auxiliaire  du  même  degré  m, 

(3)  «=o; 

je  puis  alors  écrire  l'équation  (1)  sous  la  forme 

(4)  \}  =^xu'j.-^yu'yZ=zo, 

Opérant  de  même  pour  l'équation  (2),  je  considère  la  courbe 
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auxiliaire 

(5)  p  =  o, 
et  je  puis  écrire 

(6)  y^xç'^-^ys?'y^o. 

Prenons  le  rapport  —  dans  chacune  des  équations  (4)  et  (6)  et 
égalons  les  deux  valeurs  de  ce  rapport,  nous  aurons 

(7)  W  =  aip;-a>i  =  o, 

équation  du  degré  2 (m  —  i).  Cette  courbe  passe  par  les  {m^ —  i) 
pivots,  autres  que  l'origine  des  coordonnées,  communs  aux  deux 
courbes  U  et  V;  elle  passe,  d*autre  part,  par  les  {m  —  i)^  pivots 
du  faisceau  de  courbes  du  degré  (/n  —  i) 

\  désignant  un  paramètre  arbitraire,  ainsi  que  par  les  (m  —  i)^ 
pivots  du  faisceau  de  courbes  du  degré  (m  —  i) 

Le  nombre  lotal  des  points  ainsi  désignés  appartenant  à  la  courbe  W 

est 

3m«— 4/n-hi; 

il  est  supérieur,  lorsque  m  surpasse  2,  au  nombre 

2/n* —  m  —  I 

des  points  nécessaires  pour  déterminer  une  courbe  du  même  degré 
2^/n  —  i)  que  la  courbe  W;  la  valeur  de  Texcès  dont  il  s'agit  est 
m*  —  im  -H  2. 

Cela  posé,   désignons  par  ^  et   t]/   deux    polj^nomes  du   degré 
^^nfl  —  2)  à  coefficients  arbitraires,  et  formons  l'équation 

(8)  U<p-t-V<;-4-W  =  o; 

nous  aurons  l'équation  générale  des  courbes  du  degré  i{m  —  i) 
qui  passent  par  les  (m* —  i)  pivots,  autres  que  l'origine  des  coor- 
données, communs  aux  deux  courbes  U  et  V.  Je  dis  l'équation 
générale;  en  voici  le  motif.  Pour  déterminer  une  courbe  du  degré 

XXXV.  4 
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'i{ni  —  i)  à  laquelle  on  impose  préalablement  la  condition  de 
passer  par  /n^ — i  points  donnés,  il  est  nécessaire  et  suffisant  de 
se  donner  m{ni  —  i)  autres  points  de  cette  courbe.  Comme  ce 
nombre  m{m  —  i)  est  précisément  celui  des  coefiicients  arbitraires 
introduits  dans  l'équation  (8)  par  les  polvnomes  cp  et  if^  on  déter- 
minera ces  paramètres,  considérés  comme  des  inconnues,  au  moyen 
d'un  système  de  m{m  —  i)  équations  linéaires  à  nombre  égal 
d'inconnues.  Encore  faut-il  que  les  m(/w  —  i)  points  considérés 
ne  soient  pas  groupés  de  manière  à  rendre  incompatibles  les 
équations  linéaires;  pour  ne  citer  qu'un  cas  d'impossibilité, 
lequel  est  d'une  complète  évidence,  indiquons  la  disposition  de 
plus  de  2(m  —  i)  points  sur  une  ligne  droite  (|ui  passerait  par 
l'origine  des  coordonnées.  Si  certains  groupements  des  m{m —  i) 
points  conduisaient  à  des  cas  d'indétermination,  on  pourrait 
imposer  aux  coefficients  des  polynômes  cp  et  <{y  quelques  conditions 
supplémentaires.  Quoi  qu'il  en  soil,  nous  pouvons  regarder  comme 
un  fait  acquis  que  l'équation  (8)  est  l'équation  générale  des 
courbes  du  degré  'i{m  —  i)  qui  passent  par  les  (m  —  i)^  points 
d'intersection  {autres  que  l'origine  des  coordonnées)  des  deux 
courbes  U  et  V. 

Dans  cette  équation  (8)  le  nombre  des  termes  du  plus  haut 
degré  (c'est-à-dire  du  degré  %m  —  2)  est  égal  à  am  —  i ,  alors  que  le 
nombre  des  coefficients  des  termes  du  plus  haut  degré  (c'est-à-dire 
du  drgré  m  —  2)  dans  l'ensemble  des  deux  polynômes  ^  el  if  est 
seulement  de  im  —  2.  U  est  par  conséquent  impossible  de  choisir 
ces  coefficients  de  manière  à  abaisser  d'une  unité  le  degré  de 
l'équation  (8).  Cette  observation  nous  indique  qu'il  ne  doit  pas 
exister  de  courbes  d'un  degré  inférieur  à  2 (m  —  i)  pouvant  passer 
par  les  m* —  1  pivots,  autres  que  l'origine  des  coordonnées,  des 
courbes  U  et  V,  sans  passer  en  même  temps  par  cette  origine. 
Encore  reste-t-il  à  démontrer,  pour  confirmer  cette  prévision,  que 
le  premier  membre  de  Téquation  (8)  ne  peut  pas  se  décomposer 
en  deux  facteurs  dont  l'un  représenterait  une  courbe  ne  passant 
par  aucun  des  pivots  des  courbes  données  U  et  V;  voici  d'abord  à 
ce  sujet  une  observation  très  simple. 

Supposons  qu'une  courbe 

[1  =  0, 
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d*i]n  degré  supérieur  à  m  mais  inférieur  à  2(/n  —  i),  passe  par  les 
m* — I  pivots  sans  passer  par  Torigine  des  coordonnées;  nous 
pourrons  lui  adjoindre  une  courbe  entièremeut  arbitraire 


d'un  degré  égal  à  l'excès  de  2 (m  —  1)  sur  le  degré  de  la  courbe  |jl, 
celle  courbe  v  ne  passant  par  aucun  des  ni^  points  d'intersection 
de  U  et  de  V.  L'équation,  du  degré  2 (m  —  1), 

(9)  |^v  =  o, 

devra  se  trouver  comprise  dans  l'équation  générale  (8);  il  devra 
donc  être  possible  de  déterminer  les  coefficients  des  polynômes  (p 
et  ^  de  manière  à  identifier  les  premiers  membres  des  équations 
(8)  et  (9).  Or,  en  supposant,  ce  qui  est  permis,  que  dans  chacun 
des  polynômes  mis  en  cause  la  valeur  absolue  du  terme  constant 
soit  égale  à  Tunité,  nous  voy<ms  que,  dans  chacun  des  premiers 
membres  des  équations  (8)  et  (9),  le  nombre  des  coefficients 
(autres  que  le  terme  constant)  est  égal  à  Àm^ —  m  —  1,  tandis  que 
dans  l'ensemble  des  poljmomes  o  et  ^  le  nombre  des  coefficients 
n'est  que  de  m^ — /n.  Par  conséquent  Tidentification  des  deux 
équations  (8)  et  (9)  exigerait  la  solution  de  am^ —  m  —  i  équations 
à  m^  —  m  inconnues  seulement;  il  ne  parait  pas  téméraire  d'ad- 
mettre que  cette  insuffisance  du  nombre  des  inconnues  démontre 
l'impossibilité  de  l'identification. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  peut  arriver  au  but  avec  une  rigueur 
incontestable  par  le  raisonnement  suivant,  qui  nous  a  été  indiqué 
par  notre  collègue  de  la  Société  mathématique,  M.  Blutel. 

Dans  la  courbe  arbitraire 

v  =  o, 
nous  pouvons  faire  entrer  la  droite 

X  =  370, 

parallèle  à  l'axe  des  y  et  assujettie  à  cette  seule  condition  de  ne 
passer  par  aucun  des  points  communs  aux  courbes  données  U  et  V. 
En  faisant  x=zo  dans  l'équation  (8),  nous  obtiendrons  Tidentiié, 
par  rapport  à  y^ 

(io>  Uo«po-4-Vo4/oH-Wo=o. 
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Altribuons  à  y  la  valeur  d*une  des  m  racines  de  Téquation 

que  nous  pouvons  également  écrire  sous  la  forme 

(11)  a?o(ai,)o-hj^(M;)o  =  o; 

ridentité  (lo)  deviendra 

Vo4^oH-Wo  =  o, 

ou,  sous  une  autre  forme 

(12)  [a?o(«'x)o-*-^(*'r)oJ4'o-H(Mi)o{i'y)o-(«*r)o(<'i:)o=o. 

Prenons  dans  (1 1)  la  valeur  de  (w^)©  et  portons-la  dans  (la);  il 
viendra,  réductions  faites, 

(i3)  Vo[a7o'!/o-«)o]=o. 

Le  premier  facteur  Vo  ne  peut  pas  être  nul,  car,  s'il  l'était,  le 
point  (a^o,  y)^  qui  appartient  à  la  droite  x  =  Xo^  serait  commun 
aux  deux  courbes  U  et  V,  contrairement  à  Thypothèse  que  nous 
avons  faite  sur  cette  droite.  U  faut  donc  que  le  second  facteur  soit 
nul  et  cela  pour  chacune  des  m  valeurs  racines  de  Uo  =  o  qu'il 
nous  est  possible  d'attribuer  à^;  par  conséquent  ce  second  facteur 
est  identiquement  nul;  il  en  résulte  que  notre  droite  j;  =  aro  doit 
faire  partie  de  la  courbe 

(14)  ar^V  — a;=:o. 

En  prenant  dans  (1 1)  la  valeur  de  {Uy)oj  au  'ieu  de  (^j^)o9  pour  la 
porter  dans  (12)  et  raisonnant  ensuite  comme  ci-dessus,  nous 
trouverons  que  notre  droite  x  =  Xq  doit  (aire  partie  de  la  courbe 

(i5)  y^-^u!g—o. 

Puisijue  les  deux  premiers  membres  des  équatious  (i4)  et  (i5) 
sont  divisibles  par  {x  —  Xq)^  il  en  est  de  même  du  premier 
membre  de  l'équation 

(16)  xu'jc-hyuy  =  o, 

que  nous  obtenons  en  éliminant  ^  entre  (i4)  et  (lo). 
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Or  le  premier  membre  de  cette  équation  (16)  est  identiquement 
le  polynôme  U.  Nous  arrivons  donc  à  ce  résultat  inadmissible  que 
notre  droite  x  =  Xq^  laquelle  est  tout  à  fait  arbitraire,  ferait  partie 
de  la  courbe  U  =  o.  Il  faut  donc  rejeter  Thypothèse  de  l'existence 
d'une  courbe  d'un  degré  inférieur  à  2(/n  —  i)  qui  passerait  par  les 
m^ —  I  points  d'intersection,  autres  que  l'origine  des  coordonnées, 
des  courbes  U  et  Y,  sans  passer  en  même  temps  par  ladite  origine 
des  coordonnées. 

De  là  ce  théorème  :  //  est  impossible  de  faire  passer  une 
courbe  de  degré  inférieur  à  2 (m  —  i) par  tous  les  points  dUn- 
terseciion  sauf  un  de  deux  courbes  du  degré  m. 

La  théorie  que  nous  venons  d'exposer  peut  être  généralisée  en 
attribuant  aux  polynômes  U  et  V  deux  degrés  diflerents  me\.n\  le 
polynôme  auxiliaire  W  est  alors  du  degré  m  -f-  n  —  2.  On  trouve 
ainsi  qu'il  est  impossible  de  faire  passer  une  courbe  d'un 
degré  inférieur  à  (m-h/i  —  tl) par  tous  les  points  d'intersection 
sauf  un  de  deux  courbes  des  degrés  m  et  n.  El  l'équation  géné- 
rale des  courbes  de  ce  degré  satisfaisant  à  la  condition  indiquée 
est 

f  et  ^  désignant  des  polynômes  dont  les  degrés  respectifs  sont 
(n  —  2)  et  (m  —-  2). 


SUR  UHE  FAMILLE  DËNOMBRABLE  DE  SURFACES  HTPERELLIPTIQUES 
DU  QUATRIÈME  ORDRE; 

Pau   m.  L.   Rem  y. 


L'objet  de  cette  Noie  est  de  définir  et  de  caractériser  une  famille 
de  surfaces  h^perelliptiques  du  quatrième  ordre  à  quinze  points 
doubles.  Cette  famille  comprend  une  infinité  dénombrable  de  sur- 
faces, dépendant  chacune  de  trois  modules,  et  elle  se  trouve  liée 
à  certaines  équations  arithmétiques  du  type  de  Pell. 

On  pourrait  définir  par  le  même  procédé  des  familles  de  sur- 
faces hyperelliptiques  du  quatrième  ordre  à  un  nombre  moindre 
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de  points  doubles,  également  liée^i  à  des  équations  arithmétiques. 
Mais  it  suffira  d'étudier  le  cas  des  surfaces  à  quinze  points  doubles 
qui  présente  le  moins  de  complexité,  pour  mettre  en  évidence  le 
caractère  arithmétique  du  problème  de  la  recherche  des  surfaces 
hypereliiptiques  du  quatrième  ordre. 


I. 

1.  Pour  définir  cette  famille,  considérons  les  fonctions  thêta  de 
deux  variables  i/,  i^,  répondant  au  tableau  de  périodes  (*) 


(Ta) 


7    o    G     H 
o     I     H     G' 


d'ordre  2/7,  de  caractéristique  nulle,  paires,  et  admettant  le  point 
a  =  o,  v=^o  pour  zéro  d'ordre  ^p. 

En  égalant  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  j^i,  . . .,  ^^4  à 
quatre  de  ces  fonctions  B(,  ...,  64,  supposées  linéairement  dis- 
tinctes, on  obtient  une  surface  algébrique  telle  qu'entre  les  points 
de  cette  surface  et  les  couples  de  points  d'une  courbe  de  genre 
deux,  il  existe  une  correspondance  (i,  A). 

La  surface  possède  quinze  points  doubles  correspondant  aux 
demi-périodes  antres  que  m  =  o,  ^^  =  0.  Son  degré  est  égal  à  la 
moitié  (^)  du  nombre  des  zéros  communs  à  deux  des  fonctions 
considérées  B,  non  compris  le  point  «/ =  o,  (^=^0,  c'est-à-dire 
^(2Ax  2/ix  2/1  —  4y^X  4/^)*  Pour  que  la  surface  soit  du  qua- 
trième ordre,  il  faut  donc  que  les  entiers  A,  n,  p  vérifient  la  rela- 
tion 

(E)  A/i»— 2/?«=i. 

Dans  ce  cas  il  existe  effectivement  quatre  fonctions  6  linéaire- 
ment distinctes. 


(')  Ces  foQcLions  onl  élé  étudiées  systématiquement  par  M.  Traynard.  Leur 
théorie  était  d'ailleurs  implicitement  contenue  dans  les  travaux  de  M.  Humbcrt, 
ainsi  que  nous  Tavons  montré  {Comptes  rendus,  a6  mars  190S). 

(')  En  effet,  aux  valeurs  (m,  t^)  et  ( — m,  —  v)  correspond  un  même  point  de 
la  surface. 
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â.  Inversement,  étant  donné  iiu  aysLéme  d'enliers  A,  «,/>,  satis- 
faisant à  la  condition  (E),  peut-on  lui  faire  correspondre  une  sur- 
face hyperelliptique  du  quatrième  ordre  à  quinze  points  doubles  S? 
11  n'en  estpas  toujours  ainsi,  comme  le  montre  l'exemple  suivant  : 
soit  le  système 

A  =  I,        /i  =  17,       p  =  12. 

On  peut  mettre  les  quatre  fonctions  8/  correspondantes  sous  la 
forme 

ir/=  e/( a,  P)  [F( w,  v)Y        (ï  =  i ,  îà,  3,  4 ), 

en  désignant  par  0{, . . .,  ^4  les  quatre  fondions  thêta  d'ordre  deux, 
de  caractéristique  nulle,  paires  et  par  F(w,  s^)  la  fonction  thêta 
d'ordre  quatre,  de  caractéristique  nulle,  paire  et  admettant  le 
point  M  =  o,  v  =  o  comme  zéro  d'ordre  six.  Après  suppression 
du  facteur  commun  [F(«/,  ^)]*»  on  retrouve  la  représentation 
classique  de  la  surface  de  Kûmmer. 

Ainsi,  lorsque  les  quatre  fonctions  8/  possèdent  un  facteur 
commun,  la  surface  définie  par  les  équations  .r|=0/(w,  v)  n'est 
pas  nécessairement  une  surface  du  quatrième  ordre  à  quinze  points 
doubles;  et,  au  cas  où  il  en  serait  ainsi,  la  surface  correspondrait 
en  réalité,  non  |)as  an  système  d'entiers  A,  /?,  />,  mais  à  un  système 
^yn\p'  {n'<:n  eip'<p). 

3,  Il  importe  donc  de  reconnaître  a  priori  si  les  fonctions  8/ 
possèdent  un  facteur  commun.  A  cet  eH'et  considérons  une  fonc- 
tion 0(m,  {>)  quelconque  répondant  au  tableau  (Ta),  d'ordre  v, 
inférieur  à  2/1,  s'annulant  à  l'ordre  p  au  point  e/ =  o,  i>=:o,  et 
formons  l'expression 

D(v,  p)=  Anv— /;p, 

qui,  en  général,  représente  la  moitié  du  degré  de  la  courbe 
6(m,  i^)  =  o  sur  la  surface  définie  par  les  équations  Xi=  8/(a,  i^). 
Dans  certains  cas  cette  formule  peut  donner  pour  D  une  valeur 
négative  ou  nulle.  En  premier  lieu,  si  D  est  négatif,  les  fonctions 
6(tt,  ç)  et  8/(m,  i')  possèdent  plus  de  ^ny^  cl,  par  suite,  une 
infinité  de  zéros  communs.  Donc  les  quatre  fonctions  8/(w,  i^)  sont 
divisibles  par  0(m,  v). 
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Supposons  en  second  lieu  que  D  =  o  et  posons 

Xj  =  a?| -I-  AiX^f 
Xï=  -Fi-h  ^i^^it 

Xj=  X^-h  A|â74, 

on  peut  déterminer  les  constantes  X  de  manière  que  les  fonctions 
X«,  X2,  Xs  possèdent  (4'ïvA  -4-  i)  zéros  communs  avec  la  fonction 
0(i/,  v)  et  par  suite  renferment  0(w,  (^)  en  facteur.  Dès  lors  Téqua- 
lion  9(w,  ^)=  o  représente  sur  la  surface  non  pas  une  courbe  mais 
un  point  singulier  X<  =X2  =  X3  =  o,  cl  la  surface  a  plus  de  quinze 
points  doubles. 

En  résumé,  pour  qu'il  corresponde  aux  entiers  A,  n,p  une  sur- 
face du  quatrième  ordre  à  quinze  points  doubles,  il  est  nécessaire 
qu'il  n'existe  aucune  fonction  6(m,  {>)  pour  laquelle  l'expression 
D(v,  p)  soit  nulle  ou  négative. 

4.  Celte  condition  est  suffisante  :  pour  le  prouver,  il  suffit 
d'établir  que,  si  les  fondions  0/(w,  i^)  ont  un  facteur  commun 
F(i/,  ç)^  en  sorte  que 

a:/=*,(w,  p)F(a,  p), 

l'expression  D(v,  p)  correspondant  à  la  fonction  F(i/,  v)  est 
nécessairement  nulle  ou  négative. 

Les  fonctions  F  et  ^/  sont  de  même  parité,  de  même  caracté- 
ristique, et  leurs  ordres  sont  de  même  parité.  Pour  fixer  les  idées, 
nous  les  supposerons  d'ordre  pair,  de  caractéristique  nulle,  et 
paires;  la  démonstration  serait  analogue  dans  les  autres  cas. 

Désignons  par  av  Tordre  de  F,  parap  l'ordre  de  multiplicité 
du  zéro  w  =  o,  «^  =  o,  et  enfin  par  2v',  ap'  les  quantités  analogues 
pour  les  fonctions  ^|.  En  vertu  des  relations 

n  =  V  -h  v', 
^/>  =  P  -+-  p'-. 

l'équation  fondamentale 

An'  —  2  jD*  =  I 
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peut  se  mettre  soas  la  forme 

[(aAv'*-Ha  — p'*)— 4]-H(aAvv'—  pp')H- (uA/iv  —  îi/>p)  =  o. 
Le  premier  terme  est  positif  ou  nul,  car  Texpression 

représente  le  nombre  des  fonctions  thêta  d'ordre  av',  de  caracté- 
ristique nulle,  paires,  s'annulant  à  Tordre  ap'  pour  ;/  =  o,  i'  =  o, 
et  il  y  en  a  au  moins  quatre  linéairement  distinctes,  à  savoir 
^1,  . ..,  4»4.  Le  second  terme  ne  peut  être  négatif,  car  dans  ce  cas 
les  fonctions  F  et  ^/(/=  i,  2,  3,  4)  auraient  plus  de  aAx  avxav' 
zéros  communs  et  par  suite  posséderaient  un  facteur  commun.  Dès 
lors  le  troisième  terme  est  négatif  ou  nul  :  or  c'est  précisément 
D(2v,  ap). 

5.  La  condition  précédente  peut  s'exprimer  par  un  système  de 
deux  inégalités  entre  les  entiers  indéterminés  v  et  p.  En  effet,  con- 
sidérons d'abord  les  fonctions  thêta  d'ordre  pair  av,  de  caracté- 
ristique nulle,  et  paires  :  elles  sont  au  nombre  de  (aAv^+a) 
linéairement  distinctes,  et  pour  que  l'on  puisse  en  former  une 
dont  le  développement  de  Mac  Laurin  au  point  1^=0,  (^  =  0 
commence  par  des  termes  d*ordre  ap,  il  faut  que 

2Av*-H-  a  —  p*èi' 

L'existence  d'une  surface  S  correspondant  aux  entiers  A,  n,  p  est 
donc  subordonnée  à  l'impossibilité  de  la  résolution  en  nombres 
entiers  v,  p  du  système  d'inégalités 

(I)  I  p'-f '<■' 

(  A/iv^/>p. 

On  obtient  des  systèmes  analogues  en  considérant  des  fonctions 
thêta  paires  ou  impaires  et  de  caractéristique  quelconque.  La 
discussion  n'oflfre  pas  de  difficultés  et  montre  que  chacun  de  ces 
systèmes  entraîne  nécessairement  le  système  (I). 

Le  problème  se  trouve  donc  ramené  à  la  discussion  de  ce  seul 
système  d'inégalités. 
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6.  Or  la  seconde  inégalité  du  système  (I)  peut  s'écrire 

(An«)(Av«)ljD«p«, 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  l'équation  (E), 
OU  encore 

^  Av« 
«-  '  pt 

ce  qui  exige,  puisque  p  et  v  sont  entiers, 

pj —  aAv'^i. 

La  comparaison  de  cette  inégalité  avec  la  première  du  système  (I) 
prouve  que  l'on  doit  avoir  nécessairement  Végalité 

(E')  p*--aAv«=i. 

Ainsi  les  entiers  p,  v  vérifient  l'équation  de  Pell  (E');  et  le  sys- 
tème (1)  sera  impossible  à  résoudre  si  l'on  a,  pour  toute  solution 
p^,  Va  de  cette  équation, 

Or,  d'après  l'équation  (E'),  le  rapport  ~  croît  avec  le  rang  k  de  la 

solution  Va,  p^;  l'inégalité  précédente  sera  donc  vérifiée  pour 
toute  valeur  de  k  si  elle  Test  pour  A"  =  i . 

Voici  donc  quelle  est  la  conclusion  de  Panalyse  précédente  : 

Pour  qu'il  corresponde  une  surface  S  aux  entiers  A,  /i,  /?, 
supposés  liés  par  la  relation  (E),  //  faut  et  il  suffit  que  la  plus 
petite  solution  pi,  V|  de  V équation  de  Pell  (E')  vérifie  V iné- 
galité 

(!')  Anvi>/>p,. 


II. 


7.  Les  équations  (E)  et  (E')  se  trouvent  liées  très  simplement 
l'une  à  l'autre  :  les  deux  formes 
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ont  même  discriminanl;  de  |>lus,  sous  l'hypollièse  que  la  forme 
AX* — 2  Y^  peiil  représenter  le  nombre  i  (ce  qui  est  le  cas  dans  le 
problème  actuel),  ces  deux  formes  sont  équivalentes.  Si  l'on 
désigne  en  effet  par  n%^  p^  une  solution  quelconque  de  l'équation 

An*  —  a/>'=  I, 

la  substitution  modulaire 

X  =  A/iiX  -f-  ajD|  Y, 


(S)  i  V  V 

fait  passer  d'une  fonne  à  l'autre. 

Nous  supposerons  désormais  que  dans  ces  formules  /t,,  p^ 
désignent,  non  plus  une  solution  quelconque,  mais  celle  formée  par 
les  plus  petits  entiers  non  négatifs.  Il  est  aisé  de  démontrer  que, 
sous  cette  hypothèse,  on  obtient  toutes  les  solutions  positix  es  x^ y 
de  Inéquation  (E')  en  remplaçant  dans  les  formules  (S)  X,  Y  par 
toutes  les  solutions  positives  de  l'équation  (E)  :  il  suffit,  pour  le 
prouver,  de  vérifier  que  les  formules  (S)  ne  peuvent  donner  pourx 
et^  deux  valeurs  positives  si  X.  et  Y  ne  sont  pas  tous  deux  positifs. 

8.  Il  convient  d'examiner  à  part  le  cas  où  p^  serait  nul,  ce  qui 
exige  que 

A  =  i; 

dans  ce  cas  les  surfaces  S  correspondantes  seraient  représentables 
sur  la  surface  de  Kummer.  Mais,  en  fait,  il  n'en  existe  pas,  car  à 
la  solution 

correspond  la  représentation  classique  de  la  surface  de  Kummer 
et  aucune  autre  solution  n,  p  de  l'équation  (E)  ne  satisfait  à  l'iné- 
galitë  (F). 

Ce  cas  étant  écarté,  on  peut  démontrer  qu'à  la  plus  petite  solu- 
tion /i|,  p^  de  Féquation  (E)  correspond  certainement  une  sur- 
face S»  En  effet,  la  plus  petite  solution  j:  =  p,,^  =  V|  de  l'équation 
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(E')  s'exprime  en  fonction  de  ni  et  p^  par  les  formules  (S),  d'où 

SI  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'inégalité  (I')  elle  devient 

condition  qui  ne  pourrait  être  satisfaite  que  dans  le  cas  précédem- 
ment exclu  où  p^  =  o. 

Au  contraire,  si  l'on  considère  la  deuxième  solution  /I3,  p^  de 
l'équation  (E),  solution  qui  se  calcule  de  suite  par  la  résolution 
de  l'équation  de  Pell  (E')  et  par  les  relations  (S),  on  reconnaît 
qu'elle  ne  vérifie  pas  l'inégalité  (F).  Il  en  est  de  même  a  fortiori 
pour  toutes   les   autres  solutions  de  l'équation  (E),  puisque  le 

rapport  —  croît  avec  le  rang  de  la  solution  /i,  />. 

Il  ne  correspond  donc  de  surface  £  qu'à  la  plus  petite  solution 

Nous  parvenons  ainsi  au  résultat  suivant  : 

Il  existe  une  famille  dénombrable  desurfcLces  hyperelliptiques 
du  quatrième  ordre  Sa  définies  de  la  manière  suivante  :  soit  A 
un  entier  quelconque  (sauf  à  =  i)  tel  que  la  forme  AX* —  2 Y* 
puisse  représenter  le  nombre  i ,  et  soit  /i,  p  la  plus  petite  solu- 
tion de  V équation 

A/i*—  5i/>«=  1; 

les  coordonnées  homogènes  d*un  point  de  la  surface  Sa  sont 
proportionnelles  à  quatre  fonctions  thêta  répondant  au  tableau 
de  périodes  ÇT^)j  d'ordre  2n,  de  caractéristique  nulle,  paires 
et  admettant  le  point  «  =  o,  i^  ==  o  pour  zéro  d'ordre  ^p. 

Nous  établirons  un  peu  plus  loin  que  céfs  surfaces  sont  effective- 
ment toutes  distinctes,  ce  qui  n'est  pas  évident  a />r/orf;  car  à  des 
représentations  paramétriques  distinctes  pourrait  correspondre 
une  même  surface. 
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III. 


9.  La  surface  générale  du  qualrième  ordre  à  quinze  points 
doubles  dépend  projectiyement  de  quatre  paramètres,  alors  qu'une 
surface  hyperelliptique  ne  dépend  que  de  trois  modules  :  chacune 
des  surfaces  S^  cloit  donc  être  caractérisée  par  une  condition. 

A  cet  effet  considérons  Tunicursale  singulière  C©  qui  corres- 
pond sur  la  surface  2^  à  la  demi-période  2^  =  0,  (^  =  0  annulant 
les  quatre  fonctions  coordonnées  X\^  ...,^74.  Cette  courbe  est  de 
degré  4/^9  puisque  les  développements  de  Mac  Laurin  des  fonc- 
tions J7|,  J72,  OTs,  ^4  autour  du  point  ei  =  o,  i^  =  o  sont  supposés 
commencer  par  des  termes  de  degrés  ^p  ;  elle  ne  passe  d'ailleurs 
par  aucun  des  points  doubles  de  la  surface. 

L'existence  de  cette  unicursale  entraine  une  condition 

fp{a,b,c,d)—o 

entre  les  quatre  paramètres  a,  bj  c,  d  dont  dépend  la  surface  gé- 
nérale du  quatrième  ordre  à  quinze  points  doubles. 

10.  Pour  former  cette  condition,  nous  ramènerons  la  question  à 
un  problème  de  Géométrie  plane  en  projetant  la  surface  à  partir 
d'un  de  ses  points  doubles  O  :  le  contour  apparent  en  projection 
se  compose  de  quatre  droites  A4,  ...,  A4  et  d'une  conique  C,  telles 
qu'il  existe  une  conique  F  bitangente  à  C  et  tangente  aux  quatre 
droites  A  (*).  Inversement,  à  une  telle  figure  plane  correspond  une 
surface  du  quatrième  ordre  à  quinze  points  doubles 

Si  la  surface  possède  une  unicursale  Cq  de  degré  ^p  ne  passant 
par  aucun  point  double,  il  existe,  en  projection,  une  unicursale  C^ 
de  même  degré,  inscrite  au  contour  apparent;  de  là  résulte  une 
condition,  car  celte  unicursale  est  assujettie  à  \^p  conditions  de 
contact,  alors  qu'elle  ne  dépend  que  de  12/9  —  i  paramètres. 

Cette  méthode  permet  donc,  par  un  nombre  fini  d'opérations 
algébriques,  de  former  une  équation  algébrique  Fp(a,  6,  c,  é/)  =  o 
à   laquelle   satisfait  toute  surface  du   quatrième  ordre  à  quinze 

(  *  )  Cette  conique  F  correspond  au  c6ne  des  tangentes  à  la  surface  au  centre  de 
projection  O. 
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points  doubles  qui  possède  une  unîcursale  d^ordrc  ^p  ne  passant 
par  aucun  point  double.  Il  en  résulte  que  le  polynôme  l''/>(«,  6,  c,  d) 
est  divisible  par/j:,(a,  6,  c,  d). 

Mais  l'équation  ¥ p=^  o  peut  renfermer  des  facteurs  étrangers  : 
ainsi  cette  circonstance  se  présente  dans  le  cas  où  le  cône  qui  pro- 
jette i^unicursale  C^  à  partir  du  point  double  O  coupe  la  surface 
suivant  deux  courbes  unicursales  qui  passent  toutes  deux  par  le 
centre  de  projection  O.  En  fait,  la  présence  de  ces  facteurs 
étrangers  dans  l'équation  F^=  o  rendrait  très  difficile  la  formation 
effective  de  l'équation  fp'=^  o. 

Nous  nous  bornerons  à  donner  une  application  de  cette  méthode 
au  cas  où  ^  =  I . 

IV. 
H.   Dans  le  cas  où)0  =  i  la  irialion  fondamentale 

exige 

A  =  3        et        /i  =  I . 

La  surface  correspondante  £3  est  caractérisée  par  l'existence 
d'une  quartique  de  deuxième  espèce  Co  ne  passant  par  aucun  point 
double. 

Elle  possède  d'ailleurs  une  deuxième  quartique  analogue  C|  qui 
est  son  intersection  résiduelle  par  la  quadrique  menée  par  la 
quartique  Co* 

D'après  la  méthode  du  paragraphe  lll,  pour  former  l'équation  Ff , 
on  doit  déterminer  dans  le  plan  quatre  droites  A,,  ...,  A4  el  une 
conique  C  jouissant  des  deux  propriétés  suivantes  :  d'une  part,  il 
existe  une  conique  F  inscrite  au  quadrilatère  A|,  ...,  A4  et  bitan- 
gente  à  C;  d'autre  part,  il  existe  une  quartique  unicursale  C^ 
bitangente  à  chacune  des  quatre  droites  et  quad  ri  tangente  à  C. 

A  priori,  ce  problème  se  décompose  et  par  suite  l'équation 

est  réductible.  En  effet  une  quartique  unicursale  C^  possède  quatre 
familles  de  coniques  quadritangentes  :  l'une  de  ces  familles  ne 
comprend  aucun  couple  de  bitangentes,  alors  que  chacune  des 
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Irois  autres  familles  en  comprend  deux  (à  savoir  les  couples  A|,  A^ 
et  As,  A4;  A,^  As  et  A2,  A4;  A|,  A4  et  A2,  A3).  De  là  quatre  pro- 
blèmes distincts,  suivant  que  la  conique  C  est  supposée  appartenir 
à  l'une  on  l'autre  des  familles  de  coniques  quadritangentes  à  C^. 
Il  serait  Tacile  de  reconnaître  que  les  trois  dernières  familles 
sont  étrangères  au  problème  actuel.  Mais  il  est  préférable  pour 
former  l'équation^,  =  o  de  partir  d'une  autre  propriété  de  la  sur- 
face Ss  qui  conduit  à  une  équation  irréductible. 

12.  A  cet  effet  considérons  les  fonctions  thêta  impaires,  du 
premier  ordre,  répondant  à  une  caractéristique  impaire  et  au 
lableau  de  périodes  (T3).  Elles  définissent  sur  la  surface  une 
famille  linéaire  de  biquadratiques  passant  par  cinq  points  doubles. 
Étant  donné  un  autre  point  double  O  de  la  surface,  il  existe  une 
biquadratique  de  la  famille  passant  par  O,  et  elle  y  présente  un 
point  double.  Elle  est  donc  projetée  de  ce  point  suivant  un  cône 
du  second  ordre  y.  On  reconnaît  aisément  que  ce  cône  contient  les 
arêtes  du  trièdre  formé  par  trois  des  plans  tangents  singuliers 
passant  par  O,  ainsi  que  les  deux  points  doubles  de  la  surface 
situés  en  dehors  de  ces  plans  ;  de  plus  il  est  tangent  à  la  surface. 

De  là  résulte  la  propriété  suivante  en  projection  : 
Les  droites  A  et  la  conique  C  formant  le  contour  apparent  sont 
telles  qu'il  existe  une  conique  y  circonscrite  au  triangle  A|  A^  A3, 
passant  par  les  points  d'intersection  de  A4  avec  C  et  tangentes  à  C 
en  un  autre  point  (*  ). 

13.  Cette  condition  peut  se  traduire  anal^liquement  de  la  ma- 
nière suivante  :  prenons  les  droites  A|,  A2,  A3  pour  triangle  de 
référence  x  =  o,  ^  =  o,  5  =  o  et  soit 

r(a?.  y,  -5)=  x^-^y*-^  -•'—  ixy  —  lyz  —  izx  =  o 

l'équation  de  la  conique  F  qui  correspond  au  cône  des  tangentes 
au  centre  de  projection. 

La  droite  A4  qui  doit  être  tangente  à  cette  conique  a  pour  équa- 
tion 

X        y        z 
-  -^  4  -+-  - 


a        "  =«' 


(^)  Cetle  méthode  appartient  pour  le  fond  à   M.  Humbert  {Comptes  rendus, 
3*  se  mes  Lie  18^). 
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avec  la  condition 

(i)  aH-p-hY  =  o- 

Enfin  la  conique  C  de  conloiir  apparent  a  une  équation  de  la 
forme 

0(t,  y,  js)=  r( jr,  y,  z)-¥-(aûS  -h  by -^  cz)^  =  o. 
11  est  aisé  de  former  Téqiiation  de  la  conique  y?  qui  est  la  suivante  : 

C(a7,7,^)~(^-4-|-i-^)[a(a«4-i)a;  +  P(*«-M)j^  +  Y(c«4-i)^]=o, 

et  il  suClit  dès  lors  d^exprimer  que  cette  conique  est  tangente  à  G, 
ou  encore  que  la  droite 

a(a*H-i)a?-i-  P(6*H- i)j^ -h  Y(c*H- i)=  o 

est  tangente  à  C. 

Après  suppression  du  facteur  étranger  (*  ) 

{ab  H-  6c  -4-  ca  —  i), 
on  obtient  Téquation  suivante, 

en  posant 

A  =(a*-hi)(a6  -+■  ac  —  6c  •+-!), 
» 

A'  =  (6«+i)(c»-hi), 


les  coellicients  B,  C  se  déduisant  de  A  par  permutation  circulaire 
el  de  même  B',  C  de  A'. 

Si  l'on  pose  ^  =  i  et  y  =  — (a  +  i),  de  manière  à  satisfaire  à  la 
relation  (i),  Téq nation  (<!:)  est  du  second  degré  par  rapport  à  a. 
Elle  est  irréductible,  car  son  discriminant  n^est  pas  carré  parfait 
(ce  dont  on  s'assure  en  faisant  par  exemple  6  =  o,  c  =  o).  En 
définiiive,  on  peut  considérer  a,  by  c,  a  comme  les  paramètres  défi- 
nissant une  surface  du  quatrième  ordre  à  quinze  points  doubles  et 
l'équation  (C)  n'est  autre  que  l'équation  désignée  plus  haut 
par /'i  =  o. 

(^)  Si  ce  facteur  était  nul,  la  conique  G  se  décomposerait  en  deux  droites. 
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14.  Énonçons  en  terminant  quelques  propriétés  géométriques 
relatives  à  la  surface  particulière  £3  : 

Soit  une  sur/ace  du  quatrième  ordre  à  quinze  points  doubles; 
on  considère  trois  plans  tangents  singuliers  P|,  P2,  P3  menés 
par  un  point  double  O  et  le  cône  du  second  ordre  y?  de  sommet 
Oy  circonscrit  au  trièdre  P^P^Pa  et  passant  par  les  deux 
points  doubles  de  la  surface  situés  en  dehors  des  plans  P| ,  Pa,  P3 
{on  peut  définir  soixante  cônes  analogues). 

Si  la  surface  est  tangente  à  l'un  des  cônes  y  • 

i**  Elle  est  hyperelliptique  {^)\ 

2°  Elle  est  tangente  aux  cinquante-neuf  autres  cônes  y; 

3°  Elle  est  tangente  à  chacune  des  dix  quadriques  passant 
par  les  neuf  points  situés  en  dehors  d'un  plan  tangent  sin- 
gulier et  la  coupe  suivant  deux  quartiques  de  deuxième 
espèce  ; 

4**  //  existe  une  quadrique  tangente  en  dix  points  à  la  sur- 
face, ne  passant  par  aucun  point  double  et  la  coupant  suivant 
deux  quartiques  de  deuxième  espèce. 


15.  Pour  aborder  le  cas  général,  il  est  nécessaire  d'étudier  sur 
la  surface  S^  correspondant  aux  entiers  A,  n^^  p^  la  famille  des 
courbes  unicursales  C  sans  points  multiples  et  ne  passant  par 
aucun  point  double  de  la  surface. 

En  dehors  de  l'unicursale  singulière  Go,  toute  courbe  algé- 
brique de  la  surface  S^  s'obtient  en  égalant  à  zéro  une  fonction 
0(i/,  v)  répondant  au  tableau  de  périodes  (T^),  paire  ou  im- 
paire (*).  Si  la  courbe  ne  passe  par  aucun  point  double  de  la  sur- 


(  »)  Pour  pouvoir  énoncer  ce  théorème,  il  était  nécessaire  de  vérifier  que  la  con- 
dition i^C)  est  indécomposable. 

(^)  Nous  supposons  ici  que  les  périodes  g^  A,  g*  ne  sont  pas  singulières,  c'est- 
à-dire  ne  satisfont  pas  à  une  relation  de  la  forme 

A^+ BA -+- C^'-^  D(  A2- 5'^')-h  E  =  0, 

à  coefficients  entiers. 

XXXV.  5 
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face,  celle  foncllon  est  nécessairement  d'ordre  2V,  de  caracté- 
ristique nulle  et  paire;  elle  peut  d'ailleurs  s'annuler  pour  la 
demi-période  m  =  o,  c  =  o,  soit  ap  l'ordre  de  multiplicité  de  ce 
zéro.  Le  genre  de  la  courbe  6 (m,  i^)=  o,  supposée  sans  point  mul- 
tiple, est  égal  à 

De  là  résulte  que  la  surface  possède  une  infinité  d'unicursales 
Ck  liées  aux  solutions  de  Téquation  de  Pell 

(E')  p«— 2Av»=i, 

que  nous  avons  déjà  rencontrée. 

Le  degré  de  la  courbe  Cm  qui  correspond  à  la  A:»*"«  solution  de 
l'équation  de  Pell  a  pour  expression 

Celle  valeur  s'exprime  plus  simplement  en  fonction  de  la  A:**"* 
solution  de  Téquation  fondamentale 

(E)  An»— 2/?»  =  i. 

l'^n  effet  les  formules  de  la  substitution  S  résolues  par  rapport 
à  fik  et  pm  donnent 

Le  degré  de  la  courbe  C*  est  donc  4/>A-  H  croît  avec  Tindice;  la 
courbe  de  degré  minimum  Cj  est  de  degré  4/>m  ^e  même  que 
l'unicursale  singulière  Co- 

L'entier  ^p\  a  donc  une  signification  géométrique  simple  : 
il  représente  le  degré  minimum  des  unie urs aies  C  de  la  sur- 
face. 

De  là  résulte  que  deux  surfaces  X^,  S^'  correspondant  à  deux 
entiers />!, /?',  difTérents  sont  distinctes.  Ce  raisonnement  tombe 
en  défaut  lorsque  p^=^p\^  en  sorte  que 

'2.p\  -+-  I  =  Anf  =  A'n',', 
car  les  unicursales  Ca  et  Cj^  appartenant  à  ces  deux  surfaces  et  de 
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même  indice  sonl  de  même  degré.  Dans  ce  cas,  on  s'assure  que  les 
surfaces  sont  distinctes  par  la  considération  d'une  autre  famille  de 
courbes  :  par  exemple  la  famille  linéaire  définie  par  les  fonctions 
thêta  d'ordre  deux,  de  caractéristique  nulle,  et  paires. 

Nous  énoncerons  enfin  le  théorème  suivant  relatif  aux  unicur- 
sales  C,  et  qui  se  déduit  aisément  de  leur  équation  hyperelliptique  : 

Les  courbes  C©  et  Cj  forment  l'intersection  complète  de  la 
surface  ^  par  une  sur/ace  algébrique  d'ordre  ip^^  plus  géné- 
ralement on  peut  faire  passer  par  la  courbe  G^  une  surface 

algébrique  ayant  avec  la  surface  S  un  contact  d'ordre  i—  —  i  j 

le  long  de  l'unicursale  singulière  Go,  et  ne  la  coupant  pas  en 
dehors  des  courbes  G©  et  G*. 


VI. 


16.  Les  considérations  précédentes  permettent  d'établir  un  lien 
entre  l'équation  A/i^ —  2p^=  i  et  l'équation  algébrique 

fp{a,b,c,d)  —  o, 

qui  exprime  que  la  surface  du  quatrième  ordre  à  quinze  points 
doubles  de  paramètres  a,  6,  c,  d  possède  une  iinicursale  d'ordre 
^p  (sans  points  multiples  et  ne  passant  par  aucun  point  double  de 
la  surface). 

Soit/?  un  entier  quelconque  :  décomposons  le  nombre  2p*-\-  i 
de  toutes  les  manières  possibles  en  un  produit  de  deux  facteurs 
dont  l'un  soit  carré  parfait, 

2p*  -h  I  =  A/i*  =  A'  n'*  = . . . , 

et  considérons  les  suffaces  hyperelliptiqucs  Sa?  Sa', 

Remarquons  tout  d'abord  que,  dans  le  cas  où  2/?'-|-  i  est  carré 
parfait,  on  ne  doit  pas  considérer  la  décomposition  A  =  i, 
/i  =  ^2 /?^ -4-  I ,  à  laquelle  ne  correspond  pas  de  surface.  Au  con- 
traire, on  doit  considérer  la  décomposition  A=2/?^-|-i,  ai=i,  à 
laquelle  correspond  la  surface  ^2p*^i  • 

Geci    posé,    nous    distinguerons   les    décompositions    en    deux 
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classes,  suivant  que  n  et  p  forment  ou  non  lai  plus  petite  solution 
de  Fëquatîon  A/i^ —  2p^=  i. 

Dans  ce  dernier  cas,  soit  k  le  rang  de  la  solution  /i,  p,  et  soit 
Aii,  Pi  la  plus  petite  solution.  D'après  les  résultats  du  paragraphe  V, 
la  surface  Sa  q^ii  correspond  aux  entiers  A,  /i|,  p^  possède  une 
unicursale  C  de  degré  4/^1  à  savoir  celle  d'indice  k.  L'équation 
fp{ay  bj  c,  rf)  =  0  renfermera  donc  en  facteur  le  premier  membre 
de  l'équation  /p^=  o,  qui  caractérise  la  surface  Sa* 

Supposons  que  l'on  ait  formé  toutes  les  équations  /^  =  o, 
f2=Oy  . . .,  jusqu'à  /p_i  =  o.  Parmi  les  polynômes /^(ir -</?),  on 
peut  prévoir  a  priori  ceux  que  contiendra  en  facteur  l'équation 
/p=o  et,  par  des  opérations  rationnelles,  on  débarrassera  l'équa- 
tion/]:,=o  de  ces  facteurs. 

Il  reste  donc  à  étudier  les  décompositions  A/i'  de  la  première 
classe.  A  chacune  d'elles  correspond  une  surface  Sa  possédant 
deux  unicursales  Cq^  C|  d'ordre  4/>  et  n'en  possédant  pas  de  degré 
moindre.  L'équation /y, (a,  6,  c,d)=:o  proprement  dite  se  décom- 
posera donc  en  autant  d'équations  qu'il  y  a  de  décompositions  A/i' 
de  première  classe. 

17.  Voici  deux  remarques  qui  permettront  dans  la  plupart  des 
cas  de  reconnaître  de  suite  à  quelle  classe  appartient  une  décom- 
position donnée  2p^  -4-  i  =  A/i^. 

La  deuxième  solution  n^^p^  de  l'équation  (E)  se  calcule  aisément 
en  fonction  de  n\ ,  p^  par  les  formules  S  : 

n,=  /i,(8/?î  +  i), 
/>,  =  /?,(8/>ÎH-3). 

Dès  lors  /?2  ne  peut  être  un  nombre  premier  que  si  j9|  =  i,  et 
d'ailleurs  il  en  serait  de  même  de  tous  les  nombres  pk  qui  con- 
tiennent/?4  en  facteur  :  donc,  si  p  est  un  nombre  premier  différent 
de  onze,  toutes  les  décompositions  A/i^  seront  de  la  première 
classe. 

D'autre  part  n^  peut  se  mettre  sous  la  forme 

/i,=  /i,(4Anî  — 3); 
or 
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donc,  si  h  est  diflérenl  de  i , 

Dès  lors,  si  /i<;  4'A  —  3,  on  est  assuré  que  /i,  p  est  la  plus  petite 
solution  de  l'équation  (E),  c*est-à-dire  que  la  décomposition  Hn^ 
est  de  première  classe. 

18.  Il  résulte  de  l'étude  que  nous  avons  faite  des  unicursales  C 
tracées  sur  la  surface  Sa  qu'il  n'existe  pas  d'autre  surface  de  la 
famille  étudiée  qui  possède  une  unicursale  d'ordre  ^p  (sans  points 
multiples  et  ne  passant  par  aucun  point  double)  en  dehors  de 
celles  que  nous  venons  de  considérer.  Mais  l'analyse  précédente 
ne  prouve  pas  que  réquation/'y,=  o  ne  renferme  pas  d'autres  fac- 
teurs étrangers  correspondant  par  exemple  à  des  surfaces  qui  ne 
seraient  pas  hyperelliptiques. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

//  existe  autant  de  tyoês  de  surfaces  hyperelliptiques  du 
quatrième  ordre  à  quinze  points  doubles  possédant  une  uni- 
cursale d^ ordre  ^p  (sans  points  multiples  et  ne  passant  par 
aucun  point  double)  que  le  nombre  2/?*+  1  admet  de  diviseurs 
carrés.  Dans  cet  énoncé  on  doit  comprendre  le  diviseur  i ,  mais 
non  le  diviseur  \Jip^-\-  i  au  cas  où  ip^-\-  i  est  un  carré. 

Sous  une  autre  forme  : 

L'équation  algébrique  qui  exprime  qu'une  surface  du  qua- 
trième ordre  à  quinze  points  doubles  possède  une  unicursale 
d'ordre  ^p  se  décompose  en  autant  de  facteurs,  au  moins,  que 
le  nombre  2/?*-|-  i  possède  de  diviseurs  carrés  {y  compris  i  et 
non  compris  y/2/?*+  1). 
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SUR  LES  SURFACES  DU  TROISIÈME  ET  DU  QUATRIÈME  ORDRE 

QUI  ADMETTENT  POUR  LIGNE  ASTMPTOTIQUE 

UNE  COURBE  DE  QUATRIÈME  ORDRE  ET  DE  QUATRIÈME  CLASSE; 

Par    m.    Ch.    Bioche. 

1.  La  détermination  du  nombre  des  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  qu^ine  surface  contienne  une  courbe  donnée  est 
dans  le  cas  général  un  problème  délicat.  Il  en  est  de  même,  évi- 
demment, de  la  détermination  du  nombre  des  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  qu'une  courbe  soit  ligne  asjmptotique, 
ou,  autrement  dit,  ait,  à  la  fois,  ses  points  sur  la  surface  et  ses 
plans  osculateurs  tangents  à  la  surface.  Cependant,  on  peut  trai- 
ter facilement  le  problème  dans  quelques  cas  simples  (*);  il  m'a 
semblé  que  les  résultats  obtenus  dans  des  cas  particuliers  d'un 
problème  généralement  difficile  pouvaient  présenter  quelque  in- 
térêt. 

Je  considère  ici  le  cas  où  la  courbe  est  de  quatrième  ordre  et  de 
quatrième  classe.  Je  rappellerai  qu'il  y  a  deux  sortes  de  courbes  à 
distinguer  (^);  les  unes  sont  les  transformées  homograpbiques  de 
la  biquadralique 


X        Y        Z       T 

1 


i^  =  r«  =  x  =  ""' 


dont  le  plan  osculateur  a  pour  équation 

X-6XîY-+-8X»Z  — 3X*T  =  o; 

les  autres  sont  les  transformées  homograpbiques  de  la  quartique 

à  sécantes  triples 

X  _  Y_  _  Z  _  T 

X*  "  X»  "^  X  ■"  I  ' 

dont  le  plan  osculateur  a  pour  équation 

X  —  aXY -f- aX»Z  —  X*T  =  o. 

2.  Surfaces  du  troisième  ordre  ayant  pour  ligne  asympto- 

(1)  J^ai  déjà  étudié  le  cas  où   la  courbe  donnée  est  une  cubique  gauche  dans 
deux  Mémoires  {Bull.  Soc.  math.,  t.  XXVI,  1898  et  t.  XXVII,  1899). 

(2)  Voir  BuU.  Soc.  math.,  l.  XXXIII,  1905,  p.  18, 
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tique  une  biquadratique  de  quatrième  classe.  —  Il  est  facile  de 
voir  que  les  points  dMnlersection  d'une  biquadratique  avec  une 
surface  algébrique  d'ordre  quelconque  ne  sont  pas  indépendants. 
En  particulier,  toutes  les  surfaces  du  troisième  ordre  qui  passent 
par  II  points  d'une  pareille  courbe  ont  en  commun  un  12"  point, 
l'équation  qui  donne  les  X  des  points  d'intersection  n'ayant  pas  de 
terme  du  onzième  degré. 

Il  suffit  donc  d'écrire  que  la  surface  passe  par  un  point  indé- 
pendant des  II  premiers  pour  qu'elle  contienne  i3  points,  et, 
par  suite,  tous  les  points  de  la  courbe.  On  a  donc,  dans  l'équation 
générale  des  surfaces  du  troisième  ordre  qui  contiennent  la  courbe, 
12  paramètres  de  moins  que  dans  l'équation  générale  du  troi- 
sième ordre.  Il  est  facile  de  vérifier  que  la  première  équation  peut 
s'écrire 

F(X,  Y,  Z,  T)  =  (Y«  —  XT)  (AX  -+-  BY  -+-  CZ  -+-  DT) 

-f-  (Z«  —  YT)  ( A'X  H-  B' Y  -+-  G'Z  -h  D'T)  =  o. 

Pour  exprimer  que  le  plan  osculateur  à  la  biquadratique  est 
tangent  à  la  surface  il  suffit,  comme  ce  plan  contient  déjà  la  tan- 
gente à  la  courbe,  d'écrire  qu'il  coupe  une  arête  du  tétraèdre  de 
référence  au  même  point  que  le  plan  osculateur,  on  a  ainsi  l'équa- 
tion 

I  '  6X*  * 

Cette  équation  est  du  sixième  degré  en  X.  Donc  il  y  a  6  plans  os- 
culateurs  qui  touchent  la  surface  en  leurs  points  de  contact  avec 
la  courbe;  l'équation  n'ayant  pas  de  terme  en  X^  ces  points  ne  sont 
pas  indépendants;  il  y  a  donc  6  conditions  seulement  à  exprimer 
pour  que  la  courbe  soit  ligne  asymptotique;  on  obtient  alors, 
comme  équation  générale  des  surfaces  cherchées, 

a(  Y»  -h  XYT  —  4XZ«)  -h  {i(4  YZ»  -  6  Y»T  -f-  XT»)  =  o. 

On  a  en  évidence  dans  cette  équation  deux  surfaces  du  qua- 
trième ordre,  qui  se  conservent  par  toute  transformation  horao- 
graphique  conservant  la  biquadratique.  Ces  surfaces  se  coupent 
suivant  la  biquadratique,  le  long  de  laquelle  elles  se  touchent  et 
suivant  la  droite  X  =  Y  =  o. 
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3.  Surfaces  du  quatrième  ordre  ayant  pour  asymptotique 
une  biquadratique  de  quatrième  classe,  —  Il  suffit  de  i6  con- 
dilions  pour  que  la  surface  du  quatrième  ordre  contienne  une  bi- 
quadratique de  quatrième  classe;  il  reste  alors,  dans  l'équation 
d'une  pareille  surface,  19  termes  et  l'on  peut  l'écrire 

[(  Z«  —  YT)  (AX« -H  A' Y«  +  V  Z» -h  2  BYZ -h  2  B' ZX 

-4-aB'XY  +  2GXTH-aG'YT  +  aG'ZTH-DT«) 
-+-(Y«-XT)[A,X«  +  A;Y«-+-'2B,YZ-i-aB\ZX 

-^2B';XY-i-2GiXT-+-!iC;YTH-aG;ZT-+-DiT«]  =  o. 

On  a  en  évidence,  dans  cette  équation,  oulre  les  premiers 
membres  des  équations  de  deux  quadriques  simples  contenant  la 
biquadratique,  ceux  qui  correspondent  à  deux  autres  quadriques, 
les  premiers  membres  des  équations  de  ces  dernières  contenant 
l'un  10  termes,  l'autre  9  seulement,  car  on  peut  ne  pas  y  écrire  de 
terme  en  Z^. 

Si  l'on  forme,  en  opérant  comme  précédemment,  l'équation  qui 
donne  les  points  où  les  plans  osculateurs  sont  tangents  à  la  sur- 
face, on  obtient  une  équation  du  10^  degré.  U  y  a  donc  10  plans 
osculateurs  tangents  à  la  surface;  mais,  ces  plans  n^  étant  pas  in- 
dépendants, il  suffit  encore  de  10  équations  de  condition  pour 
exprimer  que  tous  les  plans  sont  tangents  à  la  surface.  Il  reste 
donc  9  termes  seulement  dans  l'équation  que  Ton  peut  écrire,  en 
mettant  en  évidence  les  deux  surfaces  particulières  du  troisième 
ordre,  obtenues  au  paragraphe  précédent, 

(Y»-h3XYT  — 4XZs)(AX-+-BY-+-GZ-4-DT) 

-h(4YZ«-5Y»T-+-XT«)(A'X-HB'Y-+.C'Z-+-D'T)-HK(Z»— YT)«  =  o. 

4.  Surfaces  du  troisième  ordre  ayant  pour  ligne  asympto- 
tique une  quartique  à  sécantes  triples,  —  Les  points  d'inter- 
section d'une  telle  courbe  avec  une  surface  sont  indépendants  ;  il 
y  a  donc  i3  équations  de  condition  à  écrire  pour  exprimer  qu'une 
surface  du  troisième  ordre  contient  la  courbe;  l'équation  de  cette 
surface  peut  s'écrire 

A(X«Z  —  Y>)  -h  B(XZ«—  YîT)  h-  G(YT«  —  Z'} 

-h  (XT  -  YZ)  (aX -+- p Y  H- yZ -f- ûT)  =  o; 

l'équation  qui  détermine  les  points  de  contact  des  plans  oscula- 
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leurs  tangents  à  la  surface  est 

AX«  +  aX»  -f-  pX*  -+-  Y^'  -^-  ^^  -+-  G  =  "• 

Il  j  a  donc  6  plans  osculateurs  tangents  à  la  surface,  mais  Té- 
quatîon  n'ajant  pas  de  terme  en  X'  ces  plans  ne  sont  pas  indé- 
pendants. Il  en  résulte  qu'il  suffit,  pour  exprimer  que  la  ligne  est 
asymptotique,  d'écrire  6  équations  de  condition.  On  voit  immé- 
diatement que  Téquation  de  la  surface  est 

11  n'y  a  donc  qu'une  surface  du  troisième  ordre  admettant  comme 
asymptotique  une  quartique  de  quatrième  classe  à  sécantes  triples, 
c'est  la  surface  réglée  à  directrices  distinctes.  On  savait  bien  qu'une 
pareille  surface  avait  ses  lignes  asyniptotiques  du  quatrième  ordre 
et  de  quatrième  classe,  avec  des  sécantes  triples;  on  voit  que  c'est 
la  seule  catégorie  de  surfaces  du  troisième  ordre  admettant  une 
ligne  asjmptotique  de  cette  nature. 

5.  Surfaces  du  quatrième  ordre  ayant  pour  ligne  asympto- 
tique  une  quartique  de  quatrième  classe  à  sécantes  triples,  — 
On  a  17  équations  de  condition  à  écrire  pour  exprimer  qu'une 
surface  du  quatrième  ordre  contient  la  courbe;  il  reste  donc  dans 
Téquation  de  la  surface  18  termes.  L'équation  qui  donne  les  X  des 
points  où  le  plan  osculateur  est  tangent  à  la  surface  est  du  dixième 
degré;  cette  équation  est  complète  et  il  n'existe  aucune  relation 
entre  coefficients  de  termes  de  degrés  différents,  de  sorte  que  les 
plans  sont  indépendants,  tandis  qu'il  n'en  était  pas  de  même 
dans  les  autres  cas  traités  déjà.  On  a  alors  1 1  conditions  nouvelles 
à  exprimer  pour  que  la  courbe  soit  asymptotique,  et  il  reste 
7  termes  dans  l'équation  qui  peut  s'écrire  : 

(X«Z- Y«T)(AX  4-  BY-f-  CZ  -h  DT)  4-  a(YZ  —  XT)« 
H-  P(Y*  —  2X« YZ  -+-  X»T)  +  Y(Z*  —  2  YZT«-+-  XT»)  =  o. 

On  a  en  évidence  dans  l'équation  une  surface  particulière  se  dé- 
composant en  un  plan  et  une  surface  réglée  du  troisième  ordre, 
un  système  de  deux  quartiques  confondues,  et  deux  surfaces  du 
quatrième  ordre  proprement  dites. 

Les  équations  de  ces  dernières  se  déduisent  l'une  de  l'autre  en 
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remplaçant  X.,  Y,  Z,  T  par  T,  Z,  Y,  X.  Ce  sont  des  surfaces  réglées 
ajant  chacune  pour  directrice  triple  la  tangente  à  la  ligne  asymp- 
tolique,  vn  un  de  ses  points  d*inflexion  linéaire.  Les  géiiéi-atrices 
de  chacune  de  ces  surfaces  appartiennent  à  une  congruence  linéaire 
ayant  ses  directrices  confondues  (*). 

6.  Points  doubles  des  surfaces,  —  Les  surfaces  passant  par 
une  courbe  algébrique  et  ayant  cette  courbe  comme  asymptotique 
possèdenl  des  points  doubles  situés  sur  la  courbe.  C'est  une  pro- 
priété générale  que  j'ai  déjà  eu  occasion  de  signaler  dans  le  cas 
où  la  courbe  est  une  cubique  gauche  (*). 

Il  suffit,  pour  le  voir,  de  remarquer  que  les  dérivées  partielles 
du  premier  membre  de  Téquation  de  la  surface,  qui  sont  les  coef- 
ficients de  Téquation  du  plan  langent,  sont  proportionnelles  aux 
coefficients  de  récpiation  du  plan  osculateur.  Or  le  coeKicient 
de  X  dans  cette  équation  étant  i ,  le  coefficient  de  proportionnalité 
est  F^.  Donc  on  aura  des  points  doubles  donnés  par 

F^(XSX«,  X,  i)  =  o 
dans  le  cas  de  la  biquadratique,  et  par 

F;(XSX»,X,  i)  =  o 

dans  le  cas  de  l'autre  courbe.  11  est  facile  de  reconnaître  que  la 
première  équation  est  du  huitième  degré  en  X  el  la  seconde  du 
sixième. 

On  voit  ainsi  que,  bien  que  les  courbes  soient  du  même  ordre 
el  de  la  même  classe,  les  degrés  des  équations  déterminant  les 
points  doubles  ne  sont  pas  les  mêmes. 

J'ajouterai  que  les  équations  peuvent  avoir  des  racines  mul- 
tiples, et  que,  par  suite,  plusieurs  points  doubles  peuvent  se  con- 
fondre. Ce  fait  se  produit  sans  que  l'ordre  de  multiplicité  des 
points  augmente,  en  général.  Ordinairement  il  y  a  seulement  dé- 
composition du  cône  des  tangentes.  Des  faits  analogues  se  produi- 
saient quand  la  ligne  asymptotique  était  une  cubique  gauche. 


(M  Voir  BulL  Soc.  math.,  t.  XIX,  p.   lao. 

(2)  Voir  Bull.  Soc.  math.,  t.  XXVI,  1898,  p.  226. 


Digitized  by 


Google 


—  75  - 

SBR  LE  GROUPE  DES  ÉQUATIONS  TRINOMES; 
Par  m.  t.  Lalesco. 

1.  Toute  équation  trinôme  peut  être  réduite  à  la  forme 
(i)  a?« — ^aarH-a=:o, 

où  a  désigne  un  paramètre  arbitraire  et  A:  la  constante  Ai: (n  —  i)  "  . 

Je  me  propose  de  démontrer  que  le  groupe  de  Galois  de  cette 
équation,  si  son  degré  est  premier,  est  le  groupe  symétrique. 

En  effet,  les  seules  racines  en  a  de  son  discriminant  sont  o  et  i  ; 
si  donc  on  envisage  les  racines  de  (i)  comme  fonctions  de  a,  autour 
de  Porigine  elles  formeront  un  seul  cycle  et  autour  du  point  a  =  i 
il  j  en  a  seulement  deux  qui  se  permutent,  puisque  la  dérivée 
seconde  de  (i)  ne  s'annule  plus  pour  xy^o. 

Le  groupe  de  monodromie  de  (i)  est  donc  d'abord  transitif  à 
cause  du  cycle  de  n  racines;  il  contient  d'ailleurs  une  transposition 
provenant  de  la  permutation  de  deux  racines  autour  du  point  a=  i . 
D'après  un  théorème  bien  connu,  ce  groupe  est  donc  ou  imprimitif 
ou  bien  identique  au  groupe  symétrique;  comme  n  est  premier,  la 
seconde  hypothèse  est  la  seule  admissible. 

Dès  lors,  le  groupe  de  Galois  de  l'équation  (i),  admettant  le 
groupe  de  monodromie  comme  sous-groupe  invariant,  se  con- 
fondra lui  aussi  avec  le  groupe  symétrique. 

2.  D'après  un  théorème  de  M.  D.  Hilbert,  il  existe  dans  ce  cas 
une  infinité  de  valeurs  rationnelles  du  paramètre  a  pour  lesquelles 
le  groupe  de  l'équation  (i)  sera  toujours  le  groupe  symétrique.  Par 
conséquent  une  équation  trinôme,  en  général,  sera  sans  ajfect. 

Voici  d'ailleurs  une  démonstration  très  simple  de  l'important 
théorème  de  M.  Hilbert,  que  nous  venons  de  rappeler. 

Soit  u  un  élément  primitif  du  corps  de  l'équation  (i)  et  soient 
£/f,  1/2)  -  -  M  t^M  s^s  valeurs  conjuguées;  par  définition,  deux  quel- 
conques de  ces  expressions  ne  peuvent  pas  être  identiquement 
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égales  (').  Par  conséquent,  il  existera  nne  infinité  de  valeurs 
rationnelles  du  paramètre  a  telles  que  les  valeurs  numériques 
correspondantes  des  éléments  Ug  soient  toutes  différentes  entre 
elles,  ce  qui  stifiil  pour  démontrer  la  proposition. 


COMSTRUCnOM  DES  RÂTORS  DE  GODRDURE  D*DVE  CLASSE 
DE  COURBES  ET  DE  SURFACES; 

Pim  M.  A.  Pellet. 

1.  Par  un  point  T  pris  sur  la  tangente  en  M  à  une  conique, 
menons  une  perpendiculaire  sur  la  polaire  de  ce  point  T,  et  soit  N 
sa  rencontre  avec  la  normale  en  M  ;  par  les  points  T  et  N,  menons 
des  perpendiculaires  sur  la  tangente  et  la  normale  et  soit  t  le  point 
de  rencontre  de  ces  perpendiculaires;  le  lieu  du  point  t  lorsque  T 
se  déplace  sur  la  tangente  en  M  est  une  droite  qui  passe  par  le 
centre  de  courbure  en  M,  par  le  pôle  de  la  normale  MN,  et  coupe 
à  angle  droit  la  symétrique  du  diamètre  de  la  conique  qui  passe 
en  M.  Nous  appellerons  ce  lieu  du  point  t,  pour  abréger,  axe  de 
déviation  de  la  conique  au  point  M.  En  un  point  M  d*une  courbe 
quelconque,  les  coniques  avant  un  contact  du  troisième  ordre  avec 
la  courbe  ont  même  axe  de  déviation,  qui  par  suite  peut  être  dési- 
gné par  les  mots  axe  de  déviation  de  la  courbe  en  M.  En  un  point 
de  rencontre  de  deux  coniques  homofocales,  les  axes  de  dévia- 
lion  de  deux  coniques  coïncident.  Plus  généralement,  soit  M  un 
point  d'une  quadrique  :  le  plan  langent  en  M  coupe  les  deux  qua- 
driques  homofocales  passant  en  M  suivant  deux  coniques  qui  oui 
le  même  axe  de  déviation,  lequel  n'est  autre  que  la  polaire  de  la 
normale  en  M  à  la  première  quadrique  par  rapport  à  celte  qua- 
drique. En  effet,  menons  par  celle  normale  un  plan  quelconque; 
le  lieu  des  pôles  de  ce  plan  par  rapport  aux  quadriques  homo- 
focales est  une  droite  qui  lui  est  perpendiculaire,  se  trouve 
dans  le  plan  tangent  en  M  et  rencontre  les  normales  des  qua- 


(^)  Elles  ne  sont  donc  égales  que  pour  un  nombre  fini  de  valeurs  de  a,  racines 
d'un  certain  nombre  d*équations  algébriques  en  a. 


Digitized  by 


Google 


—  77  - 


driques  homofocales  passant  par  M  en  deux  points  d'où  Ton  déduit 
un  point  T  appartenant  à  la  fois  aux  deu\  axes  de  déviation. 


2.  Soit 


Téquation  d'une  courbe  rapportée  à  une  tangente  et  la  normale 
correspondante,  a^  est  égale  à-^-  L'équation  du  diamètre  de  la 
courbe  à  l'origine  est 


a' 

ûw?-i-  — ^  =  o; 


3a 
et  celle  de  l'axe  de  déviation 


La  normale  à  l'axe  de  déviation  menée  par  l'origine  va  couper 
le  rayon  de  courbure  de  la  développée  au   tiers  de  sa  longueur, 

comptée  à  partir  du  point  de  contact  avec  la  normale  :r  =  o,^  =  -• 
Pour  une  courbe  normale, 

2  6 

ayant  même  axe  de  déviation,  on  aura 

,      a'       a\ 
aa  =  —  =  ~ . 


3.  Prenons  un  triangle  de  référence  ABC;  et  soient  X^,,  Y^,  Z^ 
les  coordonnées  d'un  point  M,  AX -|- BY -i- CZ  =  o  l'équation 
d'une  droite  passant  par  ce  point  M,  MT. 

Les  courbes 

^'^  (x.)     fe)     {z^     =' 

passent  par  le  point  M  et  sont  tangentes  à  MT;  rapportons  ces 
courbes  à  leurs  coordonnées  normales  en  M,  la  droite  MT,  et  la 
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perpendiculaire  menëe  par  M  à  cette  droite,  axes  des  x  et  des  y^ 
il  vient 

{i  —  m)a    ,       (i  — m)(ai/n-+-ai)    , 
^=  i ^ir*H-  ^ ^-^ î-ia7»-+-...  ; 

l'équation  de  la  courbe  (2)  correspond  à  /n  =  o. 

L'axe  de  déviation  de  ces  courbes  au  point  M  a  pour  équation 

,  ai  m  -h  a', 


3a 

Ainsi,  lorsque  m  varie,  l'axe  de  déviation  passe  par  un  point 
fixe,  et,  pour  construire  Taxe  de  déviation  d'une  de  ces  courbes,  il 
suffit  de  connaître  les  axes  de  déviation  des  courbes  correspondant 
à  deux  valeurs  de  m. 

Or,  pour  m  =  2,  l'équation  (i)  représente  une  conique  conju- 
guée au  triangle  ABC.  Soient  a,  6,  c  les  points  de  rencontre  de 
BC,  CA,  AB  avec  MT;  a  est  le  pôle  de  MA,  b  celui  de  MB  et  c  de 
MC.  On  en  déduit  trois  points  de  l'axe  de  déviation  de  cette 
conique  au  point  M. 

Pour  m= — I,  Téquation  (i)  représente  une  conique  circon- 
scrite au  triangle  ABC;  a  est  le  pôle  de  la  droite  joignant  M  au 
conjugué  harmonique  de  a  par  rapport  aux  points  B  et  C;  b  celui 
de  la  droite  joignant  M  au  conjugué  harmonique  de  b  par  rapport 
aux  points  B  et  C;  c  celui  de  la  droite  joignant  M  au  conjugué 

harmonique  de  c  par  rapport  aux  points  A  et  B.  Pour  m  =  -i 

l'équation  (i)  représente  une  conique  inscrite  au  triangle  ABC  ; 
et  l'on  peut  construire  les  pôles  des  droites  MA,  MB,  MC.  Le  pôle 
de  la  droite  AM,  par  exemple,  est  à  l'intersection  de  la  droite 
conjuguée  harmonique  de  AM  par  rapport  aux  droites  AB,  AC 

avec  MT.  Ainsi,  pour  m  =  2,  m= — i  etm  =  ->  on  peut  con- 
struire les  axes  de  déviation  des  coniques  correspondantes  et  l'on 
en  déduira  Taxe  de  déviation  de  la  courbe  (1)  pour  les  autres 
valeurs  de  m, 

4.  L'enveloppe  des  polaires  d'un  point  fixe  P  pris  sur  la  droite 
AX -I- BY -I- CZ  =  o  par  rapport  aux  coniques  conjuguées  au 
triangle  ABC  et  tangentes  à  cette  droite  est  la  conique  inscrite  au 
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irlaiigle  ABC  et  langeole  à  cette  droite  AX -f- BY -f- CZ  =  o  au 
point  P. 

L'équation  de  ces  coniques  est,  en  effet, 

Xo,  Yo,  Zo  étant  reliées  par  la  relation 

AXo-+-BYo+CZo=o. 

La  polaire  du  point  P,  X|,  Y|,  Z^  étant  ses  coordonnées,  a  pour 

équation 

X»X          Y,Y  Z,Z 

A  -^ h  B  -=T h  C  -=r—  =  o, 

Aq  I  0  Z<0 

et  Fenveloppe  de  cette  droite  lorsqu'on  fait  varier  X©,  Yq,  Zq 

A /XTX -+.  B  / YTY -+- G  v/z;Z  =  o , 

conique  qui  passe  par  le  point  X|,  Y,,  Zi  si  ce  point  est  situé  sur 
la  droite  AX  -f-  BY  -h  GZ  =  o. 

Une  conique  est  conjuguée  par  rapport  au  triangle  formé  par 
ses  deux  axes  et  la  droite  de  l'infini;  on  en  déduit  que  Taxe  de 
déviation  d'une  conique  en  un  point  M  est  la  polaire  de  ce  point 
par  rapport  à  la  parabole  inscrite  dans  le  quadrilatère  formé  par 
les  deux  axes  de  la  conique,  la  tangente  et  la  normale  en  M.  Les 
axes  des  coniques  ajant  un  contact  du  troisième  ordre  avec  une 
courbe  en  un  point  M  de  celte  courbe  sont  tangents  à  une  même 
parabole. 

5.  Soit  ABC!)  un  tétraèdre  de  référence,  X^,  Y©,  Zq,  T©  un 
point  P  du  plan 

(i)  AX-+-BY  +  CZ-hDT  =  o, 

les  surfaces 

W        AX.(5j.)    +Bï.(^)    +ra.(j-j    +DT.(^)    =o, 

iir-iwwiir- 

sont  tangentes  au  plan  (i)  au  point  Xq,  Yq,  Z^,  Tq.  Si  on  les  rap- 
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porte  à  une  perpendiculaire  en  ce  point  à  ce  plan,  axe  des  z^  et 
à  deux  droites  rectangulaires  situées  dans  ce  pian,  il  vient 


'  — ^  „    .    (i  — m)(2  — m) 

"1— "*"^ O "^ 

(i  —  m)  {2  — m) . . .  (/i  —  m) 


2/2,  e/3,  . . ,,  Uny  . . .  étant  des  fonctions  homogènes  de  a:,  y,  z,  in- 
dépendantes de  m.  Ces  surfaces  ont  donc  mêmes  directions 
as)^ m pto tiques  en  P,  et  les  rayons  de  courbure  d'une  section  plane 
sont  inversement  proportionnels  à  i  —  m. 

Or,  pour  m=  2,  Téquation  (2)  représente  une  quadrique  con- 
juguée au  tétraèdre  ABCD.  Les  faces  de  ce  tétraèdre  coupent  le 
plan  (1)  suivant  un  quadrilatère;  les  droites  joignant  le  point  P 
aux  sommets  opposés  de  ce  quadrilatère  forment  trois  couples  de 
droites  en  involution  ;  les  directions  asjmptotiques  des  sur- 
faces (2)  et  (3)  sont  les  rayons  doubles  de  celte  involution,  PI  et 
PI4.  Menons  dans  le  plan  (i)  une  droite  P J  ;  elle  coupe  les  faces 
du  tétraèdre  BCD,  CDA,  DAB,  ABC  aux  points  a,  6,  c,  rf,  dont 
on  peut  construire  les  plans  polaires  par  rapport  à  la  quadrique 

Le  plan  polaire  de  a,  par  exemple,  est  le  plan  mené  par  les 
droites  PJ|  et  PA,  PJ|  étant  la  conjuguée  harmonique  de  PJ  par 
rapport  aux  directions  asjmptotiques  PI,  PI^. 

Menons  par  PJ  un  plan  quelconque;  il  coupe  la  quadrique  (2) 
suivant  une  conique  et  les  plans  polaires  de  a,  6,  c,  d  suivant  des 
droites  qui  sont  les  polaires  de  ces  points  par  rapport  à  la  conique. 
On  en  déduira  quatre  points  de  Taxe  de  déviation  de  la  conique 
en  P. 
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EXTRAIT  DES  STATUTS  £T  DU  RÈGLEMENT. 


La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  l'avancement  et  la  propa- 
gation des  études  de  Mathématiques  pures  et  appliquées.  Elle  y  concourt  par 
ses  travaux  et  ses  publications.  Elle  a  son  siège  à  Paris. 

La  Société  se  compose  de  sociétaires  perpétuels,  de  membres  résidants  et 
de  membres  non  résidants,  en  nombre  illimité. 

Sont  considérés  comme  résidants  les  meftibres  qui  ont  à  Paris  leur  domi- 
cile ou  ieors  occupations  professionneUes. 

Las  Étrangers  peuvent  faire  partre  de  la  Société. 

Les  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  de  la  Société,  sont  les  suivantes  : 
I**  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  membres  et  agréé  par  le  Conseil  d'admi- 
nistration ou  par  le  Bureau  agissanrt  en  vcfrtu  d'un  mandat  du  Conseil;  a*  avoir 
obtenu,  à  Tune  des  séances  qui  ont  suivi  la  présentation,  (es  suffrages  de  la 
majorité  des  membres  présents;  3°  avoir  versé  un  droit  d'admission  de  dix 
francs;  4*  payer  une  cotisation  annuelle  dont  le  montant  est  de  vingt  francs 
pourles  Bieméres  résidants,  et  de  quinze frunci  pour  les  membres  non  résidents. 

La  cotisation  annuelle  peut  toujours  ^tre  rachetée  par  une  somme  de  trois 
cents  francs,  versée  dans  les  conditions  ô^iées  par  le  règlement  administratif 
de  la  Société. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel, 

La  cotisation  annuelle  est  payée  au  commencement  de  chaque  exercice  dont 
Torigine  est  fixée  au  i"*  novembre  de  chaque  année. 

Les  nouveaux  memfbres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de  Texer^ 
cice  en  cours,  quelle  que  soit  Tépoque  de  leur  admission. 

La  Société  tient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacanoes,  de  la  uri-juilet  à  la  miH>ctobre. 

Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 
être  présentées  par  Tun  de  ses  membres. 

La  Société  publie  par  livraisons  un  Recueil  annuel  qui  a  pour  titre  :  £ulletin 
de  la  Société  mathématique  de  France,  et  qui  contient,  avec  un  extrait  des 
procès-verbaux  des  séances,  des  Notes  et  Mémoires  sur  les  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  des  membres  de  la  Société,  et  pré- 
sentant quelque  originalité  au  point  de  vue  de  la  méthode  ou  des  résultats. 

Les  livraisons  du  Bulletin  sont  adressées  à  tous  les  membres  de  la  Société, 
au  fur  et  à  mesure  de  leur  publication.  Toutefois,  dans  le  cas  où  un  sociétaire 
se  met  en  retard  dans  le  payement  de  sa  cotisation,  Tenvoi  du  Bulletin  est 
suspendu  pour  lui,  jusqu^à  ce  qu*il  ait  acquitté  Tarriéré. 


LIBRAIRIE     GAUTHIER-VILLARS 

QUAI   DBS  GRANDS-AUGCSTIKS,  55,  A    PARIS  (6*). 


HUMBERT  (A.),  Membre  de  l'Institul,  Professeur  à  l'École  Pol>  technique. 
—  Cours  d'Analyse  professé  à  FËcole  Polytechnique,  o.  volumes  in-S 
(25  X  i6),  se  vendant  séparément. 

ToiiB  I  :  Calcul  différentiel.  Principes  du  calcul  intégral,  applications 
géométriques f  avec  1 1 1  figures;  1902 16  fr. 

ToHK  H  :  Complément  du  calcul  intégral.  Fondions  aîtnfyttques  et 
elliptiques^  Équations  différentielles ,  avec 91  figures;  1904.     16  fr. 
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TOME  XXX¥.  -  FASCICULE  II. 


PARIS, 
AU    SIÈGE   DE   LA    SOCIÉTÉ, 

A     LA     80RB0NNB. 
1907 


MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  priés  d'adresser  leur  corisation  à  M.  C lande- Lafontaine, 
banquier,  rue  de  Trévise,  n*  82,  à  Paris,  Trésorier  do  la  Société. 

On  s'abonne  el  Ton  tronve  les  Volumes  déjà  publiés  au  siège  de  la  Société  el  à  la  Libraiii 
Gauthier-ViUarô,  55,  quai  des  Grands-Auguslins,  Paris.  -y.-^..  ^y  O"^ 


Les  séances  de  U  Société  mathématiqne  ont  lien  les  premier  et  troi- 
sième Jeudis  de  chaqoe  mois  à  9  heures  du  soir. 

Depuis  le  1^  mars  1900  les  séances  de  la  Société  ont  lieu  dans  une 
salle  de  la  Faculté  des  Sciences  (  entrée  place  de  la  Sorlionne,  escalier 
tout  an  bout  de  la  galerie,  deuxième  étage  à  droite). 

Les  Membres  de  la  Société  ont  dû  recevoir  une  carte,  portant  le 
timbre  du  Secrétariat,  leur  donnant  accès  à  la  Bibliothèque  de  TUni- 
Torsité,  et  fournissant  à  ce  sujet  les  renseignements  nécessaires:  cens 
gui  ne  Tauraient  pas  reçue  sont  priés  d'en  informer  le  Secrétariat. 

La  correspondance  peut  être  adressée,  soit  à  la  Faculté  des  Sciences, 
place  de  la  Sorbonne,  soit  au  domicile  de  l'un  des  secrétaires,  de  pré* 
férence  à  M.  Serrant,  sauf  ce  qui  concerne  la  rédaction  du  Bulletin 
qui  doit  être  adressé  de  préférence  à  M.  KsSy. 


AVIS. 


Dans  sa  séance  du  i3  mars  1906,  le  Conseil  de  la  Société  ma- 
ihémalîque  de  France  a  décidé  qii^à  Taveoir  loul  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes  i 

publiés  avant  son  admission,  aux  prix  suivants  :  j 

3  francs  le  volume  pour  chacun  des  trente  premiers  tomes;  j 

0   francs   le    volume   pour  chacun   des  tomes  suivants,    ce  dernier   prix  j 

devant  être    réduit  à  4  francs  pour  les  acheteurs   de  dîa:  volumes  au  j 

moins.  ; 

Dans  sa  séance   du  28  février  1900,  Je  Conseil  de  la  Société  ^ 

inalhénialique  de  France  a  décidé  qu*à  l'avenir  tout  Membre  de  \ 

la  Sociélé,  auteur  d*un  travail  quelconque  inséré  dans  le  Bulle-  ] 

lin  et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  part,  devra  en  faire  la  \ 
demande  en  retournant  répreuve  corrigée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  frais  du  ! 

tirage  à  part  seront  faits  par  la  Sociélé.  i 

Conformément  à  des  décisions  prises  par  le  Conseil  et  par  la 
(Commission  d'impression  :  i 

I®  Le    Bulletin,   depuis    le    Tome    XXVII,    paraît  tous  les  i 

trois  mois; 

2*"  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  au   Bulletin  sont  '■ 

instamment  priés   d'inscrire   en    tète    de  leurs   manuscrits    la 
classification  que  leur  assigne,  d'après  le  sujet  traité,  V Index  du  \ 

Bépertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques; 

3°  lis  sont  également  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  pos- 
sible, la  proportion  de  une  figure  pour  quatre  pages  de  texte 
imprime. 
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SUR  LES  SËRIES  ENTIÈRES  ET  LES  APPROXIMATIONS  SUCCESSIVES; 
Par  m.  E.  Goursat. 

1.  Étant  donnée  une  équation  diiïerentieUc  du  premier  ordre 

(0  S=/(-.^)' 

OÙ  le  second  membre  est  une  fonction  Iiolomorphe  des  variables  x 
et  V  dans  le  domaine  D  défini  par  les  conditions 

et  dont  le  module  ne  dépasse  pas  un  nombre  positif  M  dans  ce 
domaine  D,  on  sait  que  ^intégrale  de  Téquation  (i)  qui  prend  la 
valeur  j^  =  o  pour  j?  =  o  est  holomorphe  à  l'intérieur  d'un  cercle 
décrit  de  l'origine  pour  centre,  dont  le  rayon  est  au  moins  égal  au 

|)lus  petit  des  deux  nombres  a  etT;*  C'est  là  un  résultat  aujour- 
d'hui classique,  qui  se  déduit  aisément  de  la  première  méthode  de 
Cauchy,  ainsi  que  de  la  méthode  des  approximations  successives 
de  M.  Picard. 

Il  paraît  difficile  d'avoir  une  limite  plus  avantageuse  pour  le 
rayon  du  domaine  où  l'intégrale  est  holomorphe,  si  l'on  ne  possède 
pas  sur  la  fonction  f{x^  y)  d'autres  renseignements  que  ceux  qui 
figurent  dans  l'énoncé  que  je  viens  de  rappeler.  Mais,  si  l'on 
connaît  le  domaine  de  convergence  de  la  série  entière /(a:,  x),  on 
peut  énoncer  un  résultat  plus  précis,  qui  donne  dans  tous  les  cas 
le  moyen  d'avoir  la  limite  la  plus  grande  possible  fournie  par  l'ap- 
plication du  théorème  précédent. 

2.  Nous  rappellerons  d'abord,  en  les  précisant  sur  certains 
points,  les  propositions  principales  relatives  aux  séries  entières  à 
plusieurs  variables. 

Soit 

XXXV.  G 
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une  série  enlière  en  x  cl  y,  à  cocrficicnis  quelconques.  D*a|>rès 
un  ihéorème  classique,  si  celte  série  est  convergente  pour  x  =  x^^ 
y  z=zy^  (ou  du  moins  si  le  module  du  terme  général  amaX^y%  reste 
inFérieur  à  un  nombre  fî&e,  quels  que  soient  m  et  /i),  la-  série  (2) 
est  absolument  convergente  pour  tout  système  de  valeurs  de  x  et 
de  y  tel  que  Ton  ait  à  la  fois 

I^KI^ol,      Ij'KIrol. 

Si  l'on  décrit  de  Torigine  comme  centre,  dans  les  plans  des  x  et 
des  y  respectivement,  deux  cercles  C  et  C  de  rayon  |  J?o|  et  |^o| 
respectivement;  la  somme  F(:r,  ^)  de  la  série  (2)  est  une  fonction 
holomorphe  des  variables  x  et^,  lorsque  la  variable  x  reste  dans 
le  cercle  C  et  la  variable  j'  dans  le  cercle  C.  On  se  contente  géné- 
ralement d^établir  ce  résultat  dans  la  plupart  des  Cours  d'AnaIvse, 
et  d'étudier  la  fonction  F(^,  ^)  dans  le  domaine  qui  vient  d^élre 
défini. 

Pour  avoff  une  idée  plus  précise  du  domaine  de  convergence  de 
la  série  (2),  commençons  par  étudier  la  série  des  modules 

(3)        2a,„«X'«Y«,        A;,,„=|a;„«|,        X  =  |ar|.        Y=|7|, 

et  cherchons  dans  quelle  partie  de  Fangle  XOY  on  doit  prendre 
le  point  de  coordonnées  (X,  Y)  pour  que  cette  série  (3)  soit  con- 
vergente. 

D'après  le  théorème  rappelé  au  début  de  ce  paragraphe,  si  la 
série  (3)  est  convergente  pour  les  coordonnées  d'un  point  M  pris 
dans  Tangle  XOY,  elle  est  aussi  convergente  en  tout  point  pris  à 
rintérieur  ou  sur  les  côtés  du  rectangle  OPMQ,  ajrant  deux  côtés 
sur  OX  et  O  Y  et  dont  le  point  M  est  un  sommet.  Au  contraire, 
si  la  série  est  divergente  au  point  M,  elle  est  forcément  divergente 
en  tout  point  N  pris  dans  Tangle  FMQ'  ou  sur  les  côtés  Ml^,  MR' 
de  cet  angle;  car,  si  la  série  était  convergente  au  point  N,  elle  le 
serait  a  fortiori  di\i  point  M. 

Cela  posé,  considérons  une  demi-droite  indéfinie  OL  dans  l'angle 
XOY,  et  un  point  m  décrivant  celle  droite  à  partir  de  l'origine. 
Les  coordonnées  de  ce  point  /?},  et  par  suite  tous  les  termes  de  la 
séi'ie  (3),  vont  en  croissant  lorsque  le  point  m  s'éloigne  de  l'ori- 
gine. Il  y  a  donc  sur  la  droite  OL  un  point  séparatifM  tel  que  la 
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sërie  (3)  est  convergente  pour  tout  point  du  segtnent  OM  compris 
entre  Forigine  et  le  point  M,  et  divergente  pour  tout  point  de  OL 
au  delà  du  point  M  (O. 

Comme  cas  particuliers,  il  peut  arriver  que  le  point  M  soil  à 
Torigine;  les  deux  séries  (3)  et  (;i)  sont  alors  divergentes  sauf 
pour  X  '=.y  =  o.  Si  le  point  M  est  rejeté  à  rinfini,  la  série  (3)  est 
au  contraire  absolument  convergente,  quels  que  soient  x  et  j^,  et 
représente  une  fonction  entière  des  deux  variables  x  et  j^. 

Laissant  de  côté  ces  cas  extrêmes,  sur  chaque  demi-droite 
située  dans  fangle  XOY,  nous  avons  ainsi  un  point  M,  dont  la 
distance  à  l'origine  varie  d'une  manière  continue  avec  le  coefficient 
angulaire  X  de  cette  droite.  Soit  en  effet  OL'  une  demi-droite 
voisine  de  OL  {^fig*  i).  La  série  (3)  est  convergente  pour  tout 

Fiff.  r.' 


poiutdusegmentOM  et  p«f  suite  pour  tout  point  du  segment  OR; 
au  contraire,  cette  série.  (3)  est  divergente  en  tout  point  de  la 
demi-droite  indéfinie  ML  et  par  suite  en  tout  point  de  la  demi- 
droite  indéfinie  SL'.  Le  point  séparatif  IVI'  de  la  demi-droite  OL' 
e.st  donc  un  point  du  segment  RS,  et  par  conséquent  ce  point  M' 
vient  se  confondre  avec  le  point  IVf  lorsque  OL'  vient  se  confondre 
avec  OL.  Il  est  à  remarquer  que  la  démonstration  ne  s'applique 
plus  aux  axes  eux-mêmes  OX  et  O  Y.  Lorsque  OL  vient  se  con- 

(*)  Si  X  est  le  coefncienl  angulaire  de  la  droite  OL,  Tabscisse  du  point  M  est 
Pinvcrse  de  la  limite  supérieure  pour  n  infini  de  l'expression  Ç'A^Xi,  où 
n=zp-hq  (Lemairk,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1906,  p.  386).  Il 
serait  intéressant  d'étudier,  au  moins  dans  quelques  cas  simples,  la  fonction  dé  X 
ainsi,  définie. 


Digitized  by 


Google 


-  84  — 

fondre  avec  OY,  le  point  M  ne  tend  pas  forcément  vers  le  point 
séparatif  situé  sur  OY,  comme  nous  en  verrons  tout  à  Theure  un 
exemple. 

Le  lien  décrit  par  le  point  M  lorsque  la  demi-droite  OL  décrit 
l'angle  XOY  est  donc  une  courbe  continue  F.  11  résulte  de  la 
façon  même  dont  on  a  obtenu  celte  courbe  que,  si  J?  ==  R,  j^  =  R' 
sont  les  coordonnées  d^un  point  quelconque  de  F,  la  série  {2)  est 
absolument  convergente  si  Von  a  à  la  fois 

I^KR,      |rl<R', 

et  divergente  si  l'on  a  à  la  fois 

l^l>R,      1J|>R'. 

Les  cercles  C  et  C,  de  rayon  R  et  R',  décrits  de  Forigine  pour 
centre  dans  les  plans  des  variables  j?  et^  respectivement,  con- 
stituent un  système  de  cercles  de  convergence  associés.  A  tout 
point  de  la  courbe  F  correspond  un  pareil  système  de  cercles 
associés. 

D'une  façon  générale,  la  série  (2)  est  absolument  convergente 
pour  un  système  de  valeurs  des  variables  x  eiy,  si  le  point  m  de 
coordonnées  |x|  et  |^|  est  intérieur  à  la  courbe  F,  divergente  si 
ce  point  m  est  extérieur  à  F.  11  y  a  doute  si  le  point  m  est  sur  F. 

L'ensemble  des  systèmes  de  valeurs  des  variables  complexes  x 
elyj  tels  que  le  point  m  de  coordonnées  |27|  et  |^|  soit  à  l'inté- 
rieur de  F  constitue  un  conlinuum  connexe  D  de  l'espace  à  quatre 
dimensions,  à  l'intérieur  duquel  la  série  (2)  est  absolument  con- 
vergente, et  la  somme  F{x^  y)  de  cette  série  est  une  fonction 
holomorphe  des  variables  x  et  j^  dans  ce  domaine  D. 

3.  (^ette  courbe  séparatrice  F  peut  avoir  des  formes  très  diverses, 
suivant  la  série  considérée.  Il  résulte  seulemeni  du  raisonnement 
fait  plus  baut  que  l'ordonnée  d'un  point  de  cette  courbe  ne  peut 
augmenter  lorsque  l'abscisse  augmente  et  inversement.  Pour  voir 
ce  qui  arrive  lorsque  OL  tend  vers  OX,  il  suffit  de  remarquer  que 
l'abscisse  du  point  M  ne  peut  décroître  et  que  l'ordonnée  de  ce 
point  ne  peut  augmenter;  j^  tend  donc  vers  une  limite  finie,  tandis 
que  X  peut  tendre  vers  une  limite  ou  augmenter  indéfiniment.  La 
courbe  F  peut  donc   aboutir  à   un   point  de   OX,   ou  avoir  une 
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asyniplole  parallèle  à  OX,  qui  peut  être  Taxe  Ku-mémc.  Il  est  clair 
que  tout  cela  s^applique  aussi  à  Taxe  OY.  Nous  allons  donner 
quelques  exemples. 

1^  La  série  double 

est  convergente  si  Ton  a  à  la  fois 

et  dans  ce  cas  seulement.  La  courbe  F  est  formée  ici  des  deux  côtés 
d'un  rectangle  parallèle  aux  axes.  On  prend  généralement  une 
fonction  majorante  de  ce  type  dans  les  démonstrations  du  calcul 
des  limites,  mais  il  y  aurait  souvent  avantage  à  prendre  des  majo- 
rantes appartenant  à  des  types  différents. 
2°  La  série  double 


2«'-^f;#(!rœ"- 


M 


n'est  absolument  convergente  que  si  l'on  a 


La  courbe  F  est  ici  le  segment  de  la  droite 

X       Y 

compris  entre  les  axes  OX,  O  Y. 

3**  La  série  double  lamn^'"y"j  où  l'on  a  amm=  h  ^^  ^mm=  o 
(pour  m^n)j  n'est  convergente  que  si  l'on  a  |^y|<i.  La  courbe  F 
est  une  branche  d'hyperbole  asymptote  aux  deux  axes. 

4"  La  série 

2'"(l)"(i)"' 

OÙ  les  indices  m  et  n  varient  de  u/i  à  +  oo,  est  encore  divergente 
si  Fon  a  |ar|>a  ou  '\y\>b.  La  courbe  F  se  compose  donc, 
comme  dans  le  second  exemple,  des  deux  côtés  d'un  carré,  et 
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cependant  la  série  est  aussi  convergente  pour  x  =  o  ou  pour^==o. 
Lorsque  la  demi-droite  OL  tend  vers  OX,  le  point  M  de  OL  tend 
vers  le  point  d^abscisse  a  sur  OX,  tandis  que  le  point  séparatif  sur 
l'axe  est  rejeté  ârTinfini. 

4.  Reprenons  Téquation  difTérentielIe 

(0  È=/(-.^). 

et  soit  r  la  courbe  que  nous  venons  de  définir  relativement  à  la 
série  entière 

/(^»  J")  =  2«/«nar'"7"• 
La  fonction  y( a:,  j')  est  holomorphe  dans  le  domaine  D  correspon- 
danty  et  nous  supposerons  que  \/{^yy)\  ne  dépasse  jamais  un 
nombre  positif  M  dans  ce  domaine.  On  peut  toujours  satisfaire  à 
cette  condition  en  remplaçant  au  besoin  la  courbe  F  par  une  courbe 
homothétique  F'  relativement  à  Forigine,  et  infiniment  voisine 
de  F. 

Soit  N  un  point  de  F  de  coordonnées  (a,  b).  La  fonction  /{x^  y) 
est  holomorphe  lorsque  l'on  a  à  la  fois  |  ^  |  <  a,  |  ^  |  <  6,  et,  d*après 
le  résultat  classique  rappelé  au  début  de  cet  article,  l'intégrale  de 
l'équation  (i),  qui  est  nulle  pour  a;  =  o,  est  certainement  holo- 
morphe dans  un  cercle  de  rajon  A,  h  étant  le  plus  petit  des  deux 
nombres 

Pour  avoir  la  valeur  de  h  la  plus  grande  possible,  il  faut  choisir 
le  point  N  sur  F  de  façon  que  le  plus  petit  des  deux  nombres  OP 

et  -rr  soit  le  plus  grand  possible. 

Il  suffis  pour  cela  de  prendre  le  point  d'intersection  de  la 
courbe  F  ai^ec  la  demi-droite  OL  de  coefficient  angulaire  M. 
En  effet,  si  le  point  N  est  sur  cette  droite,  on  a  NP  =  M  x  OP,  ou 

NP 
Pour  un  point  N' de  F  à  droite  du  point  N  {/iff.  a),  on  a  OP'>OP, 
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N'P'       mP       „    ^rt„ 


Pour  un  point  W  de  F  à  gauche  de  N,  l'abscisse  au  conlraire  esl 
inférieures  OP. 

En  définitive,  Tintégrale  de  Téqualion  (i),  qui  est  nulle  pour 

Fig.  7. 


x^=Oj  est  holomorphe  dans  un  cercle  décrit  de  Toriginc  pour 
centre,  dont  le  rayon  est  au  moins  égal  à  l'abscisse  du  point 
d'intersection  de  la  courbe  Y  avec  la  droite  Y  =  MX. 

Lorsque  la  courbe  F  se  réduit  aux  deux  côtés  du  rectangle 
formé  par  les  axes  et  les  deux  droites  X  =  a,  Y  =  t,  on  retrouve 
bien  la  limite  ordinaire. 

5.  Les  considéralions  développées  plus  haut  s'étendent  évidem- 
ment aux  séries  entières  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 
Prenons  en  particulier  une  série  entière  à  trois  variables 


(4) 

et  soit 
(5) 


la  série  des  modules  correspondante.  Sur  chaque  demi-droite  OL 
située  dans  le  trièdre  OXYZ,  il  existe  un  point  M  sé])arant  les 
points  pour  lesquels  la  série  (5)  est  convergente  des  points  pour 
lesquels  elle  est  divergente.  Le  lieu  de  ce  point  M  est  une  surface  S 
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siliiée  dans  le  trièdre  OXYZ,  qui  peut  avoir  des  formes  1res 
variées,  mais  qui  satisfait  toujours  à  la  condition  suivante  :  si 
{(ly  by  c)  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  2,  tous  les  points 
intérieurs  au  parallélépipède  formé  par  les  6  plans 

X  =  o,        X  =  a,        Y  =  o,        Y  =  6,        Z  =  o,        Z  =  c, 

sont  aussi  intérieurs  à  S. 

La  série  (4)  est  absolument  convei^ente  pour  un  sjstème  de 
valeurs  x^y^  z  des  variables,  si  le  point  de  coordonnées  |a7|,  |y  |, 
I  2 1  est  intérieur  à  la  surface  S,  et  divergente  si  ce  point  est  à  l'in- 
térieur de  S.  L'ensemble  des  systèmes  de  valeurs  de  {^x^y^  z)  tels 
que  le  point  de  coordonnées  |  j?  |,  \y\i  \z\  soit  intérieur  à  S,  con- 
stitue un  domaine  D  où  la  somme  F(^,  j^,  z)  de  la  série  (4)  est 
une  fonction  holomorphe  de  ces  variables,  et  à  chaque  point  de  S 
on  peut  encore  faire  correspondre  qn  système  de  trois  cercles  de 
convergence  associés. 

Si  Ton  a  une  seconde  série  entière 

(6)  ^à„,„pX'nyn^p^ 

il  lui  correspond  une  surface  de  séparation  S',  généralement  dilTé- 
rente  de  S.  Toute  demi-droite  OL,  située  dans  le  trièdre  OXYZ, 
rencontre  S  en  un  point  M  et  2'  en  un  point  M'.  Celui  de  ces  deux 
points  qui  est  le  plus  rapproché  décrit  une  surface  S,  d'une  forme 
analogue  à  celle  des  surfaces  S  et  2';  si  R  et  R'  sont  deux  points 
de  Sy  les  trois  coordonnées  de  R'  ne  peuvent  être  à  la  fois  plus 
grandes  ou  plus  petites  que  les  coordonnées  de  R.  L'ensemble  des 
iiystèmes  de  valeurs  des  variables  x^  y^  z  tels  que  le  point  de 
coordonnées  |  j:|,  \y\y  \z\  soit  du  même  côté  que  l'origine  par 
rapport  à  S,  constitue  un  domaine  D,  à  l'intérieur  duquel  les 
sommes  des  deux  séries 

sont  des  fonctions  i'égulièrcs  de  x,  y^  z.  Nous  supposerons  de  plus 
que  ces  fonctions  sont  fuiics  sur  la  frontière  de  ce  domaine,  et 
nous  désignerons  par  M  et  N  des  limites  supérieures  de  |F|  et 
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de  I  ^  I  respectivement.  On  peut  toujours  satisfaire  à  cette  dernière 
condition  en  remplaçant,  si  c'est  nécessaircy  la  surface  S  par  une 
surface  infiniment  voisine. 

Cela  étanty  considérons  le  système  d*équations  diflerentiellea 

(7)  g=F(;r,j.,.),        g=*(x.j-,,), 

et  soient  (a,  6,  c)  les  coordonnées  d'un  point  R  de  la  surface  S. 
On  voit  aisément,  en  reprenant  la  méthode  des  approximations 
successives,  que  les  intégrales  du  système  (7)  qui  s'annulent  pour 
x  =  o  sont  holomorphes  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  centre  ^=0, 
dont  le  rayon  est  au  moins  égal  au  plus  petit  des  trois  nombres 

b      '  c 
""^    W    T 

Pour  avoir  la  limite  la  plus  grande  possible^  on  doit  prendre 
pour  R  le  point  dUntersection  de  la  surface  S  avec  la  droite 
représentée  par  les  équations 

Y  =  MX,        Z  =  NX. 

En  effet,  si  a,  6,  c  sont  les  coordonnées  de  ce  point,  on  a  Us 

égalités 

b        c       , 

soient  a',  6',  d  les  coordonnées  d'un  autre  point  R'  de  S;  on  ne 
peut  avoir  à  la  fois 

a'  >  a,        b'  >  6,        c'  >  c, 

et  par  conséquent  le  plus  petit  des  nombres  a',  tt»  ^  ne  peut  être 
supérieur  à  A. 

6.  La  règle  précédente  peut  être  étendue  aux  fonctions  non 
analytiques.  Bornons-nous,  pour  fixer  les  idées,  au  cas  d'une  équa<- 
tion  unique  du  premier  ordre 

(8)  ^J=/(-.^): 

la   fonction  f{x^  y)  est   supposée   continue  à  Tintérieur  d'un 
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contour  C  formé  d\in  arc  de  courbe  F  dans  Tangle  xOy^  joignant 
un  point  A  de  Ox  à  un  point  B  de  O/,  et  des  segments  OA,  OB, 
et  satisfait  dans  ce  domaine  à  la  condition  de  Lipschitz,  c'est- 
à-dire  qu^il  existe  un  nombre  positif  K  tel  que  l*on  ait 

l/(^,>^)-/(^,y)l<Kiy«y), 

{x^y)  et  {x^y)  désignant  les  coordonnées  de  deux  points  quel- 
conques pris  à  rintérieur  ou  sur  le  contour  de  C.  La  courbe  F 
peut  avoir  une  forme  quelconque;  mais,  comme  on  peut  toujours 
la  remplacer  par  une  courbe  F'  intérieure  à  F,  nous  supposerons 
que  les  coordonnées  d'un  point  de  F  ne  peuvent  croître  ou  diminuer 
en  même  temps.  Gela  posé,  soient  M  la  limite  supérieure  de 
\f{xjy)\  dans  le  domaine  précédent,  et  h  Fabscisse  du  point  de 
rencontre  de  Farc  de  courbe  F  avec  la  droite^  =  M  jr.  U  intégrale 
de  V équation  (8)  qui  se  réduit  à  zéro  pour  x  ^=o  est  certaine^ 
ment  continue  lorsque  x  varie  de  o  à  h. 

On  sait  que  M.  Ë.  Lindelof  a  indiqué  une  autre  expression  de 
Fintervaile  où  cette  intégrale  est  certainement  continue  {Journal 
de  Mathématiques,  1894).  Soient  (a,  b)  les  coordonnées  d'un 
point  de  Farc  F  et  M^  le  maximum  de  \/(Xy  o)|  lorsque  x  varie 
de  o  à  a^  Ma  est  une  fonction  y  (a)  de  Fabscissc  a  qui  ne  peut 
diminuer  lorsque  a  augmente  et  qui  est  au  plus  égale  à  M.  D'après 
M.  £.  Lindelof,  Fintégrale  de  l'équation  (8),  qui  s'annule  pour 
a?  =  o,  est  certainement  continue  dans  Fintervaile  (o,  p),  p  dési- 
gnant le  plus  petit  des  deux  nombres 

i  ,     /       Kb\ 

,  Soit  N  le  point  de  Farc  F  pour  lequel  les  deux  nombres  précé- 
dents sont  égaux, 

1  .     /        Kb\ 

ce  point  est  à  l'intersection  de  F  avec  la  coui^be  qui  a  pour  équa- 
tion 

(9)  J^  =  2^(««'-i). 

Tout  autre  point  N'  de  coordonnées  (a',  b')  sur  l'arc  F  donnera 
pour  p  une  limite  plus  petite  que  le  point  N.  Cela  est  évident 
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si  à'<  a;  si  a' est  >  a,  oh  aura 

el  par  suite 

On  aura  donc  la  valeur  de  p  la  plus  favorable  en  prenant  le 
point  d^ intersection  N  de  la  courbe  V  avec  la  courbe  (9). 

Pour  savoir  laquelle  des  deux  inélliodes  fournit  le  plus  grand 
intervalle,  il  suffira  de  prendre  les  points  d^nlersection  de  F  avec 
les  deux  courbes 

et  de  prendre  celui  de  ces  deux  points  dont  l'abscisse  est  la  plu^ 
grande.  Il  est  clair  que  le  résultat  dépend  de  la  forme  de  Tare  F, 
et  aussi  de  la  fonction  o{x). 


SUR  UNE  GËNÉRAUSATION  DU  MOUVEMENT  DE  POINSOT; 
Par  m.  L.  Lecormu. 

On  sait,  depuis  Poinsot,  que  le  mouvement  d'un  corps  solide 
autour  d'un  point  fixe  O  s'eOectue,  en  l'absence  de  forces  exté- 
rieures, de  façon  que  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  à  ce  point  roule 
et  pivote  sur  un  plan  fixe,  avec  une  vitesse  angulaire  représentée 
vectoriellement  par  le  diamètre  joignant  le  point  fixe  au  point  de 
contact  de  l'ellipsoïde  et  du  plan. 

Supposons  qu'au  lieu  de  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  à  O,  nous 
considérions  un  autre  ellipsoïde,  de  même  centre  O  et  de  mêmes 
directions  principales,  dont  les  axes  ne  soient  pas  proportionnels 
à  ceux  de  Fellipsoïde  d'inertie  :  tel  est  par  exemple  le  cas  de  la 
surface  d'un  corps  homogène  ayant  une  forme  ellipsoïdale.  Si  nous 
assujettissons  cet  ellipsoïde,  que  nous  appellerons  V ellipsoïde 
superficiel,  à  se  mouvoir  autour  de  son  centre,   en  roulant  et 
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pivolanl,  sans  glissement,  au  contact  d*un  plan  fixe,  nous  obte- 
nons un  mouvement  fort  analogue  à  celui  de  Poinsot,  en  ce  sens 
que  le  déplacement  s^effectue,  géométriquement  parlant,  d'une 
façon  identique,  et  que,  dans  un  cas  comme  dans  l'autre,  la  force 
vive  demeure  constante.  Mais  Faction  du  plan  cesse  alors  d'avoir 
un  moment  nul  par  rapport  au  point  O.  Je  me  propose  d'étudier 
la  nature  de  ce  mouvement  et  de  déterminer  en  outre  l'action  du 
plan. 

Soit  ax'-h  py^-h  y«*=  I  l'équation  de  l'ellipsoïde  superficiel, 
rapporté  à  ses  axes.  Il  roule  et  pivote  sur  un  plan  fixe  II,  placé  à  la 

distance  ?  de  son  centre  O.  Le  lieu  du  pôle  P,  c'est-à-dire  du  point 

de  contact  avec  le  plan  II,  est  la  polhodie  définie  par  les  deux 
équations 


Soient  p,  9,  ;*  les  composantes  de  la  rotation  instantanée  co. 
Cette  rotation  s'eOeclue  autour  de  OP,  et  l'on  a,  en  appelant  x, 
jyj  z  les  coordonnées  de  P, 

p        q        r  ' 

Je  rapport  "k  est  généralement  variable. 

Si  nous  imprimons  au  système  une  rotation  —  co  autour  de  OP, 
l'ellipsoïde  est  ramené  à  l'immobilité  et  le  plan  n,  qui  était  fixe, 
devient  mobile.  L'équation  de  ce  plan  est,  en  appelant  Ç,  7;,  ^  les 
coordonnées  courantes, 

les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  plan  sont 

*=¥=^¥' 

0  0 

Écrivons  que  le  point  dont  les  coordonnées  sont  a,  6,  c  est 
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enlraiiié  par  la  rotation  —  co.  Nous  obtenons  les  relation.^ 

fia        .  db  de  , 

-Jl^-rb-  qc,  j^.  =/>c  -  ra,  ^  =  qa  ^pb, 

OU  bien 

(3)  «J  =  X(P-Y)7''>      P^->(ï-«)'y>,      Y^  =  ^(«-?)/^. 

Revenons  maintenant  au  mouvement  rëel. 

La  vitesse  absolue  du  pôle  Pétant  nulle,  le  travail  de  Taction  du 
plan  sur  l'ellipsoïde  est  également  nul,  et  la  force  vive  de  celui-ci 
est  par  conséquent  constante.  Si  A,  B,  C  désignent  les  moments 
d*inertie  principaux  et  A  la  force  vive,  on  a 

(4)  A/>«-f-By*4-Cr«=rA, 
ou  bien 

d'où 

y ,.  V  ,     dx       n     dy       r^    dz       , .  rfX 

(5)  Ax^+B^--  +  C,5^=/.X3^. 

Si  Ton  pose,  pour  abréger, 

(6)  D  =  ^(P-Y)-*-|(Y-«)+^(»-P), 

et  si  l'on  remplace  "jI^  ~^*  zn  parleurs  valeurs (3),  l'équation  (5) 
devient 


(7)  Ï>^W  =  '*^;- 


dx      ^  dp  (Ck 


D'ailleurs 

'dî  ~"^dï  ^^di 

Portons  dans  celte  équation  les  valeurs  de  -^  et  -jr  tirées  de  (3) 

et  (7).  Nous  obtenons  la  première  des  relations  suivantes  (les 
deux  autres  s'en  déduisent  par  permutation) 


dt  a      ^  /*        ' 


,  dq         y  —  %  pq^  r  ^ 

dr        a  —  p  pqr*  ,, 
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Soient  L,  M,  N  les  composantes  de  t'ttclion  du  plan.  Les  formules 


connues 


L=A^-t-(C-B)yr, 


donnent,  en  te«ant  compte  de  (8), 

'  ^=[i(P— r)-(B-G)-5/'']y. 

(9)  /M  =  [|(Y-a)-(G-A)-5y«]rp, 

jn-[£(a-?)-,(A-B)_Jr«]/>g. 

On  coiMiaîl  ainsi  relTorl  exercé  par  te  plan  sur  le  corps.  Si  Ton 
veut  que  cet  eflbrt  soit  constamment  nuf,  il  Cntl  d^fthord,  puisque 
Pj  9,  r  sont  variables,  que  Ton  ait  D  =  o.  Celte  comUàorn  éUnt 
remplie,  on  doit  en  outre  poser 

p-Y  _  B~C  y  — g  _  C  — A  g  — p  __  A  — B 

^T'  "      A     '  ^      ~       B     '  Y      ~      C      ' 

on  bien 

Ap-Ba=  Ay  — Ca, 

BY-C3  =  B3t-Ap, 
Cg-AY  =  C?-BY. 

En  retranchant  l'une  de  l'autre  les  deux  premières  de  ces  égaKlés, 

il  vient 

Cp  — By  =  Ay  — Cg, 

et  en  comparant  à  la  troisième  on  en  conclut  les  relations 

A  _  B  _  G 

L'action  du  plan  n'est  donc  nulle  que  si  Tellipsoïde  superficiel  est 
semblable  à  l'ellipsoïde  d'inertie. 

Pour  trouver,  dans  le  cas  général,  la  loi  du  mouvement  écrivons 
les  deux  équations 

X»(g/?«  -^p^«  -f-Y'-')  =1» 
Xi(a»/>«-+-3»gr«-hY*'')=ô*. 

Par  élimination  de  A  il  vient 

(  lo)  a(  a  —  5î);,t-H  ?(  3  —  §»  Vy»-4-  v(y  —  o*)/-«  =^  o. 
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Les  équations  (4)  et  (lo)  permettent  d'exprimer  linéairement  q'^ 
et  r^  en  fonction  de/9^,  et,  en  portant  les  valeurs  trouvées  dans  la 
première  équation  (8),  on  voit  que  le  temps  est  donné  en  fonction 
de/7  par  une  intégrale  elliptique  de  troisième  espèce* 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  spécialement  du  cas  où  la 
quantité  D  est  nulle.  L'équation  (7)  montre  que  \  est  alors  une 
constante,  de  sorte  que  la  vitesse  de  rotation  est  dans  un  rapport 
constant  avec  la  longueur  OP.  D'après  cela  : 

Si  D  est  nuly  le  mouvement  de  t ellipsoïde  superficiel  est  un 
mouvement  de  Poinsot. 

Mais  l'action  du  plan  n'est  pas  nulle,  ^à  moins  que  A,  B,  C  ne 
soient  proportionnels  à  a,  ^^  y^  ^^  ^"^  nous  ne  supposons  pas. 

Cherchons  ce  que  signifie  l'équation  D  =  o. 

Quels  que  soient  A,  B,  C  on  peut,  en  admettant  que  a,  p,  y 
soient  inégaux,  trouver  trois  constantes  K,  S,  T  telles  (|uc  l'oa  ait 

A  =  R-hSa-+.Ta«, 

C  =  R  +  SY-f-TY*. 
En  portant  ces  expressions  dans  l'équation  (7),  il  vient 

Si  donc  D  est  nul,  on  a  simplement 

A  =  Sa -h  Ta», 
B  =  SP-T-TPS 
C  =  Sy  +  Ty». 

D'api'ùs  cela,  la  relation  D  =  o  exprime  que  Pellipsoïde  d'inertie 
Aj:*-f-B^^-l-G3-=:i  et  l'ellipsoïde  superficiel  ax^-f-Pj^=»4-v5*=i 
se  coupent  suivant  une  courbe  pour  laquelle  a* x^  4- g^y^  4- y- 5* 
est  une  quantité  constante,  c'est-à-dire  suivant  une  polhodie  de 
l'ellipsoïde  superficiel.  La  réciproque  est  évidemment  vraie. 
Comme  Téchelle  de  construction  de  l'ellipsoïde  d'inertie  est  arbi- 
traire, on  peut  toujours,  quand  D  est  nul,  supposer  que  cet  ellip- 
soïde passe  par  la  polhodie  que  décrit  le  pôle  P.  Admettons  en 
outre  que  l'unité  de  temps  soit  choisie  de  façon  à  rendre  la  con- 
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slanle  X  égale  à  l'unité.  Alors  les  coordonnées  j:,  /,  5  de  P  ne 
diffèrent  pas  dep,  q^  r. 

En  remplaçant,  dans  les  valeurs  (9)  de  L,  M,  N  les  nnoments 
d'inertie  Â,  B,  C  par  leurs  valeurs  ci-dessus  on  trouve 

L  =  T(P-Y)(«-P-Y)y''t 
M  =  T(Y-«)({i-T-flc)/-/?, 

D'après-le  théorème  connu  de  Resal,  L,  M,  N  sont  identiques 
aux  composantes  de  la  vitesse  du  point  G,  extrémité  du  vecteur 
représentant  le  moment  cinétique.  Les  coordonnées  de  G  sont  \p^ 
hçj  G/*.  Pour  construire  ce  point,  il  suffit  d'abaisser,  à  partir  de  G, 
une  perpendiculaire  sur  le  plan  tangent  en  P  à  l'ellipsoïde  d'inertie, 
et  de  prendre  sur  cette  perpendiculaire  une  longueur  OG  égale  à 
l'inverse  de  la  distance  du  point  O  au  plan  langent. 

II  existe  d'ailleurs  une  infinité  d'autres  points  dont  la  vitesse 
peut  servir  à  représenter  le  moment  de  l'action  du  plan  II.  Cette 
propriété  appartient  à  lous  les  points  K  dont  les  coordonnées  sont 

Ç=(UYH-TY«)r, 

U  désignant  une  constante  arbitraire. 

En  eflet,  la  vitesse  relative  d'un  pareil  point  a  pour  projection 
sur  Ox 

La  vitesse  d'entraînement  du  même  point  a  pour  projection 

^î;-rT,=[U  +  T(?-4-Y)](Y-p)7/-. 
Par  suite  la  projection  de  la  vitesse  absolue  est 

T(p-Y)(«-p-Y)î7'-> 

expression  identique  à  celle  de  L. 

Le  lieu  des  points  K,  quand  l'on  fait  varier  U,  est  une  droite 
passant  par  G  et  dirigée  perpendiculairement  au  plan  tangent  à 
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Tellipsoïde  superficiel  :  c'esl  donc  une  droite  de  direction  fixe  dans 
l'espace. 

Lorsque  le  corps  est  homog^ène,  les  moments  d'iheriie  A,  B,  C 
ont  pour  valeurs,  en  appelant  u.  la  masse  totale, 

*-f(r9'    "-'(hi)'    •^-?a-5> 

ce  qui  peut  s'écrire 

Il  suffit  alors  de  poser 

5apY  DapY 

pour  rentrer  dans  le  cas  précédent. 

La  condition  D  =  o  est  encore  vérifiée  lorsque  le  corps  est  com- 
posé de  couclies  ellipsoïdales  liomothétiques  dont  chacune  est 
homogène.  On  le  reconnaît  immédiatement  en  considérant  une 
pareille  couche  comme  la  difierence  de  deux  ellipsoïdes  liomothé- 
tiques et  homogènes. 

Par  conséquent  : 

Un  ellipsoïde  homogène,  ou  composé  de  couches  homothé- 
tiques  et  homogènes,  qui  a  son  centre  fixe  et  qui  se  meut  en 
roulant  et  pivotant  au  contact  d^un  plan  fixe,  obéit  à  la  loi  de 
Poinsot. 


XXXV. 
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SUR  UN  ÉLÉMENT  GÉOMÉTRIQUE  NOUVEAU  DES  SURFACES; 
Pau  m.  E.   Barré. 

Dans  deux  Communications  insérées  au  BuUetia.de  la  Société 
mathématique  (19  janvier  et  16  mars  1887),  M.  le  professeur 
Demartres,  de  TUniversité  de  Lille,  signalait  à  l'attention  des  géo- 
mètres rinlérét  d^m  élément  géométrique  nouveau  auquel  il  don- 
nait le  nom  de  flexion. 

Le  présent  Mémoire  a  pour  objet  de  continuer  le  travail  de 
M.  Demartres  et  d^établir  dans  ses  grandes  lignes  la  théorie  de  cet 
élément. 

Je  rappellerai  ici  les  définitions  et  les  résultats  généraux  signa- 
lés dans  les  Mémoires  précités,  afin  de  présenter  une  étude  qui  se 
suffise  à  elle-même;  mais  je  me  bornerai  à  renvoyer  le  lecteur, 
pour  les  démonstrations,  aux  Communications  du  savant  profes- 
seur de  rUniversité  de  Lille. 


PREMIÈRE  PARTIE.  —  Définition  de  la  flexion.  Premières  propriétés. 

Applications. 

1.  Définition,  —  Considérons  sur  une  surface  un  point  M  et 
prenons  un  plan  de  référence  fixe  P.  Si  Ton  se  déplace  infiniment 
peu  sur  la  surface,  suivant  une  direction  MM',  on  s'éloignera  du 
plan  P  d^ine  quantité  dh\  en  même  temps,  la  trace  du  plan  tan- 
gent sur  le  plan  de  référence  tourne  de  Tangle  dW,  L*angle  du 
plan  tangent  en  M  avec  le  plan  de  référence  étant  0,  nous  appel- 
lerons yZej:fo«  de  rélément  MM'  par  rapport  au  plan  P  le  rapport 

I      dh 

2.  Théorème  L  —  Si  l'on  considère  sur  une  même  sur/ace 
deux  directions  conjuguées  dont  les  flexions  relatives  à  un 
même  plan  P  soient  ^i  et  rf^,  on  a 
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Ri  et  Ra  étant  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface 
au  point  M. 

Corollaire.  —  Si  le  déplacement  a  lieu  suis^ant  une  a^ymp- 
toliqucy  on  aura 

(3)  .f=/~R,R,, 

et  l'on  remarquera  que  cette  valeur  est  indépendante  de  la 
direction  choisie  pour  le  plan  de  référence.  (  Voir  Communica- 
lion  du  19  janvier.) 

3.  Expressions  diverses  de  la  flexion.  —  Soient  MM'  rëlément 
de  courbe,  Q  le  plan  tangent  en  M.  Soit  S  la  trace  sur  Q  d'un 
plan  parallèle  au  plan  de  référence  mené  par  M. 

Si  l'on  désigne  par  e  Pangle  que  8  fait  avec  la  direction  MT  de 
la  tangente  en  M  à  l'élément  MM'  et  par  Si  l'angle  de  S  avec  la 
direction  conjuguée  de  MT,  on  démontre  (Communication  du 
16  mars)  la  formule 

a9   sinsi 

ds  désignant  l'élément  d'arc  du  déplacement,  dv  l'élément  cor- 
respondant de  l'arc  d'indicatrice  des  normales. 

La  formule  (4)  conduit  immédiatement  au  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  La  flexion  d'un  élément  n'est  pas  changée 
quand  le  plan  de  référence  tourne  d'un  angle  quelconque 
autour  de  sa  trace  sur  le  plan  tangent  en  M, 

Nous  pouvons  donc  donner  la  déHnition  suivante  : 

Définition.  —  La  flexion  d'un  élément  MM'  par  rapporta  une 
direction  S  du  pian  tangent  en  M  est  la  flexion  de  l'élément  MM' 
relativement  à  un  plan  quelconque  parallèle  à  8. 

Nous  la  désignerons  par  le  symbole  (T8)  et  nous  l'appellerons, 
pour  abréger,  y7<?j7/o/i  de  T  par  rapport  à  0. 

Formules  disperses.  —  Le  Mémoire  précité  contient  une  série 
de  formules  que  je  me  borne  à  rappeler. 
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Soient  ©  l'angle  de  MT  avec  la  direction  principale  de  rayon  de 
courbure  normale  R|  ;  (o  celui  de  M8  avec  la  même  direction,  et 
Oi  celui  de  la  droite  Mï|  conjuguée  de  MT  avec  cette  direction; 
on  a  en  valeur  absolue 

^^.^  sin(^-y) 
aa  sin(a>  —  cpi) 

Si  Ton  prend  pour  sens  positif  des  (o,  o  celui  qui  amène  la  direc- 
tion relative  à  R|  sur  celle  relative  à  R2,  par  une  rotation  d'un 
quadrant,  l'observateur  étant  supposé  les  pieds  au  point  M  et  la 
tête  vers  le  centre  de  courbure,  on  trouve 

/fi)       ^  =  (T8)=  ^\n(^^^) ^        tangu)- tango       ^ 

^  coswcosQ        sincjsin©         i  1 

ce  qui  peut  aussi  s'écrire 

(6^«)  ^  tangd)  tango  +  tango ->  tangco  4-~-  =so; 

Kf  *  *  Kl 

et  en  désignant  par  R  le  rayon  de  courbure  normale  de  MT  et  par 
R'  celui  de  M5  : 


(7) 
et 

(«) 


^  __  R  sin((o  —  o)sin(cp  — ^  yi) 
siii(w  —  çpi) 


'^  ~  (îv  ~  h)  L  ïï;i/ (iT  ~  ïï;)  (r;  ~  la) 

-^r7V/(ïï-ïï;)(r;-r)]  '• 


De  Tune  ou  Tautre  de  ces  relations  on  tire  (To)  -h  (3T)  =  o; 
ainsi  : 

Théorème  II 1.  —  La  flexion  de  T  par  rapport  à  0  est  égale 
et  de  signe  contraire  à  celle  de  8  par  rapport  à  T. 

On  obtient  de  même  les  résultats  suivants  : 

Théorème  IV.  —  A  chaque  direction  T  en  correspond  une 
autre  0,  telle  que  To  ait  une  valeur  donnée*  Les  faisceaux 
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correspondants  ï  et  o  sont  homo graphiques  et  ont  pour  rayons 
doubles  les  directions  asympto tiques. 

TnéoRÈME  V.  —  Quand  deux  directions  sont  rectangulaires, 
la  flexion  de  l'une  par  rapport  à  Vautre  a  pour  valeur 
absolue  l'inverse  de  la  torsion  géodésique  de  Vêlement  corres- 
pondant {}), 

Théorème  VI.  —  La  courbure  totale  est  égale  et  de  signe 
contraire  à  V inverse  du  produit  des  flexions  d'un  même  dépla- 
cement par  rapport  à  deux  directions  conjuguées. 

La  considération  de  la  formule  (())  m^amène  immédiatement  à 
deux  lliéorèmes  nouveaux;  écrivons  que  la  valeur  de  «f  est  indé- 
pendante de  cp,  on  obtient,  tous  calculs  faits  : 

Ri 
tang«w  =  —  ^  ; 

d'où  Ton  conclut  : 


Théorème  VII.  —  //  existe  deux  directions  8  et  deux  seule- 
ment telles  que  la  flexion  (T8)  ait  une  valeur  indépendante  de 
la  direction  MT  :  ce  sont  les  deux  directions  asymptotiques.  . 

Cette   valeur   constante   de   la   Qexion   est  en    valeur  absolue 


Théorème  VIII.  —  //  existe  deux  directions  et  deux  seule- 
ment, les  directions  asymptotiques,  pour  lesquelles  la  flexion 
soit  indépendante  du  plan  de  référence  choisi. 


Cette  valeur  est  encore  y/ —  R|  R2  ai*  signe  près. 

Remarque  sur  les  modifications  à  apporter  aux  énoncés 
précédents  dans  le  cas  d'un  point  parabolique.  —  La  flexion 
en  un  pareil  pointue  sera,  pour  aucune  direction,  définie  et  indé- 
pendante de  la  direction  du  plan  ou  de  la  direction  de  référence; 
car  la  direction  asjmptotique  unique  pour  laquelle  seule  cela 
pourrait  arriver  donne  une  flexion  infinie  ou  indéterminée  suivant 
le  choix  du  plan  ou  de  la  direction  de  référence. 


(')  Dans  ce  cas,  la  formule  (T5)  -f-  (ÔT)  =0  conduit  au  théorème  de  M.  Ber- 
trand sur  les  torsions  géodésiques  de  deux  dcplaccmcnts  rectangulaires. 
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Même  remarque  si  Ton  cherche  une  direction  o  telle  que  (To) 
soit  indépendante  de  la  direction  T. 

4.  Nouvelle  expression  de  la  flexion,  —  On  peut  transformer 
l'expression  (4)  d'une  manière  qui  nous  conduira  à  une  formule 
qui  nous  sera  utile  plus  tard. 

Soit  M^  la  parallèle  à  la  tangente  à  Tindicatrice  des  normales 
relatives  au  point  M.  M ^  est,  comme  Ton  sait,  la  direction  du 
plan  tangent  en  M  perpendiculaire  à  MTi  conjuguée  de  MT.  La 
formule  (4)  donne  donc  immédiatement  en  valeur  absolue 

5.  Flexion  relative  au  déplacement  du  plan  osculateur 
dUme  courbe.  —  La  définition  générale  de  la  flexion  (n*  1)  peut 
évidemment  s'appliquer  au  déplacement  du  plan  osculateur  à  une 
courbe  en  associant  à  chacun  de  ces  plans  son  point  de  contact 
avec  la  courbe. 

Si  alors  Ton  prend  pourO^  une  perpendiculaire  au  plan  de 
référence,  on  aura 

^  '^  d^  sin»tt' 

où  ^^,  6  ont  les  significations  précédemment  définies  et  x,  r,  z 
représentent  les  coordonnées  d'un  point  courant  de  la  courbe. 

Soient  a,  ^,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  la  courbe; 
a',  P',  y  ceux  de  sa  normale  principale,  et  a",  P",  'f  ceux  de  la 
binormale.  On  a 

sin*e  =  i  — y'». 

Mais  la  trace  du  plan  osculateur  sur  xOy  a  pour  coefficient 
angulaire  —  -^* 

Soit  alors  T  le  rayon  de  torsion  de  la  courbe;  il  vient 
_  g'^p'^-pVg'  _  ^'^'^^'a!  ds  _       Y       ds 

et  enfin  S  =  —  ï.  Donc  : 

Théorème  IX.  —  La  flexion   relative  au   déplacement  du 
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plan  oscillateur  à  une  courbe  est  égale,  au  signe  près,  à  son 
rayon  de  torsion. 

6.  Étude  de  la  flexion  pour  un  déplacement  suivant  une 
asymptotique.  —  Nous  savons  que  la  flexion  pour  un  tel  dépla- 
cement est,  au  signe  près,  égale  à  y/ —  R|  R2 . 

D*après  le  théorème  précédent,  elle  est  égale  au  rayon  de  tor- 
sion de  Tasymptolique;  d'où  la  relation  connue 


où  Tq  est  le  rayon  de  torsion  de  l'asjmptotique  considérée. 

Remarquons  qu'en  s'appujanl  sur  le  théorème  V  on  pourrait 
retrouver  ces  résultats. 

Cas  où  Vasymptotique  est  une  génératrice  d'une  surface 
réglée,  —  Il  ne  peut  plus  être  question  ici  de  torsion  de  l'asymp- 
totîque,  mais  on  peut  arriver  à  d'autres  conclusions. 

Soit  M  le  point  considéré,  O  le  point  central.  Prenons  un  plan 
de  référence  perpendiculaire  à  la  génératrice;  dans  ces  conditions, 
en  posant  OM  =  p,  on  aura 

^=^'         tang|=i. 

K  étant  le  paramètre  de  distribution  de  la  surface  considérée.  On 
déduit  de  là 

et  finalement 

expression  simple  de  la  courbure  totale  d'une  surface  réglée. 

7.  Application  des  résultats  précédents  à  la  recherche  des 
surfaces  réglées  à  courbure  totale  constante,  —  D'après  l'ex- 
pression (10),  on  voit  que,  sauf  le  cas  où  K  est  nul  ou  infini  (déve- 
loppablcs  et  cylindres  cl  courbure  lolale  nulle),  la  courbure  ne 
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peut  élre  constanle  que  si  p  est  constanl  lout  le  long  d'une  gêné- 
ralrice.  Ceci  n'est  possible  que  pour  des  génératrices  isotropes. 
On  arrive  dès  lors  facilement  au  théorème  suivant  : 

Théorème  X.  —  i"  //  n! existe  aucune  surface  réglée  à  gêné- 
ratrices  réelles  applicables  sur  la  sphère  ou  sur  la  pseudo- 
sphère. 

2°  Les  seules  surfaces  réglées  réelles  applicables  sur  une 
sphère  sont  les  sphères  égales, 

3**  Aucune  surface  réglée  réelle  n^est  applicable  sur  une 
pseudo-sphère. 

Les  deux  dernières  parties  de  l'énoncé  résultent  de  ce  qire,  si  la 
surface  admet  la  génératrice  isotrope  G,  et  si  elle  est  réelle,  elle 
admet  également  la  droite  imaginaire  conjuguée  G|  comme  géné- 
ratrice et  se  réduit  nécessairement  à  une  sphère. 

Remarque  I.  —  Il  existe  toutefois  des  surfaces  réglées  imagi- 
naires, mais  à  équation  réelle,  applicables  sur  une  pseudo-sphère. 
Ce  sonl  les  sphères  imaginaires  * 

Remarque  IL  —  Le  paramètre  de  distribution  d'une  sphère  de 
rajfon  R  est  R*. 

8.  Théorème  XL  —  La  torsion  géodésique  de  la  trajectoire 
orthogonale  d^ une  ligne  asympto tique  est,  au  signe  près ^  égale 
à  la  torsion  de  cette  asymptotique  au  point  considéré. 

Car  la  flexion  prise  par  rapport  à  la  direction  perpendiculaire 
au  déplacement,  direction  qui  n'est  autre  ici  que  la  tangente  prin- 
cipale, est  égale,  au  signe  près,  a  ^ — R1R2)  c'est-à-dire  précisé- 
ment au  rayon  de  torsion  de  i'asjmptotique. 

Remarque,  —  Ce  théorème  se  déduit  immédiatement  de  la 
proposition  de  M.  Bertrand  sur  les  torsions  géodésiques  de  deui 
éléments  rectangulaires. 
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9.  Etude  géométrique  de  la  flexion  dans  les  développables. 
—  Soit'M  le  point  considéré.  Prenons  un  plan  de  référence  per- 
pendiculaire à  la  génératrice  OM  de  la  développable,  O  désignant 
le  point  de  contact  de  celle  généralrice  avec  Taréte  de  rebrousse-* 
ment.  Posons  OM  =  /.  Soit  MM'  la  direction  suivant  laquelle  ou 
veut  étudier  la  flexion  par  rapport  à  la  direction  MD,  perpendi- 
culaire à  OM  dans  le  plan  tangent  en  M.  Soit  M'O'  la  génératrice 


du  point  M'.  Soient  d^u,  dt^  6?t',  rfa^'  les  éléments  d'indicatrices  : 

de  la  normale  à  la  surface  au  point  M,  de  la  tangente  et  des  deux 

normales  à  Taréte  de  rebroussement  au  point  correspondant  O. 

Comme  ici  Ton   a  rf'|  =  rfff«  et  sin6  =  i,    la   flexion    S  a    pour 

expression 

.       dl 

d9n 

D*autre  part,  ou  a  évidemment 

d'où,  ^  étant  Fangle  indiqué  sur  la  (igurc, 

^      PST       MR       / rf(T  ,  ,    f 

d9f^        d<s^       sincp^  ^'cf<T 

En  réduisant  et  faisant  usage  des  formules  de  Frenet,  on  arrive 
à  la  formule  suivante  : 

^  T 

(II)  .f  =  —  /cotîp^, 

où  ï  et  R  sont  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  de  Taréle  de 
la  développable. 

D'autre  part,  si  K  est  le  point  de  M'O'  situé  dans  le  plan  de 


Digitized  by 


Google 


—  106  - 

référence  dont  MD  est  la  trace  sur  le  ptan  tangent,  les  segments 
M'R  et  MK  sont  des  infiniment  pelits  équivalents  en  grandeur 
absolue;  ils  sont,  d'ailleurs,  dirigés  en  sens  inverse.  On  a  évidem- 
ment 

,.     MK      r> 

Ri  désignant  le  rajon  de  courbure  de  la  section  normale  princi- 
pale MK.  Donc 

„       ,.     MK  ,.     WFr      ,.     MR 

Ri  =  lim  -77-  =  —  lim  —77-  =  Iim  -rr-  cot«; 
d^  d^  d^         ' 

d^où  enfin  l'expression  nouvelle  de  la  flexion, 
(12)  ^=Ricoiç. 

En  comparant  les  relations  (11)  et  (iia)  on  obtient  la  formule 
connue  qui  donne  l'expression  du  rayon  de'courbure  principal  fini 
d'une  développable, 

(i3)  Ri=-4- 

Si  Von  prend  un  plan  de  référence  perpendiculaire  à  MM'  défini 
par  sa  trace  MM'^  dans  le  plan  tangent,  la  flexion  relative  a  celle 
direction  prend  les  formes  suivantes  : 


^^      Ida     ^^T  _i_  ^^/I  _! I 

sinçûfi};         R  sinç    d^  R  sinij;  co»(MK,  MMJ)' 


Or,  on  a 
d'où 


(MK,mm;)  =  -- 


Q  désignant  la  torsion  géodésique  de  Télément  MM'.  Celle  formule 
aurait  d'ailleurs  pu  être  écrite  de  suile  en  se  rappelant  l'expres- 
sion de  la  torsion  géodésique. 
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DEUXIEME  PARTIE.  —  Etude  de  la  flexion  en  goobdonnbes 

CARTÉSIENNES   RECTANGLES. 

1.  Expressions  diverses  de  la  flexion,  le  plan  de  référence 
étant  l'un  des  plans  de  coordonnées. —  Nous  supposons  d'abord 
l'équalion  de  la  surface  ramenée  à  la  forme 

laissant  de  côté  le  cas  simple,  où  la  surface  se  réduirait  à  un  cylindre 
dont  les  génératrices  seraient  parallèles  à  Taxe  O;;. 

Premier  cas,  —  Le  plan  de  référence  est  parallèle  à  l'un  des 
plans  :r  =  oouj^  =  o.  On  démontre  (Communication  du  19  janvier) 
que  dans  le  premier  cas  la  flexion  §  est  donnée  par  la  formule 

OÙ  p  ^\-  q  sont  les  dérivées  premières  de/;  r,  s  el  t  ses  dérivées 
secondes. 

Une  formule  absolument  analogue  donne  la  solution  de  la  ques- 
tion pour  un  plan  de  référence  parallèle  ky  =  o, 

Deuxième  cas. — Le  plan  de  référence  est  parallèle  au  plan  xO^. 
On  obtient,  par  une  marche  identique  à  celle  suivie  par  M.  De- 
martres,  l'expression 

(3)  ^=(p.^qt^,)PS^±3L^, 

^^        ^         '  p  dq  — q  dp 

ou 

2.  Points  d'une  surface  pour  lesquels  la  flexion,  par  rap- 
port à  un  plan  fixe,  est  indépendante  du  déplacement  élémen- 
taire choisi. —  Prenon.s  le  plan  zOy  parallèle  au  plan  de  référence. 
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En  se  reportant  à  la  formule  (2),  on  voit  que  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  qu^il  en  soit  ainsi  est  que  /  soit  nul  :  le  lieu 
cherché  est  donc  défini  par  les  équations 

1  /  =0, 

on  voit  que  c'est  le  lieu  des  points  pour  lesquels  une  direction 
asymptotique  est  parallèle  au  plan  de  référence;  on  pouvait  le 
prévoir  diaprés  le  théorème  VII.  Sous  une  autre  forme  ce  résultat 
s'énonce  ainsi  : 

Théorème  XII.  —  Le  lieu  T  des  points  d^une  sur/ace  1  pour 
lesquels  la  flexion  par  rapport  à  un  plan  donné  est  indépen- 
dante du  déplacement  élémentaire  est  le  lieu  des  points  d* in- 
flexion des  sections  faites  dans  la  surface  Ipar  des  plans  pa- 
rallèles au  plan  de  référence. 

3.  Il  peut  arriver  que  le  lieu  précédent  ne  soit  plus  une  ligne 
mais  bien  une  surface;  ceci  arriverait  dans  le  cas  où  la  surface 
considérée  comprendrait  une  nappe  pour  laquelle  on  aurait  en 
tout  point  /  =  o.  L'équation  t=o  représentant  une  surface  réglée 
à  plan  directeur,  nous  obtenons  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XIII.  —  Toute  surface  telle  quHen  chacun  de  ses 
points  la  flexion  par  rapport  à  un  plan  fixe  P  soit  indépen- 
dante du  déplacement  élémentaire  est  une  surface  réglée  ayant 
le  plan  P  comme  plan  directeur,  Ins^ersement,  sur  toute  sur- 
face réglée  à  plan  directeur,  la  flexion  prise  par  rapport  à  ce 
plan  pour  un  déplacement  élémentaire  quelconque  est  indépen- 
dante de  la  direction  de  ce  déplacement. 

Remarque,  —  Celle  dernière  partie  se  généralise  sans  peine  : 
dans  toute  surface  réglée,  la  flexion  suivant  un  déplacement  quel- 
conque, à  partir  d'un  point,  prise  par  rapport  à  la  génératrice  de 
ce  point,  est  constante  et  égale  au  signe  près  à  ^ — Kj  K2.  C'est 
une  conséquence  immédiate  du  théorème  VIII. 

i.   Problème.  —  On  peut  se  proposer  de  rechercher  les  lignes 


Digitized  by 


Google 


—  109  - 

de  la  surface  S  telles  que  la  flexion  prise  pour  un  déplacement 
sur  cette  ligne,  par  rapport  à  un  plan  donné,  soit  en  chaque 
point  donnée  par  une  fonction  déterminée  ê{x^y)  de  ses  coor- 
données indépendantes,  la  surface  étant  supposée  représentée 
par  l'équation  (i). 

Si  nous  adoptons  le  choix  de  coordonnées  correspondant  à  la 
formule  (2),  le  lieu  sera  représenté  par  les  équations 

(  ^  =f(^,y), 

(6)  ,  dy        [p^+q^^i         1  » 

(  ^^     L  ^{^.y)        J  ' 

Nous  obtenons  ainsi  une  famille  de  courbes.  Toutefois  la  dis- 
cussion de  la  seconde  des  équations  (6)  amène  à  des  développe- 
ments analytiques  que  je  crois  hors  de  proportion  avec  Tintérét 
qui  s'y  attache,  aussi  me  bornerai-je  à  étudier  quelques  applica- 
tions particulières. 

^applications,  —  1*^  La  fonction  ê  se  réduit  à  la  constante  zéro. 
La  seconde  équation  (6)  ne  peut  plus  être  appliquée  en  toute 
rigueur.  Toutefois,  en  considérant  le  résultat  obtenu  comme  cas 
limite,  on  trouve 

dx  =  0. 

Les  courbes  cherchées  sont  les  sections  de  la  surface  par  des  plans 
parallèles  au  plan  de  référence. 

2°  La  surface  est  une  surface  réglée  dont  le  plan  de  référence 
est  le  plan  directeur.  On  a,  dans  ce  cas,  ^  =  o;  par  suite  dx  est 
nuly  ce  qui  donne  les  génératrices  rectilignes  :  ce  résultat  peut 
s'expliquer  géométriquement,  la  flexion  prise  dans  ces  conditions 
étant  évidemment  indéterminée. 

On  trouve,  en  o^tre,  la  solution  singulière  seule  intéressante  : 

)  /?*-♦- 7*-+- i  =  *?(ar,^), 

i  ^=f{x,y)^yf{T)^f^{xU 

qui  représente  une  courbe  bien  définie  sur  la  surface. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  surface  soit  un  parabolotde 
équilatère  et  le  plan  de  référence  un  d<j  ses  plans  directeurs.  Elle 
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0  pour  équation 

(8)  z=lxj.. 

La  première  des  équations  (7)  donne  ici 

(9)  a?«-^>'*-Ha«=a^(a?,j^). 

Dans  le  cas  spécial  où  la  fonction  ^  serait  du  premier  degré  en  x 
et  y  et^  en  particulier,  une  constante,  cette  courbe  serait  tracée 
sur  un  cylindre  de  révolution.  Donc,  les  lignes  d^ égale  flexion 
du  paraboloïde  équilatère  par  rapporta  un  de  ses  plans  direc- 
teurs sont  ses  intersections  avec  la  famille  des  cylindres  de 
révolution  autour  de  l'axe  de  la  sur/ace, 

5.  Flexion  dans  Vhélicoïde  gauche  à  plan  directeur,  la 
flexion  étant  prise  par  rapport  à  ce  plan.  —  L'équation  de  la 
surface  rapportée  à  son  plan  directeur  est 

(10)  ^  =  tang  — , 
d'où,  en  vertu  de  la  formule  (3),  l'on  conclut 

a 

Ainsi,  les  lignes  d'égale  flexion  sont  les  hélices  asympto- 
tiques  de  la  surface;  nous  négligeons,  bien  entendu,  les  généra- 
trices rectilignes. 

6.  Flexion  dans  le  paraboloïde  de  révolution. —  Nous  pren- 
drons comme  plan  de  référence,  soit  un  plan  parallèle  au  plan 
tangent  au  sommet,  soit  un  plan  parallèle  à  Taxe,  c'est-à-dire  à  un 
plan  méridien. 

L  L'équation  de  la  surface  étant 
supposons  d'abord  le  plan  de  référence  perpendiculaire  à  l'axe.  La 
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formule  (3)  donne  pour  expression  de  la  flexion 

.     .  ^  __  X* -h  y^ -{- a*  œ  dx -^  y  dy 

'    ~~  a  X  dy  —  y  dx 

Une  intégration  immédiate  donne  en  termes  finis  Inéquation  des 
lignes  d'égale  flexion.  Elles  sont  gauches,  sauf  quand  cette  flexion 
doit  être  nulle,  auquel  cas  elles  se  réduisent  aux  parallèles  de  la 
surface. 

IL  Si  le  plan  de  référence  est  parallèle  à  Taxe,  nous  pouvons  le 
supposer  parallèle  au  plan  a?  =  o.  La  formule  (2)  donne  alors 

(.3)  ^^a>-^xr^y^^ 

a  dy 

Cette  formule  permet  de  trouver  les  lignes  à  flexion  constante  et 
de  résoudre  d'autres  problèmes  du  même  genre.  On  voit  qu'elle 
montre  que  le  long  d^un  méridien  la  flexion  varie  comme  la 
distance  du  point  considéré  au  plan  tangent  au  sommet, 

7.  11  resterait,  pour  compléter  cet  exposé,  à  rechercher  l'ex- 
pression de  la  flexion  pour  une  surface  donnée  par  une  équation 

le  plan  de  référence  étant  quelconque.  Ce  problème  pouvant  être 
considéré  comme  cas  particulier  du  problème  général  qui  termine 
ce  travail,  je  ne  le  traiterai  pas  ici.  On  eu  déduit  la  solution  du 
problème  lorsque  la  surface  est  donnée  par  une  équation  de  la 
forme 


TROISIÈME  PARTIE.  —  ËTUDis  de  la  flexion  en  coordonnées  curvilignes 

RAPPORTÉES   A   UN  TRIÈDRB   TRIRBCTANGLE. 

Nous  supposons  dans  tout  ce  qui  va  suivre  la  surface  définie  par 
des  équations 
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et  nous  poserons  suivant  l'usage 


<2) 


C^') 


(3) 


(3') 


A  = 


à9 

dif 

4 

à/ 

à/ 

Oo 

ou 

ou 

>          B  = 

du 

Ou 

y            C  = 

Ou 

Ou 

d^ 

*i, 

à^ 

àf 

àf 

0^ 

>h- 

ôv 

âv 

dv 

Ov 

Ov 

D  = 


H  =  (A«-4-B« 

-+-C«)«: 

=  (EG- 

■  F»)"«. 

/««     o„t     %t 

y:,. 

»!.•        'I'»!' 

fu        ?n       Vu 

,        D' 

= 

r. 

?;.   -i-;, 

fl    iv    Vv 

fi 

?;.   4';. 

/*'     <pi^« 

4<;. 

D'  = 

f'n       ?; 

'1';. 

• 

F 

,      D' 

G'  = 

D' 

'  h' 

1.  Établissement  direct  de  la  formule  donnant  la  flexion  par 
rapport  au  plan  xOy.  —  On  trouve,  comme  dans  le  travail  de 
M.  Demarlres,  la  formule 


(4) 


^  = 


Wdz 


A  rfB  —  B  d\ 


Celle  dernière  formule  mène,  par  des  calculs  identiques  à  ceux 
que  nous  rencontrerons  prochainement,  à  la  suivante 


(>) 


J  = 


iYudu-^V^dv^H^ 


{\y''Y„-^\y^'^)du-^{iy'Yu-l^'V.)dv 


2.  Applications.  —  Dans  le  cas  où  Ton  prend  des  sections  lio- 
rizontales  comme  courbe  v  =  const.,  c'est-à-dire  où  la  fonction  ^ 
se  réduit  à  une  fonction  de  la  seule  variable  Y,  la  formule  (5) 
se  simplifie  considcrablcmenl  et  devient 


(6) 


J  =  - 


n*dv 


Ddu-hU  dv 
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elle  s'écrit  encore 

-f  /F       E'  du\ 

On  lire  très  simplement  de  cette  defnière  forme  divers  résultats. 
Quand  E'=  o,  c'est-à-dire  quand  la  direction  de  référence,  in- 
tersection du  plan  tangent  et  du  plan  de  référence,  est  asjmpto- 

tique,  ^  est  indépendant  du  rapport  -^9  c'est-à-dire  du  dépla- 
cement choisi  et  c'est  le  seul  cas  où  cela  ait  lieu;  c'est  un  résultat 
déjà  trouvé. 

Soient  maintenant  Q,  la  torsion  géodésique  des  courbes  hori- 
zontales i'  =  const.  et  Q«  celle  des  courbes  M  =  const«  Ces  deux 
fonctions  sont  données  par  les  relations 

Q,=  ^(E'F-F'E),  Q„=^(F'G^FG'). 

La  flexion  ^  suivant  le  déplacement  du  =  o  satisfait  donc  aux 
deux  relations 

I      ^        EF* 

(8)  { 

J-^*^-   HG 

Les  formules^  (8)  conduisent  aux  résultats  suivants  : 

i"  Si  les  courbes  coordonnées  m  =  const.  et  i^  =  const.  sont 
rectangulaires,  F  est  nul  et  il  vient 

résultat  déjà  trouvé. 

2**  On  a  également  -^==  Q^  si  G'=r  o,  c'est-à-dire  st  les  courber 

«^  =  const•  sont  asymptotiques.  C'est  un  résultat  connu  (Théo* 
rème  XI). 

SiE'=o,  on  retrouve  le  résultat  suivant  :  la  flexion  d'une 
asymptotique  par  rapport  à  une  direction  quelconque  est  égale 
à  son  rayon  de  torsion, 

XXXV.  8 
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3°  Soient  R«  et  R^  les  rayons  des  sections  normales  tangentes 
aux  courbes  w=  const.  et  i^  =  const.  Les  formules  (8)  s'écrivent 

I       ^        cos6  I       ^        cos6 

On  oblienl  ainsi  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XIV.  —  L'inverse  de  la  flexion  d^  une  direction  «T 
par  rapport  à  une  direction  de  référence  M  S  est  égaie  : 

\^  A  la  somme  de  la  torsion  géodésique  relative  à  la  direction 
considérée  et  du  produit  de  sa  courbure  normale  par  le  cosinus 
de  r angle  (To). 

2^  A  la  différence  entre  le  produit  de  la  courbure  normale 
de  la  direction  de  référence  par  le  cosinus  de  l'angle  (T8)  et  de 
la  torsion  géodésique  de  cette  direction  de  référence. 

3.  Revenons  aux  conséquences  de  l'équation  générale  (7).  Si 
Ton  pose  -7-  =  [x,  la  formule  considérée  s'écrit 


1  /F'  F'\. 


I®  Soient  [Ji|  et  [Xj  deux  valeurs  de  u.  telles  que  [jL|  -|-  [jl2  =  o.  En 
appelant  ^1  et  §2  '^s  flexions  relatives  aux  directions  qui  corres- 
pondent à  [JL|  et  [1.2, 

OÙ  §Q  désigne  la  flexion  du  déplacement  suivant  u  =  const.  Ainsi  : 

Théorème  XV.  —  La  flexion  prise  par  rapport  à  une  direc- 
tion quelconque  pour  un  déplacement  déterminé  est  moyenne 
harmonique  des  flexions  relatives  à  deux  déplacements  conju- 
gués harmoniques  par  rapport  à  la  direction  de  référence  et 
au  déplacement  considéré. 

Corollaire.  —  La  flexion  d'un  élément  prise  par  rapport  à  une 
direction    perpendiculaire,   égale   à   la    torsion  géodésique   de  la 
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direction  du  déplacement,  est  moyenne  harmonique  des  flexions 
prises  par  rapport  à  la  même  direction,  de  deux  déplacements 
quelconques  symétriques  par  rapport  au  déplacement  considéré. 

Remarque*  —r  Le  théorème  V  n'est  qu'un  cas  particulier  du 
théorème  XIV. 

2"  Soient  [X|  et  [Xj  deux  valeurs  quelconques  de  ijl;  on  a 

Dans  le  cas  où  les  déplacements  sont  conjugués,  on  a 

E>,  [xj-i- F'(fji, -4- {ji,) -h  G' =  q, 

et  il  vient 

I  F'«— E'G'  T 


c'est-à-dire 

résultat  déjà  trouvé  autrement. 

4.  Calcul  de  C expression  générale  de  la  flexion  (ï8)  d^un 
déplacement  par  rapport  à  une  direction  de  référence.  —  On 
voit  sans  peine  que  Ton  a  en  valeur  absolue  l'égalité 

^^  ds  sin(5T)  ^    \'ù{%,dy-^,dx)^\i 

en  désignant  par  ai,^i,Yi  les  cosinus  directeurs  de  Mo  et  par  ai , 
6i,  Ci  ceux  de  la  normale  à  la  surface;  or  ici 

A  ,        B  G 

^^H'         ^=H^         ^=H^ 

la  formule  (i  1)  devient  alors 


.f  = 


H»[£(ai^K-Pifl^37)«p 


H («1  da  -^  ^idb-h^idc)  —  (aai -^b^i-tc^i)dH 


La  direction  de  référence  étant  dans  le  plan  tangent,  cette  expres- 
sion se  réduit  à 

'  «1  t/A  -i-  pi  é/B  H-  Yi  dL 
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Soient  X  el  |x  les  coefficients  directeurs  superficiels  de  la  direction 
de  référence  ;  on  a 

a  I  =  X  ~  4-  u  -*^  »  dx  =  —  du  -^  -^  dv 

*  du       ^ôv  ou  àv 

et  la  formule  analogue  ;  d'où 

^\dy  —  pi  rfa?  =  C(  )»  rfr  —  \l  du  ). 
Il  vient  alors 


(12)  ^  = 


{\dr-^[idu)n^ 
a,â?AH-ti,rfB4-Yi^G' 


Le  dénominateur  est  de  la  forme  \du  -^i  dv\\\  reste  à  calculer  I 
et  J.  Dans  l'expression  de  a,  dk  qui,  développée,  s'écrit 

faisons  les  substitutions 
<JA 

•^  =  ?n.  ^l  -  ?i  Yn^  H-  9«  Vu.  -  Vu  Vu.. 

Nous  aurons^  comme  coefGcient  de  du^ 

^(^^  +  i^f  )  =       Mfu{Vn^V'-'Vu*V^)-^MVuVu.-VuVu.)] 

-^Af.Wu^V.-Yu^V.)-^MVuYu.-Vu^'L.)l 

Faisant  la  somme  des  termes  analogues  dans  ttf  t/Â,  ^i  dR^  yi  dcy 
nous  trouvons 

J=-(XD'4-|jiD'). 
Nous  avons  donc  au  signe  près 

Pour  voir  quel  signe  il  faut  adopter,  comparons  avec  la  for- 
mule (v5),  qui  donne  sans  ambiguïté  la  flexion   par  la  direction 
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définie  par  la  relation  ^'g^du-\-^[\ii=^  o.  Nous  conslatons  que  la 
formule  précëdenle  convient  en  grandeur  et  en  signe.  On  a  donc 


\,. 


(iidu  —  idvyn^ 


{'kD-+-iiD')du-h{\i}'-+-iiD'')dv 

^'    ^  j Uiiidu  —  ldy) 

'      ""  (XE'^yLF')du-{-('ki^'-^iiG')dç 

et,  si  Ton  définit  le  déplacement  par  ses  paramètres  superficiels  i,  t^, 
on  obtient  la  formule 

^^^  ^""  (XE'H-fjiF')Ç-h(XF'H-ixG')ii' 

et,  si  Ton  pose 

e(X(x)  =  E'x«H- îFXfji -h;GV», 

on  peut  encore  écrire 

/,..  ^_2H(HL|-Xi))_aH(HLS-XYi) 

On  vérifie  immédiatement  sur  ces  formules  la  relation 

(T8)  +  (ST)  =  o 

et  le  fait  que,  si  les  directions  (Ç,  7\)  et  (X,  p.)  sont  conjugués,  ^  est 
infini. 

5.  Interprétation  géométrique  nouvelle  de  la  formule  (i5). 
—  Rapportons  la  surface  à  ses  lignes  de  courbure  :  l'équation  de 
rîudicatrice  en  un  point  (m,  p)  rapportée  à  ses  axes  sera 

E'X«-hG>«  =  i, 

l'homogénéité  de  la  formule  (i5)  permettant  de  prendre  pour 
valeurs  des  paramètres  Xct  [jl  les  coordonnées  rectangulaires  (X,  u) 
du  point  correspondant  de  l'Indicatrice. 

I.  Indicatrice  elliptique,  —  On  peut  poser 

^-'  =^  ~^  '         G'  =  -.— 
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et 

a  et  b  étant  les  axes  de  rindlcatrice.  Or,  ici  les  axes  superficiels 
étant  rectangles,  on  a 

jiÇ  — Xt,  =  gros  sine, 
et  la  formule  (i5)  donne  immédiatement 

^_  HsineOROS 

^'■)  '^^  cos(9,-o,)* 

On  peut  aussi  calculer  la   différence   [jlÇ  —  Xy^   au  moyen    des 

Fig.  2. 

vî 


relations  (i6);  si  Ton  pose 

Ç  =  <pi  — çp„ 
on  arrive  a  la  formule 

(i8)  ^=na6tang!;. 

Ou  peut  transformer  ces  deux  résultats  de  manière  à  mettre  en 
évidence  divers  éléments  géométriques  :  les  rayons  des  sections 
Ri,  R2,  R  et  R'  des  sections  normales  qui  passent  respectivement 
par  OU,  OV,  OR  et  OS.  En  effet,  en  posant  H'-*=  E'G/  on  a  la 
relation 

D^oii 

OH  os 


n'y    uu'  ' 

la  formule  (17)  donne  alors 

^       Kl  \\i   sins 
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La  formule  (i8)  donne  immédialemenl 

(21)  J  =  /RiH,tang;. 

Les  formules  (20)  et  (21)  ont  des  significations  géométriques 
qu'on  aperçoit  immédiatement  en  faisant  intervenir  le  cercle  prin- 
cipal de  rindicalrice. 

Dans  le  cas  d'un  ombilic,  les  deux  formules  se  réduisent  à 

j'sRtange.  * 

IL  Cas  d^une  indicatrice  hyperbolique.  —  On  posera  ici 

^^  (X  =  ascco|,  5  =  asec<pt, 

\  \t.  =  b  tangçi,         îj  =  6  langipi, 

et  l'on  trouvera 

Rt  Rt    sine 


(23)  $=.. ^        , 

en  posant 

langil=  ^ ^• 

^  ^  COSOi  COSÇpj 

L'interprétation  de  cette  formule  ne  présente  pas  le  même  intérêt 
géométrique  que  celle  de  la  formule  (20).  Même  observation  pour 
la  formule  qui  remplace  la  formule  (21). 

Remarque,  —  Il  est  évident  qu'on  pourrait  ramener  ce  second 
cas  au  premier  par  l'introduction  d'angles  imaginaires. 

lll.  Cas  d'une  indicatrice  réduite  à  deux  parallèles.  (Points 
paraboliques.)  —  L'équation  de  l'indicatrice  est  ici 


E'X«: 

=  1. 

On  a  successivement 

ri  = 

H.OR.OSsins 

K'X5 

Il 

sine 
sinO  sinU' 

d 

où  résulte 

(2i) 

J  =  Ri  ^ 

SlI] 

sine 
lOsinO' 

■j 
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Ri  dësîgnanl  le  rayon  de  courbure  normale  fini  unique  au  point 
parabolique  considéré* 

Nous  avons  déjà,  dans  l'élude  des  développables,  rencontré  des 

Fig.  3. 


Xî 

.A'.^ 

y^\<\\y\ 

• 

\ 

^ 


cas  particuliers  de  la  formule  (23).  Par  exemple,  si  la  direction  T 
et  8  sont  rectangulaires,  OR  et  OS  sont  rectangulaires;  et  l'on  a 


d'où 


2 


ê  =   -» 
'1 


^=-^' 


formule  qui  n^est  autre  que  la  formule  (i3)  de  la  première  Partie. 

6,  Expression  de  la  flexion  suivant  un  déplacement  donné 
prise  par  rapport  à  un  plan  de  référence  arbitraire,  —  Soit 

(26)  aj7-h  Pjf'H- Y-5  =  o 

Téquation  du  plan  de  référence  dans  laquelle  a,  ^,  y  sont  les 
cosinus  mêmes  de  la  normale  au  plan.  On  obtient  la  direction  cor- 
respondante Çk^  [ji)  en  portant  dans  Téquation  (26)  les  valeurs 

et  l'emploi  de  la  formule  (14)9  P^i*  exemple,  donne  immédia- 
tement 

et  avec  la  notation  en  paramètres  superficiels 


(28)    §  = 


Ç[a(F'/;-E7^)4-(i(F'cp,-E'<.;)4-Y(F'4;;,-E'4.;)] 
-^T,[a(G'y:,-F7;)-4-?{G'9i-F>0-^Y(G'f„-F'4;;)l 
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BenKzrque.  —  Ces  formules  se  simplifient  un  peu  si  les  coor- 
données Uj  ^  forment  un  système  conjugué. 

7.  Application,  —  Nous  nous  bornerons  à  faire  de  la  for- 
mule (27)  l'application  signalée  à  la  fin  de  la  seconde  Partie  :  la 
surface  étant  donnée  par  son  équation  cartésienne 

et  le  plan  de  référence  étant  représenté  par  Téquation 

ax  -4-  Pj^  H-  Y>5  =  o, 

calculer  la  flexion.  En  appliquant  la  formule  (27  ),  on  trouve 


SUR  LE  DÉVELOPPEMENT 

EN  FRACTION  CONTINUE  D  UNE  IRRATIONNELLE  AMBIGUË 

DU  SECOND  DEGRÉ; 

Par  m.  Auric. 


Considérons  une  irrationnelle  o)  racine  de  Téquation  du  second 

degré 

ax*  ■+•  bx  +  c  =  o', 

d'où 

fa)  =  —  >  A  =  6'  —  4  cic. 

Le  développement  en  fraction  continue  de  <o  est  périodique  et 
nous  pouvons  écrire 

La  racine  conjuguée  co'= —  donne   naissance  au  déve- 
loppement renversé  et  Ton  a 

u>'s(X„,  Xrt_i,  ...,  X,,  X,). 
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Si  l'irrationnelle  co  appartient  à  une  classe  ambiguë,  ces  deux 
développements  sont  identiques  et  cela  ne  peut  se  produire  que 
si  la  suite  indéfinie 

(l)  .  .  .,  A„,      Al,  Aj,   .  .  .,  Xn,      Al,  Xj,   . .  .,  X„,      Xi,  Xf,   ... 

est  symétrique  soit  par  rapport  à  un  terme  X,  soit  par  rapport  à 
l'inlervalle  compris  entre  deux  termes  consécutifs. 

Nous  savons  que,  dans  le  premier  cas,  co  est  racine  d'une  équa- 
tion de  la  forme 

a  a?» -4- fiaa? -h  c  ==  o, 

d'où  co  =  —  1-  ±  — ,  et  nous  dirons  que  co  est  \xne pseudo-fraction. 
Dans  le  second  cas  (o  est  racine  d'une  équation  de  la  forme 

d'où  (a(i)'=  I,  et  nous  dirons  que  co  est  une  pseudo-unité  (*). 
Trois  cas  seulement  peuvent  se  présenter  : 

A.  La  suite  (i)  est  symétrique  par  rapport  à  deux  intervalles  : 
en  d'autres  termes  il  existe  deux  pseudo-unités  distinctes  équiva- 
lentes au  sens  de  Dedekind. 

B.  La  suite  (i)  est  symétrique  par  rapport  à  un  intervalle  et  par 
rapport  à  un  terme,  ce  qui  se  présentera  évidemment  si  la  période 
renferme  un  nombre  impair  de  termes. 

C.  La  suite  (i)  est  symétrique  par  rapport  à  deux  termes,  c'est- 
^-dirc  qu'il  existe  deux  pseudo-fractions  équivalentes. 

Nous  allons  examiner  successivement  chacun  de  ces  cas  et  nous 
verrons  que,  si  l'on  appelle  t^  u  la  plus  petite  solution  de  l'équa- 
tion de  Fermât 

la  nature  de  la  suite  (i)  dépend  exclusivement  de  la  décomposition 
en  facteurs  des  deux  nombres  t -\-  2  et  ^  —  2. 


(  *  )  Voir  Journal  de  M,  Jordan,  igoa,  p.  4i6.  La  distinction  entre  pseudo-fractions 
ci  pseudo-unité^  a  pour  but  de  faire  ressortir  des  résultats  différents  au  point  de 
vue  des  identités  arithmétiques.  Mais  clic  n'est  pas  essentielle  :  en  elTet,  toute 
période  (. . .,  X._,,  X,,  X„  Xi_i,  . . .)»  symétrique  par  rapport  à  rintervallc  (X,,  X^),  se 
ramène  à  la  période  (.. .,  X._,, .!::  i  4-  X -,  ±:  i ,  ih  i  -h  X-,  X._.„  . .  .)j  qui  est  symétrique 
par  rapport  au  terme  ±:i. 
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A.  Appelons  &>,  (Oi  les  deux  pseudo-uni  lés,  on  aura 

,  ,  Au)  —  B 

a)w  =  wju)i=i,         ^^^c — Un' 

avec 

BC  — AD  =  i. 

Celle  relation  subsiste  évidemment  si  l'on  remplace  chaque  ir- 
rationnelle par  son  inverse,  ce  qui  donne 

JL  _  A  — Bco 
(Oj        C  —  D(i> 

d'où  en  substituant  on  obtient  les  deux  relations  : 

_  (A«~C«)a)  — (AB  —  CD)  _  (A«— B»)(Ot  — (AG  —  BD) 

***-  (AB  — GD)a)  — (B*— D«)'  ^*~  (AG  —  BDjoii— (C«— D«) 

qui  donnent  sous  une  forme  explicite  les  équations  dont  co  et  b>i 
sont  racines. 

La  quantité  placée  sous  le  radical  est  égale  à 

(BîH-G«-A»— D»)«-4, 

ce  qui  permet  d'écrire 

Bî-hG»— A«— Dï=  t 

et,  comme  BC  —  AD  =  i ,  il  vient 

< -f- 2  =  (B -t- C)«— (  A -+- D)»  =  (B -4- G -+- A -h  D)(  B  H- G  —  A  -  D), 
r  -  2  =  (B  —  G)»— (  A  —  D  )»  =  (B -- G -+- A— D )(B  —  G  -  A -f- D). 

Si  ^  +  2  =  mn  et  t  —  ^=pq  sont  des  décompositions  accep- 
tables on  aura  évidemment 

B  = ,         A  =  ^ 

m  -h  n—  p  --q  m  —  n  —  p -¥- q 

^  = y  LF  =    ; • 

4  4 

B.  Admettons  en  second  lieu  que  l'on  ait 

,       ,  A(o— B 

avec 

BG-AD  =  I. 
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On  trouvera  comme  seconde  relation 

.  A  — Bu) 

et  en  éliminant  il  viendra 

_  D(2B-~DX)(o  — (BG-4-AD  — CDX) 
^~  (BGh-AD  — CDX)u)  -G(2A— CX)' 

_  (AC  — BD)fa)t  — (A«— B«) 

*^'""  (G«-D»}a)t-(AG-BD)' 

La  quantité  placée  sous  le  radical  sera  égale  à 
[X(G»-  D»)  — 2(AG-BD)]«— 4, 
d'où  Ton  peut  poser 

X(G«—  D«)  —  2 AG  -+-  2BD  =  t 
et  par  suite,  en  tenant  compte  de  BC  —  AD  =  i, 

/4-2  =  (Gh-D)[X(G-D)  — 2AH-2B],        • 

«  _  a  =^  (G  -  D)[X(G -h  D)  —  2A  —  2B]. 

Si  les  décompositions  ^-+-2  =  m/i,    /  —  *x^=pq   sont   accep- 
tables, on  aura 


C=:i±^.        A 


X/it' — n  —  q           -^       m — p                   Xp-^n  —  q 
_ ^         U  -_ j        n 

i  2  4 


Remarquons  que  l'on  peut  mettre  le  produit  tX  sous  la  forme 
d'une  somme  algébrique  de  quatre  carrés 

^X  =  B«-+-(GX  — A)«— A»— (DX  — B)« 
avec 

B(GX  — A)  — A(DX  — B)  =  X. 

C.  Admettons,  enfin,  que  l'on  ait 

Aci>  — B 


a)-ha>'=X,         (D|-t- (oj  —  Xi,         0)i  = 
BG-AD  =  i. 


Goi  —  D 
avec 
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On  aura  comme  seconde  relation 

A(X  — w)— B 

et,  par  suite,  en  éliminant, 

^  ^  .  _  (CDX4— BC  — AD)fa)->D(DXt  — aB) 

C(GX,— 2A)a)-(CDXi— BG-AD)' 

^>        (AGX~BC-~AD)a)|  — A(AX— 2B) 
*^*        *      G(GX— aD)u)i-(AGX-BG  — AD)* 

La  quantité  placée  sous  le  radical  est 

(GïXXi  — 2ACX  —  2DCXt-i-  2BC  -+-  aAD)«—  4, 

ce  qui  permet  de  poser 

G«XXi— 2AGX  — 2GDX,-+-2BC4-aAD  =  « 

et,  par  suite,  puisque  BC  —  AD  =  1 , 

<-4-2  =  G(GXXi— 2AX  — 2DX,-h4B), 
<  — 2  =  (GX,— 2A)(GX  — 2D), 

et,  si  l'on  "pose  encore  ^  -t-  2  =  mn^  t  —  2  ^^pqi  il  viendra 

_  .         mX| — p  ^       m\  —  q  /nXX|— /?X  —  ûrX|-4-/i 

'22  4 

Enfin,  nous  remarquerons  que  Ton  peut  mettre  le  produit  tXk^ 
sous  la  forme  d'une  somme  algébrique  de  quatre  carrés 

AX,=  B«-H(GXX,— AA  —  DXiH-B)«-(AX  — B)«-(DXi-.B)« 

avec 

B(CXXi— AX  — DXi+B)  — (AX  — B)(DXi— B)  =  XXi. 

Il  sera  possible  de  déduire  de  nombreuses  identités  arithmé- 
tiques des  formules  que  nous  venons  d'établir. 
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KOTE  SDR  LES  ÉQUATIONS  a?>-  aj»  =  i  ET  x^-  ay-=^  i; 
Par  m.  B.  Niewenglowski. 


1.  On  sait  que  Téqualion 

(i)  a?»  — a^»=î=i, 

dans  laquelle  a  csl  un  entier  non  carré,  a  une  infinité  de  solutions 
entières.  Si  x  et  ^  sont  deux  entiers  positifs  vériGant  Téquation, 

—  est  une  réduite  de  rang  pair  du  développement  de  \/ci  en  frac- 
tion continue. 

2.  Soit  ^Ti,  yi  une  solution  entière  positive  de  Téquation  (i), 
telle  que  Xt  >  i,  et  soient  a,  p  les  racines  de  l'équation 

(a)  ar* — '2a?,x-Hi  =  o, 

en  posant 

(3)  ^„=^t_L,       y„= — ^       («>P); 

^«1  yn  sera  une  solution  entière  de  (i).  Si  X|,  ^i  désigne  la  plus 
petite  solution  entière  et  positive  de  Téquation  considérée,  on  dé- 
montre aisément  que  les  formules  (3)  donnent  toutes  les  solutions 
entières  positives  de  la  même  équation. 

On  calcule  ces  solutions  par  les  formules  de  récurrefnce 

(    aT/n-i  =  'iXiXn  —  ^n-ly 
(4)  \ 

{  yn+\  =  '^X\yn  —  yn-\' 

3.  L'équation  (i)  représente,  en  axes  rectangulaires,  une  hyper- 
bole de  sommets  (i,  o)  et  ( —  1,  o).  Nous  appellerons /70//1/5  en- 
tiers les  points  de  cette  hyperbole  ayant  pour  coordonnées  des 
nombres  entiers. 

On  établit  facilement  les  propriétés  suivantes  de  ces  points.  Si 
M  et  M'  sont  deux  points  entiers,  la  parallèle  à  la  tangente  en  M' 
menée  par  M  rencontre  une  seconde  fois  Thyperbole  (i)  en  un 
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point  entier  M".  Si  M  et  M'  sont  sur  une  même  branche  et  que 
Tare  MM'  ne  possède  aucun  autre  poiut  entier  que  ses  extrémités, 
nous  dirons  que  M  et  M'  sont  des  points  entiers  consécutifs  ;  alors 
M'  et  M'^  sont  aussi  des  points  entiers  consécutifs. 

Soient  A(i ,  o)  le  sommet,  A|  (xi ,  ^i  )  le  premier  point  entier  à 
coordonnées  positives  ;  la  parallèle  menée  par  A  à  la  tangente 
eu  A|  donnera  le  point  A2(2:2,^2)^  1^  corde  A|  A3  sera  parallèle 
à  la  tangente  en  A2,  etc.,  et  l'on  obtiendra  ainsi  tous  les  points  à 
coordonnées  entières  et  positives.  Par  symétrie,  on  aura  tous  les 
points  entiers  à  coordonnées  positives  ou  négatives. 

Au  moyen  de  ces  remarques,  on  voit  par  exemple  que,  si  x\y 
est  une  solution  entière,  les  formules 

X  =  23?'» —  I,       y  =  %x'  y 
en  fournissent  une  nouvelle.  De  môme 

formules  qu'on  obtient  aisément  à  l'aide  des  équations  (4)* 

On  peut  encore  remarquer  qu'il  j  a  une  infmité  de  manières 
de  distribuer  les  points  entiers  deux  à  deux  sur  des  cordes  paral- 
lèles. 

4.  L'équation  x^ — an^y^=^\  a  une  infinité  de  solutions  en- 
tières. Soit  x\  y  l'une  d'elles;  alors  x',  ny  est  une  solution  de 
l'équation  (i).  Donc  cette  équation  (i)  a  une  infinité  de  solutions 
Xj  y  telles  que  y  soit  un  multiple  d'un  entier  n  donné  arbitrai- 
rement. 

5.  Occupons-nous  maintenant  de  l'équation 
(i)'  ar«— «j'ïrs  — I. 

Elle  n'a  pas  toujours  de  solutions  entières.  Si  elle  en  a,  elle  en 
a  une  infinité  et,  si  Ton  désigne  l'une  quelconque  par  Ç,  7),  la  frac- 
tion -  est  une  réduite  de  rang  impair  du  développement  de  y/a. 

En  outre,  si  ii,  7,1  désigne  la  solution  entière  positive  composée 
des  plus  petits  entiers  possibles,  on  a  Ç|  >>  i  et  en  outre 


Digitized  by 


Google 


—  128  — 
Soient  y,  o  les  racines  de  Téquation 
(js)'  X*— 2{iar  —  I  =  o; 

si  Von  pose 

Y«  -4-  S«  v* 8* 

(3)'  î„=  ï-±l.,  7,,=!-^        (Y>S), 

on  aura 

e  étant  égal  à  +  i  ou  à  —  i,  suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 
On  a 


On  obtient  ainsi,  en  remarquant  que  ^5=1,  ir|o=  o, 
d'où 


Plus  généralement,  si  Ton  pose 

OU,  inversement, 

(6)  ar  =  -25î-i-i,        y  =  ^\ri, 

si  les  formules  (5)  attribuent  à  Ç,  y^  des  valeurs  entières,  Ç,  7^  sera 
une  solution  de  Téquation  (i/.  D'autre  part,  sî  Ç,  t)  est  une  solu- 
tion  entière  de  (i)',  les  formules  (6)  donnent  pour  x^  y  des  valeurs 
entières  vérifiant  Téquation  (i). 
Or, 

c'est-à-dire 

Mais 

donc 


Digitized  by 


Google 


-  129  ~ 
La  relalion 

peut  donc  s'écrire 

et  de  même 

De  là  cette  conséquence  :  pour  que  V équation 
a?*  —  ay^  =  —  i 

ait  des  solutions  entières,  il  faut  et  il  suffit  que  la  plus  petite 
solution  positive  entière  autre  que  i ,  o  rfe  V équation  (i)  soit  de 
la  forme 

et  alors  Ç|  =  i/,  Th  =  t^. 
6.  Cela  posé,  des  formules 

on  tire 

(7)  5/>4-j=  -i^i  î/i—  in-t 

et  de  même 

(7)'  fïp-^t—  2a",ïi,,— r,,,_,. 

Si  nous  supposons  p  impair,  Çp_2>  T^/j-a;  5/>»  t^/>;  Ç/>+2»  ^i/>+2  sont 
trois  solutions  de  (i)'  fournies  par  les  formules  (3)';  désignons- 
les  par 

^«-1>^«-1  î  ^/n  y  ni  ^a+ii  y  ml' 

Nous  aurons  ainsi 


Ces  formules  ne  peuvent  servir  qu'à  partir  de  /i  =  2. 
On  a  donc 

y'^=  ^y.^y't—y'i- 

XXXV.  9 
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D'ailleurs, 

ou 

a?',  =  (-jiari-i-i)ar',, 
et  de  même 

Cela  étant,  on  déduit  des  formules  (8) 
et  par  suite,  de  proche  en  proche,  on  arrive  à 

^«+l^«        ^/l  J^rt+l  ~  ^1  J^i  — ^i.Xn 

ou  enfin 

^n+iya — ^nyn+i  =^l« 

7.  Je  dis  maintenant  que  nous  avons  obtenu  toutes  les  solutions 
entières  de  l'équation  (i)'.  En  effet,  soit  j?',  y  une  solution  diffé- 
rente de  celles  que  nous  avons  trouvées.  On  voit  immédiatement 
que  x'  est  compris  entre  deux  valeurs  telles  que  x'„  et  <a?),+,,  et  y 
entre y„  et y^^^. 

Si  Ton  pose 

y  ^  y  ^+1  —  ^'  y'n^x  ^ 

Xjysera  une  solution  de  Téquation  (i). 
Or, 

y  =  (^«M  -y'n+i  /«)y— (^'— y/«)yii+i 

ou 

D*autre  part,  nous  avons  trouvé 
ce  qui  peut  s'écrire 

yi  =  (^«+1  -  y'n+i  v^)y«  -  i^'n  -  y«  /«)y«  f  i . 

ou  encore 

,..  _      yn-h\ y» 


^'n  -^y'n  /«      .  ^'n+i  -1-^1+1  /« 
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ce  qui  donne,  par  comparaison, 

o<y<yu 
ce  qui  est  impossible. 

8.  Reprenonslcsrelalîons(7), (7)' etsupposons malmenant que/> 
soit  pair.  Alors,  lp^2y  ipj^p^i  sont  trois  solutions  de  Téquation  (1) 
et,  si  on  les  désigne  par  ^n_i,  x„^  ^/i+d  oq  aura  entre  ces  quan- 
tités les  relations  (4)* 

Donc,  en  réunissant  les  résultats  obtenus,  on  voit  que,  si  Inéqua- 
tion (i/  a  des  solutions,  les  formules  (4)'  donnent  alternativement 
toutes  les  solutions  de  Téquation  (1)'  et  de  Téquation  (1),  pourvu 
qitc>£i,  '/)i  désigne  la  plus  petite  solution  positive  entière  de  (1)'. 

9.  Remarquons  enfin  que  les  points  entiers  de  Thyperbole  re- 
présentée par  l'équation  (1)'  ont  des  propriétés  analogues  à  ceux 
de  sa  conjuguée;  mais  les  sommets  de  (i)'  ne  sont  pas  des  points 
entiers. 


SUR  L*£ZTINGTION  DU  FROTTEMENT; 
Par  m.   f*AUL  Appell. 

Dans  un  intt^ressant  article  publié  dans  ce  Recueil  ('),  M.  Lc- 
cornu  a  étudié,  sur  nu  exemple  assez  général,  le  problème  de 
Textinclion  du  frottement. 

I.  Je  me  propose  d'étudier  la  même  question  pour  un  système 
matériel  présentant  les  caractères  suivants,  qui  se  trouvent  réalisés 
dans  la  plupart  des  systèmes  usuels. 

1**  Le  système  considéré  est  d*abord  assujetti  à  des  liaisons 
quelconques,  sans  frottement,  indépendantes  de  temps; 

2"  H  est  soumis  à  des  forces  intérieures  dérivant  d'un  potentiel  II 
qui  est  positif  dans  toutes  les  configurations  possibles  du  système 

(•)  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XXXV,  p.  3,  1907. 
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el  qui  devient  nul  dans  une  configuration  spéciale,  constiluanl 
une  config^uration  d'équilibre  stable  du  système  sous  Faciion  des 
seules  forces  intérieures; 

3"  Le  système  est  en  contact  avec  des  solides  fixes  S|,  S3,...,S;9, 
sur  lesquels  il  glisse  avec  frottement; 

4"  Il  est  soumis  enfin  à  d'autres  forces  extérieures  dérivant 
d'une  fonction  U,  qui  reste  inférieure  à  une  limite  fixe  L,  pour 
toutes  les  positions  du  système  dans  lesquelles  le  contact  subsiste 
avec  l'un  au  moins  des  corps  S|,  S2,  . ..,  Sp. 

II,  Le  système  étant  ainsi  défini,  le  théorème  des  forces  vives 
donne  Téquation 

(1)       é/(T-i-n-U)=-/,N,P,rf/-/,N,i;,rf/-...-/,,N^i>;,rfr,   . 

où  T  est  !a  demi-force  vive,  où  /i,  f^^  ---^fp  sont  les  coefficients 
de  frottement,  Ni,  N2,  .*•,  N^  les  valeurs  absolues  des  réactions 
normales,  t^i ,  Vi^  . . .,  Vp  les  valeurs  absolues  des  vitesses  des  points 
matériels  en  contact  avec  les  solides  S|,  S^,  . . .,  S^. 
On  déduit  de  cette  équation  la  conséquence  suivante  : 

Si  les  réactions  restent  finies,  il  est  impossible  que  Vun  quel- 
conque des  produits  Ni  t^i,  Na  y^,  . . .,  ^pVp^  ainsi  que  la  somme 
S/i\r,  ait  une  limite  inférieure  autre  que  zéro. 

En  eflet,  supposons,  par  exemple,  que  pour  les  valeurs  crois- 
santes du  temps  t^  N^r^  reste  supérieur  à  un  nombre  positif  fixe  A, 
diflerent  de  zéro.  On  aura 

d'où,  en  intégrant, 

comme,  par  hypothèse,  U  est  limité,  U  ■<  L,  tant  que  le  système 
est  en  contact  avec  Syt,  on  a 

T-i-n  <_X/a<-4-C-i-L. 

Mais  alors,  au  bout  d'un  temps  t  suffisamment  grand,  T  +  H 
deviendrait  nul,  et  les  vitesses  de  tous  les   points   du    système 
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s'annuleraient  dans  la  configuration  d'ë(|uilibre  stable  correspon- 
dant à  n  =  o. 

Ce  résultat  est  en  contradiction  avec  l'hypothèse  faite 

car,  puisque  les  vitesses  s'annulent,  v^  tend  vers  zéro  et  N^  est  sup- 
pose fini. 

Les  limites  inférieures  de  tous  les  produits  Nir,,  No *'•-»>  •••» 
^P^'p  c^  de  la  somme  S/i\i>  sont  donc  nulles. 

Il  arrivera,  en  général,  que  ces  produits  tendront  tous  vers  zéro. 
Donc,  certaines  des  réactions,  N|,  Nj,  .. .,  Nyt,  par  exemple,  ten- 
dront vers  zéro;  le  système  tendra  à  abandonner  les  liaisons  avec 
frottement  d'où  proviennent  ces  réactions.  En  même  temps  les 
vitesses  des  autres  points  frottants  (^^^1,(^^4.2)  •••9^/7  tendront  vers 
zéro  et  les  glissements  correspondants  tendront  à  disparaître. 

Le  système,  dans  son  ensemble,  cherchera  donc  bien  à  écha|)per 
au  frottement. 

Ces  considérations  s'étendent  au  cas  où  les  corps  du  système 
frottent  les  uns  sur  les  autres.  Je  laisse  à  d'autres,  qui  auront  plus 
de  loisirs  que  moi,  le  soin  de  les  généraliser  et  de  les  préciser. 


SUR  L£  PROBLÈME  DES  MULTIPLICATEURS  RÉCIPROQUES; 
Par  m.  C.  Popovici. 

1.  A  propos  de  la  théorie  des  derniers  multiplicateurs,  on  peut 
formuler  le  problème  suivant  :  Quels  sont  les  systèmes  d'équa- 
tions 

dxi        dxt  dxn 

A,  Al  A,4 

dXy  dXt  dXn 

(II)  -—  =  -—=...=  -—, 

J\  J\  Jn 

tels  que  les  coefficients  dUin  système  soient  les  multiplicateurs 
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de  Vautre ?Ces{  ce  qiron  pourrait  appeler  \e  problème  des  mul- 
tiplicateurs réciproques. 

Pour  le  Irailer,  il  faut  résoudre  le  système  de  2(71  —  1)  équa- 
tions : 

(A:  =  1,2,  ...,/i). 

Nous  ne  considérerons  que  le  cas  de  deux  variables.  Dans  ce 
cas,  les  derniers  multiplicateurs  sont  en  même  temps  facteurs 
intégrants. 

Deux  questions  se  posent  : 

1"  Quels  sont  les  deux  groupes  de  facteurs  intégrants  réci- 
proques A,  B;/,  o? 

2"  Quelles  sont  les  intégrales  que  l'on  obtient  avec  ces  fac- 
teurs? 

Nous  résoudrons  les  deux  questions  en  même  temps. 
2.  Pour  traiter  la  première,  il  faut  intégrer  le  système 

\       ôx  dy       '\ox       ùy]         '         -^  àx       ^  ùy  \àx       ày  ) 


En  ce  qui  regarde  la  deuxième  question,  il  faut  remarquer  que, 
si  Ton  fait 

A  / 

B=">         ^  =  ^' 


on  a 


<ï) 


dx 
i  —  •=■  dy     pour  v  =  const. 


(f-* 


pour  il  =  consl. 


Il  s'ensuit  que  chaque  intégrale  obtenue  avec  la  combinaison 
S.dy —  y^dx  sera  une  fonction  de  i»  et  chaque  intégrale  obtenue 
avec  là  combinaison  fdy  —  odx  sera   une   fonction  de  u\    par 
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conséquent,  on  aura 


(3) 


j  z(v)=J/(Kdy-Bdx),        t{u)=Jk(fdy-odxy, 

< 


Maintenant,  si  nous  égalons  les  premiers  membres  de  celles  des 
équations  (i)  qui  sont  écrites  sur  une  même  ligne,  nous  obtien- 
drons 


(.0 

è»/-è*». 

é»/= 

d 
dx 

A?. 

Donc 

(5) 

A^  — B/=  consi.  =  k, 

ce  qui 

revient  à 

a  — i^  = 

k 

et,  en  vertu  des 

équations  (3), 

(6) 

-  «(«). 

-t(«). 

Ces  formules  font  voir  que  les  courbes  u  =  const.  et  v  =  const. 
sont  des  courbes  de  translation,  ce  qui  résulte  aussi  des  équa- 
tions (2). 

En  vertu  des  équations  (2),  on  peut  écrire 

(7)  MPi-Hv;  =  o,     piiiH-w;  =  o, 

d*oii,  par  élimination  de  ç^ 


(8) 


Pour  intégrer  cette  équation,  remarquons  qu'en  vertu  des  équa- 
tions (2)  et  (6),  on  a 


à 
_      ày 

à 
dx 

«; 
«i 
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Donc,  si  Ton  fait  /r  =  i ,  il  viendra 


=  fvri'(v)dv—  Çuz\u)du, 


ou,  en  éliminant  ç^ 

(il)  x-^wziu)—  I  •:{u)du  =  'K[jr"h':(u)]y 

qui  est  ['intégrale  générale  de  Téquation  (8).  Oo  tirera  v  de  la 
seconde  équation  (7). 

L'intégration  du  système  (i)  est  terminée  si  Ton  se  souvient  que 
nous  avons  encore  obtenu  l'intégrale  (5).  En  eflet,  les  équa- 
tions (4)  et  (7)  sont  équivalentes  au  s)'stème  (i). 

Il  est  intéressant  de  remarquer  que  les  fonctions  2^  et  t  peuvent 
être  prises  arbitrairement,  en  tant  qu'elles  sont  regardées  comme 
fonctions  de  (^  et  u;  mais,  si  on  les  regarde  ensuite  comme  fonc- 
tions de  X  et  y,  elles  ne  sont  plus  arbitraires.  En  eflet,  les  équa- 
tions (3)  nous  donnent 

On  voit  que  le  problème  dépend  de  trois  fonctions  arbitraires. 
Supposons  que  l'on  se  donne,  par  exemple,  B,  ^  et  t;  alors  les 
équations  (10)  donnent  u  et  v,  l'équation  (5)  fait  connaître  o; 
puis  on  a  A  =;  Btt,  /=  ©(^  et  enfin  5  et  /  par  les  équations  (9). 

Si  l'on  se  donne  d'avance  les  équations 

d.T  _  dy  dx  ^  dy 

Â"  -  "5-'     y  -  "7' 

ce  sont  les  équations  (5)  et  (7)  qui  permettent  de  reconnaître  si 
les  coefficients  sont  des  multiplicateurs  réciproques. 

3.  On  peut  résoudre  un  problème  plus  général  :  Déterminer 
les  fonctions  u  et  v  telles  que  l'on  ait 

r^ — —  =  djr    pour  p  =  const.  ; =  dy    pour  u  =  const. 

Il  faut  intégrer  le  système 

(/')  X(a)pi4-r;=o,        iiCt'jai-f-a^rr^o, 
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qui  nous  conduit  à  ré(|nalion 

D  désignant  le  symbole  -~-  • 

ôx 

Le  problème  est  le  même;  car,  si  u  est  une  intégrale  de  Péqiia- 
lion  dx'=.K>dy^  ^(")  ^^  ^^^^  "^^  aussi;  de  même  ^{y)  sera 
comme  s?  une  intégrale  de  Téquation  rfj7=  iidy. 

Faisons  doncX(M)=  U  et  [jL(i')  =  V;  le  système  (7')  se  réduit  à 

uvi-f-v;.=o,     vui-hU;.=  o, 

dont  nous  avons  trouvé  Fintégrale  générale.  En  passant  de  U  à  ;/, 
on  a,  pour  cette  dernière  fonction, 

(u')  ar-.X(«)T(a)-+-  rT(u)du  =  iz[jr-^T(u)], 

On  pourrait  trouver  encore  cette  solution  en  remarquant  que^ 
d'après  les  équations  (7'),  les  courbes  u  et  v  sont  des  courbes  de 
translation.  Dès  lors  on  doit  avoir 


avec 

4.  Une  question  plus  générale  encore,  que  nous  allons  formuler, 
conduit  à  une  équation  de  la  forme 

que  nous  pourrons  étudier  et  même  intégrer  dans  certains  cas  en 
la  réduisant  à  Téquation  classique  de  Laplace 

5  -H  a/?  -h  6^  =  o, 
011  a  et  6  ne  dépendent  que  de  x  et  )\ 


Digitized  by 


Google 


B»rT»-y..r'-     1^7 


-  138  - 

Nous  avons  inlégré  l'ëqualion  (12)  dans  le  cas  où  V  esl  nul  et 
H  fonction  de  z;  son  intégrale  générale  est  exprimée  par  la  rela- 
tion (1  t'). 

On  arrive  à  cette  équation  quand  on  se  propose  de  trouver  les 
fonctions  uei  i^  telles  que  Ton  ait 

dx  ,  Ht  , 

=  dy    pour  v  =  const.  ;         —- =  dy    pour  u  =  const. 


Pour  cela  il  faut  intégrer  le  système 

(i3)  X(w,  P)i'i-i-p;.=3  0,        fA(a,i^)iii-+-ii;.=  o. 

De  la  deuxième  équation  on  tire 

et  en  remplaçant  dans  la  première  on  obtient  Téquation  (12)  où  2 
représente  la  fonction  u. 

Réciproquement,  on  peut  revenir  de  Téqualion  (12)  au  sys- 
tème (i3)  si  l'on  intègre  l'équation 

Essayons  maintenant  d'intégrer  le  système  (i3). 

Remarquons  que  <f{v)  ei/(u)  seront  comme  u  et  p  des  intégrales 
respectives  des  équations  (i3).  Nous  pourrons  donc  user  des  sub- 
stitutions U  =/(m),  V  =  y(<0  pour  simplifier  les  expressions  de  X 
et  de  (x. 

Au  lieu  de  chercher  u  et  v  en  fonction  de  x  et  y,  cherchons  x 
et  y  en  fonction  de  u  et  i^.  A  cet  eflet,  posons 

(i4)  a7  =  Tt(w,P),        y  =  m(u,v). 

Faisons  successivement  1^  =  const.,  a  =  const.  ;  nous  trouvons 

Donc,  si  Ton  connaît  la  fonction  m,  on  aura 

(i5)  t(u^v)=   I     Xw^rfa-H    /     [xrs'^dv. 
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Exprimons  que  le  second  membre  est  inlégrable-,  nous  arri- 
vons à 

X'                 II' 
(i6)  ^tt» -^  X  —  u ^" — \ u ^*' ^  ^* 

ce  qui  est  une  équalion  de  Laplace.  Supposons  que  l*on  connaisse 
rintégrale  de  Téqualioii  (16);  alors  on  aura  (^expression  de  w  avec 
deux  fondions  arbitraires,  puisTc;  les  équations  (i4)  nous  donne- 
ront enfin  la  solution  générale  du  système  (i3). 

5.  Exemple  I.  —   On  suppose  X  fonction  de  u  et  \k  fonction 
.  lie  V,  On  a 


On  retombe  sur  une  solution  connue  que  nous  avons  exprimée 
par  la  formule  (11'). 

6.  Exemple   II.   —    On  suppose  )v=[jl.   Les    équations  (i3) 
donnent  alors 

Les  deux  équations  (i3)  se  réduisent  à  une  seule 
et  il  n  y  a  pas  Heu  de  chercher  x  qI  y.  On  a 

avec  deux  fonctions  arbitraires  ^  et  tc. 

7.  Exemple  IIL  —  On  se  donne  le  système 

Cet  exemple  contient  comme  cas  particulier  l'exemple  I  pour 
n  =  /t'=  o  et  aussi  le  cas  X  =  ?(*')?  \^^=^  f{^^)  po"^  ^  =  ^'=  '• 
Par  un  changement  de  variables  on  est  ramené  aux  équations 

un- 1  çn  |,^.  -4-  t>'  =  o,  M«'iJ«  u'jc-\-u'y=  O. 
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-  nTi^  —  ■  ïïj,^  =  o, 


qui  esl  Téqualion  d^Euler  el  de  Poisson.  Son  inlëgrale  générale  csl 
donnée  par  la  formule 

Oa  jura  par  suite  pour  x 

Pour  nous  rendre  compte  de  la  généralité  delà  méthode,  remar- 
quons que  les  fonctions  ainsi  trouvées  ne  sont  pas  seulement  les 
intégrales  générales  du  système  proposé;  mais  aussi  d^une  infinité 
d'autres;  à  savoir  ceux  dans  lesquels  le  couple  X,  [jl  satisfait  aui 
équations 

X  —  (JL  V U  X  —  [1  P  —  tt 

Éliminant  [jl  entre  ces  équations,  on  trouve 

A  II-,—  A  II  -+-  ■  ■  ■  '        A|,  —  O. 

Donc  les  solutions  ci-dessus  satisferont  à  une  double  infinité 
de  systèmes  de  la  forme  (i3),  dans  lesquels  on  a 
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HOTB  AU  SUJET  DB  CERTAINES  DISCONTINUITÉS  APPARENTES 

DANS  LES  MOUVEMENTS 

OU  INTERVIENT  LE  FROTTEMENT  DE  GLISSEMENT; 

Pau  m.  de  Sparue. 

Dans  une  Note  publiée,  l*an  p»s9é,  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  mathématique  y  j'ai  fait  voir  que  l'on  arrive  sans  peine 
à  lever  Tambiguïté  apparente  à  laquelle  peut  conduire  Femploi 
des  lois  de  Coulomb,  en  tenant  compte  de  la  continuité  du  mou- 
vement. 

Il  existe  toutefois  certains  problèmes  où  l'application  de  ces  lois 
semble  conduire,  ainsi  que  je  vais  le  faire  voir,  à  un  mouvement 
discontinu,  ce  qui  paraît  à  première  vue  absurde.  Toutefois,  si  Ton 
examine  la  question  de  plus  près,  on  voit  que  la  solution  à  laquelle 
on  est  conduit  est  au  Heu  de  cela  fort  rationnelle,  et  que  là  encore 
les  lois  de  Coulomb  donnent  une  image,  approchée  sans  doute, 
mais  somme  toule  très  satisfaisante  des  phénomènes.  La  disconti- 
nuité qu'elles  introduisent  n'existe  évidemment  pas,  mais  elle 
remplace  une  modification  très  rapide  des  conditions  du  mouve- 
ment, modification  que  l'on  peut  sans  inconvénients  remplacer 
par  la  discontinuité  en  question,  si  l'on  se  propose  seulement  de 
connaître  ce  qui  se  passait  avant  et  après  la  modification  dont  il 
s'agit. 

C'est  d'ailleurs  l'hypothèse  de  la  rigidité  absolue  des  liaisons, 
qui  introduit  dans  le  cas  actuel  la  discontinuité  dont  nous  venons 
de  parler,  comme  elle  avait  conduit  à  introduire  des  percussions 
dans  les  problèmes  examinés  par  nous  dans  la  Note  que  je  rappelle 
en  commençant. 

Si  l'on  tient  compte  de  l'élasticité  des  liaisons,  cette  disconti- 
nuité disparaît  et  elle  est  remplacée  par  une  modification  des 
conditions  du  mouvement  d'autant  plus  rapide  que  les  liaisons 
sont  plus  raides,  et  qui,  à  la  limite,  devient  instantanée  lorsqu'on 
les  suppose  absolument  rigides. 

Nous  verrons  aussi  que,  pour  certains  problèmes,  où  intervient 
le  frottement,  on    peut,    pour   des   conditions  initiales  données, 
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avoir,  suivant  les  cas,  une  ou  deux  solutions  également  accep- 
tables, le  choix  entre  les  deux  solutions,  lorsqu'elles  existent, 
devant  se  faire  en  tenant  compte  de  la  façon  dont  les  conditions 
initiales  sont  réalisées;  mais,  là  encore,  nous  constaterons  que  ces 
résultats  donnent  une  image  approchée  très  satisfaisante  des  phé- 
nomènes. 

I.  Soient  deux  points  matériels  A  et  B  de  masse  égale  à  i, 
reliés  par  une  tige  rigide  AB  de  masse  négligeable.  Le  point  A  est 
de  plus  assujetti  à  décrire   la   verticale  descendante  Oy  et   le 


point  B  est  relié  par  un  fil  inextensible  et  sans  masse  de  longueur  r, 
égale  à  AB,  au  point  fixe  O,  enfin  le  mouvement  du  système  se 
fait  dans  le  plan  vertical  xOy^  et  le  point  A  frotte  sur  la  droite  OA, 
le  coefficient  de  froilement  étant  /, 

Puisque  Ton  a  OB  =  AB,  OB  et  AB  font  le  même  angle  9  avec 
Thorizontale,  le  premier  en  dessou9,  le  second  en  dessus. 

Désignons  par  N  la  réaction  de  Oj-  sur  le  point  A,  posons  OA.=^r^ 
et  désignons  par  P  la  pression  exercée  par  AB  sur  le  point  A,  nous 
aurons,  pour  le  mouvement  de  A, 

V  =  /§'  —  P/ê  cos6  +  P  sin  0, 
N  =  PcosO. 

Puis,  pour  le  mouvement  de  B, 
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On  a  d'aitieurs 

r^  =  9./'sinO, 

t/=  -irCcosee'—  sinOO'«). 

De  plus  e  =:±:  I  et  le  signe  doil  êlre  chois!  de  façon  que 

(l)  NÊr/>o         si         ïi'^o         ou         N6r/>o         si         ij' =  o. 

On  déduit  des  équations  précédentes 

4sinOcos«0— /6cosO-+-sinO)  ' 

^^  ""  4sinOcos*0-/ÊcosO-t-sinO^^*    ' 

ce  qui  peut  s^écrire 

•O*—         4 /•  «in«OQ'«-t-  >7( 3  sîn 0  — /e  co^d) 
^^^  ''     ""  2sinO(2co8«0-i)-4-(3sin(i— /ecosO)*^*^     ' 

/r(2cos>0-0-arsinft0^î 
^^  2  »iiiO(2  cos«0  —  I)  4-  (3  sinO  —/s  cosO) ^"^ 

On  aura  de  même 

,,  ,_     /r  co^*Q(3  sinO  — /6  co«;0)  -h  rO'*  sinOf/e  cosO  —  sinO) 

(4)      T^  — ^-  2sinO(2cos«0^i)-i-3sinO— /ecosO 

Nous  supposerons  le  sjrslème  abandonne  à  lui-même  sans  vitesse 
iniliale,  il  pourra  d'abord  se  faire  qu'il  reste  au  repo;^;  pour  qu'il 
en  soit  ainsi  il  faut  que  Ton  puisse  avoir 

pour  une  valeur/,  du  coefficient  de  frottement,  plus  petite  que/. 

Il  faut  donc 

/>3tang0, 

et  la  valeur  correspondante  de  /  sera 

/,  =  3iang0, 
ce  qui  donnera  pour  la  réaction 

N  =  -  ^  col  0, 
cl,  par  suite, 

P  = 


-2  siiiO 
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Supposons  ma  in  tenant 

/<3tangO, 

el  supposons  toujours  le  système  abandonné  à  lui-même  sans 
vilcsse  initiale. 

On  devra  avoir,  à  l^inslant  initial, 

NeV>o. 

Or,  pour  6'=  o,  on  a 

»  _  .   .■e'*cos»0(3sinQ— /6cosO)£f9.  co8«0  — I) 
'^  ""  ^         (4siiiOcos*0 — /ecosO  + sinO)* 

Mais,  du  moment  que  le  mouvement  se  produit,  on  a 
3  sinO  >/cos6, 

la  condition  précédente  revient  donc  (*)  à 

e('2  cos*0  —  i)  =  e  COS2O  >  o. 

Donc,  si  Oo<;  4^"?  on  devra  prendre  e  =-|-  i;  si,  au  lieu  de  cela, 
Oo  >  45**,  on  devra  prendre  e  =  —  i . 

Supposons  maintenant  que  Ton  ait  d'abord 

3tang0o  =  /, 
le  système  est  encore  en  équilibre,  et  l'on  a 

N  =  ^^'cotOo, 

e'=o. 

Donnons  à  tangOp  une  valeur  tant  soit  peu  supérieure  à  -/; 

si  Ou<C  45",  on  devra  conserver  pour  e  la  valeur  +  i  qu'on  avait  dû 
adopter  tant  que  le  système  était  en  équilibre,  de  sorte  que  0^  et  r/ 
commenceront  par  prendre  des  valeurs  très  petites  et  N  aura  une 

valeur  très  voisine  de  celle,  -^cosBq?  qu'il  avait  pour  la  position 

d'équilibre  ;  en  un  mot,  les  valeurs  de  6",  r/'  et  N  pour  le  mouvement 


(')  (^ur  nous  supposons 

b  <  yo-. 
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sonl  la  suite  de  celles  qu^elles  avaient  pour  le  repos  et  il  n'y  a,  par 
suite,  pas  de  discontinuité.  Supposons  au  lieu  de  cela  le  système 
d*abord  en  équilibre  pour 

tangeo=i/       avec        6u>45% 

et  que  Ton  donne  ensuite  a  tangQo  une  valeur  tant  soit  peu  supé- 
rieure à  t/*,  le  système  se  mettra  en  mouvement  et,  comme  8o>45**, 

on  devra  prendre  pour  e  la  valeur  —  i,  de  sorte  que  ^,  au  lieu  de 

prendre   une    valeur   très   petite,    en    prendra   une   sensiblement 

égale  à 

3>?'sinOoCOftOo 


2/'  9inOu(i  -h  cos'U»; 


0'^  passe  donc  brusquement  de  la  valeur  o  à  une  valeur  finie  et  N 
qui,  au  moment  de  Téquilibre,  était  égal  à 

-^cotOo, 

passe  brusquement  de  cette  valeur  à  la  valeur  négative 

/r(i  —  2cos'0o)cos0o 
4  sinO«(i  +  cos*Oo) 

Il  y  a  donc  là  une  discontinuité,  qui  ne  peut  évidemment  se 
présenter  dans  les  phénomènes  naturels;  mais  nous  allons  voir  : 
1^  que  cette  discontinuité  tient  à  la  rigidilé  absolue,  supposée  aux 
liaisons  et  qu'elle  disparaît  lorsqu'on  tient  compte  de  leur  élas- 
ticité; 2"  que  les  résultats  fournis  parla  loi  de  Coulomb  donnent  en 
définitive  une  image  approchée  très  suffisante  des  phénomènes,  en 
ce  sens  qu'au  moment  oii  l'équilibre  est  rompu,  le  point  A 
échappe  en  un  temps  très  court  au  contact  du  guide  sur  lequel  il 
s'appuyait,  pour  venir  frotter  sur  l'autre,  si  la  liaison  est  bilaté- 
rale«  ou  pour  se  mouvoir  librement,  si  elle  est  unilatérale. 

Nous  supposerons  donc  dans  ce  qui  va  suivre  que  la  tige  AB 
s'allonge  ou  se  raccourcisse  proporlionnellement  à  l'eiTort  qu'elle 
supporte  et  nous  négligerons,  au  lieu  de  cela,  l'allongement  du 
fil  OB  ainsi  que  la  déformation  des  guides. 

Nous  désignerons,  comme  plus  haut,  par  r  la  longueur  du  fil, 
supposée  invariable,  la  longueur  de  la  lige  étant  alors  r -|-  w,  et  sa 

XXXV.  lo 
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tension  dans  ces  conditions  étant 

où  v'  désigne  une  constante. 

La  tige  ayant  actuellement  la  longueur  r-^-u,  elle  fait  avec  l'ho- 
rizontale un  angle  0  +  ^,  où  ^  est  très  petit,  et  l'on  aura  pour 

Fig.  2. 


déterminer  cette  quantité  p,  en  se  bornant  à  la  partie  principale, 

(r-f-M)cos(0-hP)=2  rcosO 
ou 

rp  =  iicotO. 

Nous  aurons  ensuite 

Yj  =  r8in6-+-(r-+-a)sîn(0-*-  P)  =  2r  sinô -hr^  cosO  +  lisiaO 

ou 


T,  =  2rsint)-+- 


sin6 


Nous  poserons  alors 


Î-- 


ce  qui  nous  donnera 


Tf]  =  2/*  sinô  -+-  Ç, 

t;=  -irCcosOe"—  sinOO'»)  -h  Ç', 

Q  =  v«2:sin6. 


(  '  )  La  déformatioa  étant  faible  on  peut,  tout  au  moins  comme  première  approxi- 
mation, la  supposer  proportionnelle  à  la  tension. 
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Les  èqtialioQS  des  mouvements  de  B  el  de  A  nous  donneront 

donc    . 

re'=  g  cosO  -+-  Q  sin(26  -+-  P), 

<   =  ^  -H  Q[/6  cos(6  -H  ?)  -  sin(6  H-  p  ^], 
N    =— Qcos(6-+-p); 

ou,  en  se  bornant  toujours  à  la  partie  principale, 

(5)  r6'=^cosO-f-2v*Çsin«6cosO, 

y/=  a/'(cosOe'—  sin60'«)  +  Ç'  =  ^  -h  v»;  sine(/e  cosO  —  sWiO), 

de  sorte  que  les  équations  du  mouvement  seront  l'équation  (5)  et 
l'équation 

Ç'-t-  v«;  5in6[4  sinô  cos«6  -h  sinO  — /e  cosO] 


(6> 

\  -4-^(2Cos«Ô  — 0  — !ir8inO0'»=o, 

obtenue  en  remplaçant  ^  par  sa  valeur  (5)  dans  Téquation  précé- 
dente que  l'on  peut  écrire 

j  ;'H-v«ÇsinO[3sinO  — /ecosO-4-asîne(2cos»0  — I)] 
^    ^        I  -♦-^(2cos»0  — i)  — •2rsinôO'«=o. 

Si  Ton  a 

tango  =  ^/,         O'=o; 

le  sj^stème  est  en  équilibre  et  l'on  a 

;  = r^-TjT,  N=i^COlO. 

2v«sin»0  % 

Pour  ces  valeurs  de  0  et  ^  le  système  reste  en  équilibre. 
Donnons  à  0  une  valeur  Og  très  peu  plus  grande  et  telle  que  l'on 
ait 

/=  3  langOo  h  —  5 «(«  —  "^  cos«Oo)  j, 

en  supposant  6o>  4^'*  et  a  très  petit. 

Si  le  système  est  maintenu  en  équilibre  dans  cette  position  par 
une  très  petite  force  verticale  appliquée  en  A  ('),  on  aura  alors 

r  ^        • 

'•°"       •2v«sin*Ôo' 

(')  La  force  qui  maintient  le  système  en  équilibre  est,  en  y  comprenant  le  frot- 
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abandonnons  maînlenant  le  système  à  liiî-méme,  sans  vitesse  ini- 
tiale et  considérons  un  espace  de  temps  assez  court  pour  que  nous 
puissions  négliger  la  variation  de  0  et  prendre  par  suite 

e'=ei=o,      6  =  60. 

Nous  aurons 

î*—  2v*  sin*9o(i  —  2  cos*6o)  (i  —  a)  Ç  —  ^(i  —  2  cos*6o)  =  o. 
Posons  alors 

2v*sin»6o(i  — a)(i  —  2cos*6o)  =  K*, 

puisque 

0o>45", 

K^  est  positif  et  très  grand,  v^  Tétant  et  il  devient  inGni  avec  v, 
lorsqu'on  suppose  la  tige  de  plus  en  plus  raide. 
Nous  aurons 

Nous  avons  d'ailleurs  par  hypothèse 

et  Ton  en  conclut 


2(1  — a> 
et  par  suite 

^'^""2v*siu«0o(i-a)['"'2^^'""^*"'''^J' 

Toutefois  cette  formule  ne  doit  être  appliquée  que  jusqu'à  Ç  =  o. 
K  étant  très  grand  et,  par  suite,  e^^^  négligeable  devant  e^^y  dès 


tement, 

N3langÔ,=  ^, 

la  force  fournie  par  le  froltement  est  N/,  la  force  supplémentaire  serait  donc 

i^-N/=a^(i-acos^O,% 
elle  est  donc  très  pclite  avec  a. 
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que  t  din%re  de  zéro,  on  aura  s  =  o  sensiblement  pour 

^*'=^         donc        ^=^4:r 


a 


A  partir  de  cet  instant,  t^  changeant  de  signe,  si  ia  liaison  est 
unilatérale  (tige  s*appu^ant  contre  un  mur)^  la  tige  échappera  et  le 
mouvement  subséquent  se  fera  comme  si  le  mur  n'existait  pas. 

Si,  au  lieu  de  cela^  la  liaison  est  bilatérale,  N  changera  de  signe; 
il  faudra,  par  suite,  à  partir  de  ce  moment,  prendre  e  =  —  i  et 
l'on  aurait,  en  prenant  toujours  0  =  Oo»  ^0  =  0, 

î''-hv*Çsin0o[sin6o(4  cos*6o-H  i)-4-/cos6o]  —  ^(i  —  2cos6o)  =  o. 

C'est-à-dire,  si  l'on  se  borne  à  la  partie  principale,  /  différant 
très  peu  de  3  tangOoi 

Ç'-4-  4v«  sin*Oo(i  -+-  cosMo);  —  ^(1  —  a  cos«Oo)  =  o, 

et,  en  posant 

Kî  =  4v«  sin'Ood  -H  cos«Oo), 

on  aurait 

„  I  — 7.  cos*6o 


Kî 


(i-i- AcosKi;+  BsînKi/), 


de  sorte  qu'il  se  produirait  une  série  d'oscillations,  en  réalité  rapi- 
dement amorties,  autour  de  la  position  moyenne 

I — 2COS'fto 

^  =  ^ — kT^- 

Valeur  pour  laquelle  on  aurait 


Q  = 


4  sinOo(i  H-  cos«Oo) 
et  par  suite 

N«=-QcosOo 4sin(»,(r.^cos*0o)  ' 

ce  qui  est  bien  la  valeur  obtenue  pour  N  par  l'application  des  lois 
tle  Coulomb  et  sans  tenir  compte  de  l'élasticité  des  liaisons. 

Il  reste  à  vérifier  que  l'échappement  ou  le  changement  de  signe 
de  N  (suivant  que  la  liaison  est  unilatérale  ou  bilatérale)  a  lieu  au 
bout  d'un  temps  assez  court  pour  que  l'on  puisse  négliger  la  varia- 
tion de  6  pendant  ce  temps. 
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Or,  en  prenant  H  =  ^o?  nous  avons  par  l'équation  (5) 

rO'=  ^cosOoH-  2v*Çsin'OoCOsOo 

on 

on  en  déduit 

,(0-e,)=iîi^^r4-(.«'+e-K')_i'l. 


Mais 
de  sorte  que 


'■'«-«•>-K^[-'(t|)']- 

Mais 
est  nul  pour  x  =  o,  de  sorte  que 


est  très  petit  avec  a,  et  l'on  peut  prendre  par  suite 

quantité  très  petite  puisque  K  est  très  grand  et  qui  tend  vers  zéro 
lorsque  K  augmente  indéfiniment. 

Nous  remarquerons  de  plus  que,  si  la  liaison  est  unilatérale,  ^' 
est  très  petit  au  moment  où  l'échappement  se  produit.  On  a  en 
effet 

r  — *^    (el^t /»-  K/\ 


soit  sensiblement,   puisque  R  =  vsinOov/2(i  —  «)(i  —  2cos*6g), 


S    =    — -— p=:r-> 

'2vsinOovi  —  « 

quantité  1res  petite  ci  qui  tend  vers  zéro  lorsque  v  croit  îndéG- 
nimcnU 
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On  voit  donc  que,  s^îl  y  a  échappement^  le  point  A  peut  être 
considéré  comme  s'échappant  avec  une  vitesse  nulle. 

Donc,  en  résumé,  on  voit  que  Tapplication  des  lois  de  Coulomb 
se  trouve  pleinement  justifiée,  en  ce  sens  que,  d'une  part,  Tano- 
malie  qu'elles  semblent  présenter  par  suite  de  la  discontinuité 
qu'elles  conduisent  à  admettre  dans  le  mouvement  tient  unique- 
ment à  la  rigidité  absolue  supposée  aux  liaisons,  et  que,  d'autre 
part,  sauf  une  période  excessivement  courte  et  sans  importance,  le 
plus  souvent,  elles  donnent  une  image  très  satisfaisante  de  l'en- 
semble du  mouvement. 

II.  Examinons  maintenant  le  second  problème  que  j'ai  en  vue. 

Je  suppose  deux  points  matériels  A  et  fi  de  même  masse  égale 
à  1,  reliés  par  une  tige  rigide  de  longueur  r  et  de  masse  négli- 
geable. 

Le  point  A  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  verticale  descen- 
dante Oy,  sur  laquelle  il  frotte,  le  coefficient  de  frottement  élant 

Fig.  3. 


égal  à  /.  Le  point  B  est  seulement,  en  plus  de  sa  liaison  au  point  A, 
assujetti  à  se  mouvoir  dans  le  plan  vertical  xOy, 

Nous  déterminerons  la  position  du  système  par  l'ordonnée  ri  du 
point  A  et  par  l'angle  0  que  fait  Afi  avec  la  verticale  ascendante; 
nous  supposons 

O<0<^ 
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SoienI  X  cl  y  les  coordonnées  de  B,  on  aura 

^  =  11  —  rcosO, 
et  Ton  en  déduit 

<7)  Jr'=r(co90e''--8în60'«>, 

(8)  y=V-Hr(sinee'-HcoseO'«). 

Si  d'ailleurs  on  désigne  par  P  la  compression  de  la  lige  AB  et 
par  N  la  réaction  de  Oy  on  aura 

N  =  P5ine, 
<9)  V=^-^PcosO  — P/esinO, 

(lo)  a<=P8Îne, 

(If)  y=^-Pcose; 

où  e  =  d-  I ,  le  signe  de  cette  quantité  étant  déterminé  par  la  condi- 
tion 

N6'ï)'>o        si        '»i'>o, 

et  par  la  condition 

N6T)''>o        si        r/=o, 

cette  dernière  condition  revenant,  puisque  nous  supposons  sinO 

positif,  à 

P6V>o; 

on  déduit  d'ailleurs  des  équations  (7),  (8),  (g),  (10)  et  (i  1) 
sinO(sineO'H-  cosOO'»)  -f-  (cosOO'—  sinOO'«)(2  cosO  — /e  sinO)  =  o; 

d'oii  Ton  déduit 

(12)  0= ^ - —j 

'  i-+-cos*0— /esinOcosO 

et  ensuite 

P  sinO  =  r(co50a'—  sinOO'»), 

c'est-à-dire,  en  tenant  compte  de  (12), 


P  = 


I  -H  cos«  0  —  /e  sin  0  cosO 
puis 

n__  „_     re'î(co5Q>-/£8inO) 
^*  -^       i-T-coa«0— /esinOcosO* 
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En  considérant  ces  formules  il  semble  à  première  vue  que,  dans 
le  cas  où,  le  système  élani  abandonné  à  lui-même,  sans  vitesse  ini- 
tiale, on  a  6|^=  o,  il  ny  ait  qu'une  solution  possible,  celle  qui  cor- 
respond à 

c'est-à-dire  au  cas  où  la  lige  se  transporte  parallèlement  à  elle- 
même,  sous  l'influence  de  la  pesanteur,  sans  être  soumise  a  aucune 
action  de  la  part  de  O^. 

C^  mouvement  est  évidemment  celui  qui.se  produit  si  le  point  Â 
a  avec  Oy  un  simple  contact  géométrique  qui  ne  met  pas  en  jeu  le 
frottement. 

Mais  en  sera-t-il  de  même  si  l'on  a  d'abord  mis  la  tige  en  con- 
tact avecO^  dans  une  position  où  elle  fait  un  angle  0  avec  cette 
droite  et  si  on  la  maintient  au  moyen  d'une  force  verticale  appli- 
quée on  A  et  d'une  autre  force  perpendiculaire  à  sa  direction 
appliquée  en  B? 

On  aura  alors 

P  =  ^cosO, 
N=r^cosOsinO, 

et  la  réaction  verticale  Q  qu'il  faudra  appliquer  en  A,  si  Ton  ne 
tient  pas  compte  du  frottement,  sera 

Q  =  ^-H  ^cos*0  =  gii-h  cos*0). 

Mais,  si  le  coefficient  de  frottement  est  tel  que  l'on  ail 

-      i  +  cos^O 
•^  -^  cosOsinO' 

on  pourra  supprimer  la  force  Q  appliquée  en  A  et  cette  force 
sera  fournie  par  le  frottement. 

Si  ensuite  on  rend  le  point  B  libre  en  supprimant  la  force  nor- 
male qui  le  retenait,  rien  ne  sera  changé  au  début  aux  réactions 
qui  s^exerçaient  en  A  et  ce  point  restera  fixe,  la  tige  tournant 
autour  de  lui. 

D'ailleurs,  puisque  le  point  A  reste  fixe,  on  devra  avoir 

r/=  ^  -h  P(cobO  — /i  sinO)  =  o, 
avec 
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de  plus,  puisque  la  lige  tourne  autour  d'un  point  fixe,  on  ^ 

P  =  ^cosO  — rO'*, 

et  par 'suite  le  point  Â  restera  fixe  tant  que  Ton  aura 

^(i  ^  cos«0)  —  rO'«  cosQ  ^ 
^cosesinO  — /Ô'^sinO    ~''' 

On  verrait  ensuite  qu'au  moment  où  cette  inégalité  se  change 
en  égalité,  V,  qui  était  nul  jusque-là,  prend  brusquement  une 
valeur  finie  et  que  N,  qui  était  positif,  devient  à  ce  momeni  brus- 
quement négatif  (ou  nul  si  la  liaison  est  unilatérale).  Il  y  a  donc 
là  une  discontinuité  apparente,  mais  dont  l'explication,  toute  sem- 
blable à  celle  donnée  pour  le  problème  précédent,  nous  permettrait 
encore  de  constater  que  les  lois  de  Coulomb  fournissent  pour  l'en- 
semble  des  phénomènes  une  image  très  suffisamment  approchée. 

Nous  ne  reviendrons  pas  sur  ce  fait,  car  pour  cela  nous  n'aurions, 
à  peu  de  chose  près,  qu'à  répéter  ce  que  nous  avons  dit  pour  le  pro- 
blème précédent,  mais  nous  croyons  au  lieu  de  cela  devoir  insister 
un  peu  sur  ce  qui  se  passe  au  début  du  mouvement. 

Nous  avons  vu,  en  supposant  le  système  abandonné  sans  vitesse 

initiale,  que,  si  l'on  a 

-       I  -H  c<)s*  0 
''^  côsTsînô' 

le  problème  comporte  deux  solutions  :  i°  si  la  tige  a  avec  Oy  wfi 
simple  contact  géométrique  elle  se  transporte  parallèlement  à  elle- 
même;  2^  si  l'on  a  d*abord  maintenu  la  tige  immobile  en  contact 
avec  A^,  de  façon  que  le  frottement  entre  en  jeu,  la  tige  tourne, 
au  début  du  mouvement  du  moins,  autour  du  point  A  qui  reste 
fixe. 

Si  au  lieu  de  cela  on  a 

^       I  -h  cos'O 
^^  cosOsinO' 

on  n'a  dans  tous  les  cas  qu'une  solution,  la  tige  se  transporte 
parallèlement  à  elle-même  sous  l'influence  de  la  seule  pesanteur. 
A  première  vue,  ce  dernier  résultat  peut  paraître  paradoxal;  il 
est  certain,  en  effet,  puisque  l'on  a  d'abord  maintenu  la  lige  en 
contact  avec  Oy^  que  cette  tige  exerce  sur  Oy  une  pression  égale  à 

^sinO  cosO, 
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le  froUement  enlrc  donc  forcémeol  en  jen  an.  début  du  mouve- 
ment et  îl  semble  à  première  vue  étrange  que  ce  mouvement  soit 
absolument  le  même  que  s*il  n'existait  pas.  Nous  allons  cepen- 
dant reconnaître  que  là  encore  les  Ibis  de  Coulomb  donnent  une 
image  très  sufHsamment  approchée  du  phénomène. 

Nous  allons  montrer  en  effet  que,  si  l'on  tient  compte  de  l'élasti- 
cité de  la  tige  AB,  le  frottement  s'exercera  pendant  un  temps  assez 
court  pour  que  l'on  puisse  considérer  son  effet  comme  négli- 
geable. .      . 

Nous  aurons,  en  désignant  par  /-  la  longueur  normale  de  la 
tige  AB  et  par  r-l-  ri  sa  longueur  à  un  instant  quelconque, 

ou  [JL^  est  très  grand  et  devient  infini  lorsqu'on  suppose  la  tige 
rigide. 

Nous  aurons  alors 

7j'  =  /rH-  P(cosO— /esinO), 

r/ = /j' -H  (!«  i*(/e  sin  0  —  cos  0), 

X  =  (r-L.  u)  sinO, 

ar'=  (r-h  w)coseO'- (r-h  w)sinOO'»-h -Jiw' cosOO'-^  w'sinO, 

^  =  7)  — (r-t-a)cosO, 

y'—  r;'-\-{r-^  «/)  sinOO"-!-  (rn-  a)  cosOO'«-+-  9.u'  ainOO'—  u  cosO, 

et  aussi 

ip*  =  P  sin  0  =  —  |jt*  a  sin  0, 
y=^  —  P  coaO  =  ^ -4- jji^ttcosO, 

de  sorte  qu'on  aura 

(  r  -H  w)  cosÔO' —  (  r  -t-  «*  )  sin  00'*  -^  a  u'  0'  cos  0  -h  a''  sin  0  4-  jx*  u  sin  0  =  o, 
(r-^u)  sin 00'+  (r  H-  w)  cosOO'» 

-H  lu'W  sinO  —  m'  cosO  —  \l^u('x  cosO  — fz  sinO  =  o. 

On  en  déduit 

(i3)  (r-i-a)0'-4-2a'0'—  |x»asinO(€o»0  — /e  sinO;      =  o, 

(i4)  a'— (r-ha)0'«H-îJi2a(i-hcos»0— /esinOcosO)  =  o. 

Toutefois,  si  le  point  A  est  fixe,  on  a  v/'=  o  et  par  suite  /doit 
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être  remplacé  par  une  valeur /*!  telle  que  Ton  ait 

(i5)  ^  =  [x*w(cosO  —  /t£sîn6). 

D'ailleurs  à  Tinstant  initial  on  a,  dans  tous  les  cas, 

P  =  —  jji»  mq  r=  ^  cosOo  ; 
d'où 

(ib>  Mo  — -jj — 9 

et  aussi  si  le  point  A  est  fixe  en  vertu  de  (i  5)  et  (i6), 
i4-cos*6o — /i  8in6«co8  0o=  q. 

On  en  conclut  que,  pour  que  le  point  Â  reste  fixe  à  l'instant 
initial,  nous  avons  bien  la  condition 


/è 


•cos'6o 


siiiOoCosOo 


Si  au  lieu  de  cela  on  a  | 

"^        sinOoCosOo 
le  point  À  se  met  en  mouvement  et  Ton  a 

N  =  —  [x«  Wo  sin  6o  >  o. 

Il  faut  donc  prendre  e  =+  i.  En  supposant  donc  qu'il  s'agisse 
d'une  période  assez  courte  pour  que  Ton  puisse  négliger  la  varia- 
tion de  6  et  prendre  6'=  6^  =2  o,  (i 4)  nous  donnera 

a'-h  fx'a(i-t-  cos'Oo  — /sinOoCosOo)  =  o, 

ou  en  posant 

l-hcos*Ôo  — /sin0ocos6o=  K'>  o, 
u"-^  [ji*K*a  =  o, 

d'où,  en  tenant  compte  de  ce  que 

/«rcosOo  , 


ï/o  =  — 


v-' 
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formule  qui  ne  doit  élre  appliquée  que  tant  que  u  est   positif 
(puisque  V  et  N  et^  par  suile  e^  changent  de  signe  avec  u). 
Or  on  a  i/  =  o  pour 


t=     "^ 


2Kfl 

et  pour  cette  valeur  de  ^  on  a 

H- 

De  plus  Téquation  (i3)  nous  donfie,  en  négligeant  les  termes 

en  «*, 

r6'=  îx*asînOo(cosOo — /esinOo), 

ou,  en  remplaçant  u  par  sa  valeur  (17), 

rb'  =  —  g  cos%  sin6o(cos0o  —  /s  sin6o)cos{xK/, 

et  par  suite 

r(O^Oo)  =  ^''''',Yj"^'(coseo--/e8inQo)(cosfiK/---i), 

donc,  pour  /==  — ït— '  0  aura  une  valeur  6|  donnée  par  la  formule 

/•(0|-eo)=— ^ — -j|7i^ (coseo-ZesinOo), 

OU,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  K^, 

'•(<».-M=-^(K«-.). 

quantité  très  petite  et  qui  tend  vers  zéro  lorsque  |jl  croit  indéfini- 
ment, c'est-à-dire  si  la  tige  devient  de  plus  en  plus  raide.  11  en  est 
d^ailleurs  de  même  de  u'  et  de  9'. 

On  conclut  que,  si  la  liaison  est  unilatérale,  la  tige  échappera 
à  Faction  deOj^  au  bout  d^un  temps  assez  court  pour  qu^on  puisse 
la  considérer  comme  n'ayant  pas  sensiblement  bougé  et  comme 
ayant  des  vitesses  de  rotation  et  de  translation  nulles.  Elle  se  trans- 
portera donc  parallèlement  à  elle-même  sous  Tinfluence  de  la 
j>eule  pesanteur. 

Nous  retrouvons  par  suite  les  résultats  obtenus  au  moyen  des 
lois  de  Coulomb  et  en  considérant  la  tige  comme  indéformable. 
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Si,  au  lieu  d^èlre  unilatérale,  la  liaison  était  bilatérale,  il  se  ferait 
quelques  oscillalior>s  ^aite  les  deux  guides  qui  seraient  rapide- 
ment amorties  (vu  la  petrlosse  de  leur  amplitude  comparable,  ou 
même  inférieure  au  jeu  qui  exisle  forcément  être  les  deux  guides). 

On  voit  donc  en  résumé  que,  dans  ce  cas  encore,  l'application 
des  lois  de  Coulomb  mène,  ainsi  que  nous  Tavons  annoncé;  è 
une  image  suffisamment  approchée  du  phénomène,  et  qui  con- 
duit seulement  à  négliger  une  période  de  transition  excessivement 
courte,  et  le  plus  souvent  sans  importance. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE    DU    "ii    JANVIER     1907. 

PRÉSIDBNCE  D£  M.    BLUTKL. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  un  mode  de  génération  de  la  sur/ace  de 
Steiner. 

M,  Rafly  :  Sur  la  correspondance  réciproque  entre  lignes 
asympto tiques  et  lignes  diagonales, 

M.  Blulel  :  Sur  une  équation  du  second  ordre  réductible  à 
r  équation  de  la  série  hyper  géométrique  de  Gauss. 


SÉANCE    DU    7    FÉVUIER    1907. 

PilESIDBNCE  DE  M.    BLUTEL. 

Élections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  W.  Et^el, 
présente  par  MM.  Laisant  et  Renard;  M.  Guichard,  présenté  par 
MM«  Appell  et  lladamard;  M.  Montel,  présenté  par  MM.  Borel 
etFatou;  M,  Nlkitine,  présenté  par  MM.  Painlevé  et  Hadamard; 
M.  Dulac,  présenté  par  MM.  Raflfv  et  Servant;  M.  Schonflies, 
présenté  par  MM.  Borel  et  Lebesgue;  M.   Chazj,   préscuté  par 
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MM.  Hadainard  elBorel;  M.  Lesgourgues,  présenté  par  MM.  Bioche 
el  RaflPy. 

Communications  : 

M.  Foiiché  :  Sur  la  projection  du  dodécaèdre  régulier. 

M.  Lecornu  :  Sur  une  généralisation  du  mouvement  de 
Poinsot. 

M.  Lalesco  :  Sur  la  dérivée  du  potentiel  de  simple  couche 
dans  une  direction  quelconque. 


SÉANCli    DU    21     FÉVRIER    1007. 

PRKSiDENCIS   DE  M.    BLUTEL. 

Communications  : 

M.  Lalesco  :  Sur  le  nombre  des  résidus  quadratiques  de  P 
inférieurs  a  —  • 

9. 

M.  Bricard  :  Sur  une  propriété  des  quadriques  homofocales. 
M.  Fouché  :  Sur  un  complexe  du  second  ordre. 
M.  Bricard  :  Sur  le  complexe  tétraédral. 
M.  Guichard   :   Sur  une  formule  concernant  les  fonctions 
elliptiques. 

M.  Bliitel  :  Sur  une  question  de  Géométrie. 


SÉANCE    DU    7    MARS  1907. 

PRBSIDKNCK   Db*   M.    BLUTEL. 

Communications  : 

'  M.  Fatou  :  Sur  certaines  séries  de  fractions  rationnelles  qui 
définissent  des  fonctions  affectées  de  coupures. 

M.  Gérardin  :  Sur  un  théorème  de  divisibilité  arithmétique. 

M.  Blulel  :  Sur  certaines  surfaces  de  translation  du  qua- 
trième ordre. 
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SËANCB     DU    21     MARS     1907. 

PRK8IDENCB   DR  11.   A.   PERRIX. 

Communications  : 

M.  Buhl  :  Sur  une  extension  de  la  méthode  de  sommation 
de  Af .  BoreL 

M.  Lalesco  :  Sur  la  représentation  des  nombres  par  les 
classes  de  formes  appartenant  à  un  déterminant  donné. 

M.  Buhl  :  Sur  les  développements  des  fonctions  de  variable 
réelle  en  séries  de  fonctions  continues. 

M.  RaflTy  :  Sur  les  fonctions  de  deux  variables  liées  par  une 
relation  homo graphique. 


SÉANCE    pu    11    AVRIL    1907. 

PRBSIDBNCB  DB  M.   BLUTEL. 

Communications  : 

M.  Remy  :  Sur  quelques  familles  dénombrables  de  surfaces 
hyperelliptiques. 

M.  Lalesco  :  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  et  sur 
une  équation  analogue  à  celle  de  M.  Fredholm, 

M.  Appell  adresse  une  Noie  Sur  l^ extinction  du  frottement. 


SÉANCE    DU    25    AVRIL    1907. 

PRKSIDBNGB   DK  11.   BLUTKL. 

Communications  : 

M,  Rafly  :  Sur  l'intégration  de  Inéquation  des  surfaces  mi» 
nima, 

M.  Fouché  :  Sur  les  champs  de  force  dont  les  lignes  de  force 
sont  dans  des  plans  passant  par  un  point. 

M.  RafTv  :  Sur  les  surfaces  limites  de  Ribaucour. 
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EXTRAIT  DES  STATUTS  £T  DU  Rt6LEM£NT. 


La  Société  maihémaiique  de  France  a  pour  objel  l'avancement  et  la  propa- 
gation des  études  de  Mathématiques  pores  et  appliquées.  Elle  y  concourt  par 
ses  travaux  et  ses  publications.  Elle  a  son  siège  à  Paris. 

La  Société  se  compose  de  sociétaires  perpétuels,  de  membres  résidants  et 
de  membres  non  résidants,  en  nombre  illimité. 

Sont  considérés  comme  résidants  les  membres  qui  ont  à  Paris  leur  domi- 
cile ou  leurs  occupations  professionnelles. 

Les  Étrangers  peuvent  faire  partie  de  la  Société. 

Les  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  de  la  Société,  sont  les  suivantes , 
I*  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  membres  et  agréé  par  le  Conseil  d'admi- 
nistration ou  parle  Bureau  agissant  en  vertu  d'un  mandat  du  Conseil;  a*  avoii 
obtenu,  à  Tune  des  séances  qui  ont  suivi  la  présentation,  les  suffrages  de  la 
majorité  des  membres  présents;  3**  avoir  versé  un  droit  d'admission  de  dix 
francs;  4*  payer  une  cotisation  annuelle  dont  le  montant  est  de  vingt  francs 
pour  les  membres  résidants,  et  de  quinze  francs  pour  les  membres  non  résidants. 

La  cotisation  annuelle  peut  toujours  être  rachetée  par  une  somme  de  trois 
cents  francs,  versée  dans  les  conditions  fixées  par  le  règlement  administratif 
de  ) a  Société. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétueL 

La  cotisation  annuelle  est  payée  au  commelicement  de  chaque  exercice  dont 
l'origine  est  ^xé^  au  i*'  novembre  de  chaque  année. 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de  l'exer- 
cice en  cours,  quelle  que  soit  l'époque  de  leur  admission. 

La  Société  tient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mors  de  vacances,  de  la  mi-juillet  à  la  mi-octobre. 

Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 
être  présentées  par  l'un  de  ses  membres. 

La  Société  publie  par  livraisons  un  Kecueil  annuel  qui  a  pour  titre  :  Bulletin 
de  la  Société  mathématique  de  France,  et  qui  contient,  avec  un  extrait  des 
procès-verbaux  des  séances,  des  Notes  et  Mémoires  sur  les  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  des  membres  de  la  Société,  et  pré- 
sentant quelque  originalité  au  point  de  vue  de  la  méthode  ou  des  résultats. 

Les  livraisons  du  Bulletin  spnt  adressées  à  tous  les  membres  de  la  Société, 
au  fur  et  à  mesure  de  leur  publication.  Toutefois,  dans  le  cas  où  un  sociétaire 
se  met  en  retard  dans  le  payement  de  sa  cotisation,  l'envoi  du  Bulletin  est 
suspendu  pour  lui,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  acquitté  l'arriéré. 


LIBRAIRIE     GAUTHIER-VILLARS 

QUAI    DES   (iRANnS-ArfJUSTINS,  55,  A    PARIS  (6*). 


HERMITE  et  STIELTJES.  —  Correspondance  d'Hermite  et  de  Stieltjes, 
publiée  parles  soins  de  B.  Baillaud.  Doyen  honoraire  de  la  Faculté  des 
Sciences,  Directeur  de  l'Observatoire  de  Toulouse,  et  H.  Bourget, 
Maître  deConférennes  à  l'Université,  Astronome  adjoint  à  l'Observatoire 
de  Toulouse,  avec  une  Préface  de  Emilk  Picard,  Membre  <io  l'insiitut. 
1  volumes  grand  in-8  (2j  x  i6j  se  vendant  séparément  : 

ToMe  \  (8  novembre  1882 -7.2  jiiillol  1889).  Volume  do  xx-477  pages  avec 
deux  portraits;  1905 16  fr. 

Tome  U  (18  octobre  1889-15  dc^ct'inhrc  1890.  Volume  do  vi-457  pap:os 
avec  un  portrait  et  un  fac-similé  ;  1905 lO  fr. 
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PAR  LES  SECRÉTAIRES, 


S'adresser,   pour  la  rédaction,  à  M.  KAFrsr,  rue  Pierre-Nicole,  7,  Paris,  5«  ; 
pour  la  disiribation,  à  M.  Servant,  rue  des  Saints-Père»,  8,  Paris,  7«. 


TOWB  XXXV.  -  FASCICULE  III. 


PARIS, 
au'  siège  de  la  société, 

A     LA    80RB0NNB. 

1907 


MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  priés  d'adresser  leur  cotisation  à  M.  Claude- Lafontaine 
Trésorier  de  la  Société,  rue  de  Trévise,  32,  à  Paris. 

On  s*abonne  et  l'on  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  au  siège  de  la  Société  et  à  la  Librairi 
Gaulhier-Villars,  quai  des  Grands-Augustins,  55,  Paris.  C^OOaI( 

igi  ize     y  Q 


Les  séances  de  la  Société  mathématiqne  ont  lieu  les  detuiéme  ot 
quatrième  mercredis  de  chaque  mois  à  8  heures  trois  quarts  du  soir. 

Depuis  le  l""  mars  1900  les  séances  de  la  Société  ont  lieu  dans  une 
saUe  de  la  Faculté  des  Sciences  (entrée  place  de  la  Sorbonne^  escalier 
tout  au  bout  de  la  galerie,  deuxième  étage  à  droite). 

Les  Membres  de  la  Société  ont  dû  recevoir  une  carte,  portant  le 
timbre  du  Secrétariat,  leur  donnant  accès  à  la  Bibliothèque  de  rUni- 
▼ersité,  et  fournissant  à  ce  sujet  les  renseignements  nécessaires;  ceux 
qui  ne  l'auraient  pas  reçue  sont  priés  d'en  informer  le  Secrétariat. 

La  correspondance  peut  être  adressée,  soit  à  la  Faculté  des  Sciences, 
place  de  la  Sorbonne,  soit  au  domicile  de  l'un  des  secrétaires,  de  pré- 
férence à  M.  Serrant,  sauf  ce  qui  oonceme  la  rédaction  du  Bulletin 
qui  doit  être  adressé  de  préférence  à  M.  Raiiy. 


AVIS. 


Dans  sa  séance  du  i5  mars  igo6,  te  Conseil  de  la  Société  ma- 
thématique  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  son  admission,  aux  prix  suivants  : 

3  francs  le  volume  pour  chacun  des  trente  premiers  tomes; 

6  francs  le   volume  pour  chacun  des  tomes  suivants,    ce  dernier   prix 

devant  être    réduit  à  4  fraucs  pour  les  acheteurs  de  dix  volumes  au 

Dioins. 

Dans  sa  séance  du  a8  février  igoo,  le  Conseil  de  la  Société 
mathématique  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de 
la  Société,  auteur  d'un  travail  ^i/^/co/z^f/e  inséré  dans  le  Bulle- 
tin et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  part,  devra  en  faire  la 
demande  en  retournant  répreuve  corrigée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  frais  du 
tirage  à  part  seront  faits  par  la  Société. 


Conformément  à  des  décisions  prises  par  le  Conseil  et  par  la 
Commission  d'impression  : 

i*  Le  Bulletin  y  depuis  le  Tome.XXVIl,  paraît  tous  les 
trois  mois  ; 

2"  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  au  Bulletin  sont 
instamment  priés  d'inscrire  en  tête  de  leurs  manuscrits  la 
classification  que  leur  assigne,  d'après  le  sujet  traité^  l'Index  du 
Répertoire  bibliographiqui  des  Sciences  mathématiques; 

3"  Ils  sont  également  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  po.s- 
sible,  la  proportion  de  une  figure  pour  quatre  pages  de  texte 
imprimé. 
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SÉANCE    DU    2    MAI    1907. 

PRÉSIDENCE   DE  M.    BLVTEL. 

Élections  : 

Sonl  élus,  à  runanimilé,  membres  de  la  Société  :  M.  Roda,  pré- 
senté par  MM.  Raffy  et  Fontené;  M.  Jean  Merlin,  présenté  par 
MM.  Lebesgiie  et  Falou;  M.  Emile  Weber,  présenté  par  MM.  Neu- 
berg  et  Brocard. 

Communications  : 

M.  Hadamard  :  Sur  le  problème  isopérimétrique. 

M.  Bricard  :  Sur  certains  théorèmes  d^ arithmétique. 

M.  Foiiché  :  Sur  les  champs  de  force  dont  les  lignes  de  force 
sont  situées  dans  des  plans  passant  par  un  point, 

M.  Marcus  :  Sur  les  faisceaux  de  coniques. 

M.  Lalesco  :  Sur  une  propriété  caractéristique  des  intégrales 
analytiques  du  problème  de  la  distribution  des  températures 
dans  la  barre. 


SÉANCE    DU    16    MAI    1907. 

PRÉSIDENCE  DE   M.    DLUTEL. 

Communications  : 

M.  Popovîci  :  Détermination  de  Vintégrale  d'une  équation 
du  second  ordre  qui  prend  des  valeurs  données  sur  deux 
courbes  données, 

M.  Raffy  :  Sur  certains  changements  de  variables  dépen- 
dant de  fonctions  inconnues. 

M.  Servant  présente  quelques  observations  à  propos  de  celte 
Communication. 


XX.VV.  I  I 
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SÉANCE    DU    6    JUIN    1907. 

PRB8IDBNGB   DB  11.   R.    PERRIiX. 

Communications  : 

M.  Popovici  :  Sur  le  problème  des  multiplicateurs  réci- 
proques, 

M.  Raffy  :  Sur  les  quadriques  à  centre  en  relation  particu- 
lière avec  le  cercle  de  V infini, 

M.  Fouché  présente  quelques  observations  à  propos  de  cette 
Communication. 

M.  d'Ocagne  adresse  un  Mémoire  intitulé  :  Sur  les  équations 
d^ ordre  nomo graphique  3  e^  4- 


SEANCE    DU    20    JUIN    1907. 

PRÉSIDENCE   DB  H.    BLUTBL. 

Élection  : 

Est  élu,  à  runanimité,  membre  de  la  Société,  M.  Krjloff,  pré- 
senté par  MM.  Lucien  Lévy  et  Lalesco. 

Communications  : 

M.  Fouché  :  Sur  les  champs  de  force  oit  les  lignes  de  force 
sont  planes, 

M.  Rafly  :  Sur  la  déformation  des  quadriques  et  sur  le  pro- 
blème de  l'habillage  de  certaines  surfaces. 

M.  Lalesco  résume  un  Mémoire  adressé  par  M.  Goursat  et 
intitulé  :  Sur  un  cas  élémentaire  de  l'équation  de  Fredholm. 


SÉANCE    DU    4    JUILLET    1907. 

PRKSIDBNCB   DB  11.    BLUTBL. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  une  propriété  des  courbes  gauches  du  qua- 
trième degré, 
M.  Blutel  :  Sur  le  rapport  anliarmonique. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  UN  CAS  ËLËHENTAIRE  DE  L'ËQUATION  DE  FREDHOLM; 
Par  m.  E.  Goursat. 

1.  L'équation  de  Fredholm 

où  t|/(j:)  et  K(a?,^)  sont  des  fonctions  données  et  o(x)  la  fonc- 
tion inconnue,  se  résout  très  aisément  lorsque  la  fonction  K(a:,  y) 
ou  noyau  (Kern)  est  de  la  forme 

(î)  K(a:,^)=X,Yi  +  X,Y,-h...+  X„Y«, 

X|,  Xa,  ...,  X,i  étant  des  fonctions  de  la  seule  variable  ^  et  Y,, 
Y2,  ...,  Y/î  des  fonctions  de  la  seule  variable  y.  Par  quelques 
transformations  simples  de  déterminants,  on  arrive  à  mettre  la 
solution  sous  une  forme  où  ne  figure  que  la  seule  fonction  K(:r,^)  ; 
en  supposant  ensuite  que  le  nombre  n  croît  indéfiniment,  on  est 
conduit  tout  naturellement  à  la  solution  générale  de  Téquation  (1) 
sous  la  forme  même  de  M.  Fredholm.  J  ai  pensé  que  celte  remarque 
pouvait  présenter  quelque  intérêt  au  point  de  vue  de  renseigne- 
ment. 

2.  Si  le  nojau  K(x,y)  est  de  la  forme  (2),  on  peut  supposer 
que  les  n  fonctions  X|,  X^  ...,  X,|  sont  linéairement  indépen- 
dantes, sans  quoi  il  serait  possible  de  mettre  K(^,  y)  sous  une 
forme  analogue  à  la  formule  (a),  où  figureraient  moins  de  n  pro- 
duits. On  peut  également  supposer,  pour  la  même  raison,  que  les 
n  fonctions  Y|,  Y2,  ...^  Y»  sont  linéairement  indépendantes.  En 
remplaçant  ¥^(Xy  y)   par   l'expression  X|  Y, -+-. ,  ,-f- X„  Y„   dans 
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l'équalion  (i),  celle-ci  s'écrit 


et  Ton  en  conclut  que  la  fonction  inconnue  ^{x)  doit  être  de  la 
forme 

(4)  ç(T)=  4/(57)-  n,X,(:»)-  H,X,(a7)-. . .-  H„X«(a7), 

Ht ,  H2,  . .  M  H,i  étant  des  coefficients  constants. 

Pour  déterminer  ces  coefficients,  remplaçons  encore  0(5)  par 

4/(5)-H,X,(5)-H,X,(5)-...-H„X„(0 

dans  Téquation  (i)  ;  elle  devient 

ï  4/(^)-UiX,(a7)-H,X,(x)-...-H„X„(ar) 
(^)  j       +Xy*[X,(:r)Y,(5)H-...4-X„(x)Y„(*)] 

(  X  [tKO-  n,Xi(5)-. . .-  H„X«(0]  ds  =  4;(a:). 

Les  fonctions  X|,  X2,  ...,  X«  étant  par  hypothèse  linéairement 
indépendantes,  pour  que  cette  égalité  puisse  avoir  lieu,  il  faut  que 
Ton  ait 

H,  =X  f   Yi(s)[4;(O~HiX,(.0-...~H«X«(5)]rf^ 

^g^     f\U=xJ  Y,(O[<K0-"iX,(»)-...-n„x„(î)]rf5, 

H;,  =  X  f  Y„(5)[iKs)-H,X,(5)-...-H„X„(i)]e&. 

Posons 

(7)  A//,=    f  \i{s)\k{s)ds\ 

on  voit  que  les  n  coefficients  H,,  H,,  . . .,  H«  sont  déterminés  par 
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les  n  équations  linéaires 

(i-hXAu)Hi-i-XAjiH,-!-...-+-XA„,Hn=X  f   \x{s)^{s)ds, 

XAuni  +  (i-i-XA„)H,-f-...+  XA«,IU=Xy  ^t{B)^{s)ds, 
■  •...•...•■•.•• • >••••■•* ••••■) 

XAi„Hi-t-XAj„H,-h...-4-(n-XAn„)H/.=  >^  f  ^n{s)^{s)ds: 

H|,  H2,  ...,  H/i  sont  donc  des  fonctions  rationnelles  du  para- 
mètre \  el  nous  allons  d'abord  étudier  le  dénominateur  commun 
de  ces  fractions 

-hXAit        XAji        ...        ^A/ii 
A  Au         i-hXAjj     ...         XAns 


(9) 


(fi«(^)= 


XAjrt 


XA, 


n-XA„ 


3.  Si  l'on  ordonne  ce  polynôme  suivant  les  puissances  de  X,  le 
coefficient  de  Xp  est  égal  à  la  somme  de  tous  les  déterminants 
d'ordre/?  que  l'on  déduit  du  déterminant 


D  = 


Au     A|i 
Au     A,| 


-«m 
A/ij 


en  supprimant  n — p  colonnes  quelconques  et  les  n — p  lignes 
correspondantes.  Nous  désignerons  l'un  quelconque  de  ces  déter- 
minants par  8a,a,...a  1  '^^  indices  a^  aa,  ...,  a^  désignant  les  rangs 
des  lignes  et  des  colonnes  conservées;  le  coefficient  de  X/'est  donc 

la  sommation  s'étendant  à  toutes  les  combinaisons  /?  à/>  des  n  pre- 
miers nombres,  et  les  indices  a,,  ao,  . ..,  a^  se  succédant  dans  leur 
ordre  naturel.  On  a,  par  exemple, 


Ol2.../>  = 


An     Aji 
Aïs     A21 


"^IP 


A,„ 
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Un  terme  quelconque  de  l'un  de  ces  dëterminanls  est  un  pro- 
duit de  p  intégrales  tel  que 

f  X^(s)Yt(s)dsx  f  \,(s)Y,(s)dsx...x  f   \^(s)Yp(s)ds, 

et  Ton  peut  évidemment  le  remplacer  par  une  intégrale  multiple 
d'ordre  p 

les  limites  de  Tintégration  étant  o  et  i  pour  les  p  variables  indé- 
pendantes Xij  X2,  . . .,  Xp,  comme  dans  toutes  les  suivantes.  Cette 
remarque  s'appliquant  à  un  terme  quelconque  de  Si^...^,  il  s'ensuit 
que,  si  l'on  pose 


X|(T,)Yi(xi)      \,(x,)\^(x,) 
X,(:r,)Y,(r,)      X^(x,)Yt(^t) 


X^{xp)Y,,(x,,)    X,{x,)Yp(x,,) 


Xp(xi)Xi(xi) 
Xp(Xp)Xp[^Xp) 


on  a 


Oij.../»=  /    /  ...  j^[t...pdxidxi.,,dxp\ 

et  la  même  remarque  s'applique  évidemment  aux  autres  détermi- 
nants partiels  ^atot^...ot  • 

Cela   posé,   considérons    les    deux    tableaux    rectangulaires   à 
p  lignes  et  à  71  colonnes  (p^n): 


(T) 


(T') 


X,(jr,) 

X,(a-,)     . 

.     X„(a-,) 

X,(Ti) 

X,(r,)     . 

..     X„(ar,) 

X,(X;,) 

X«(3-;,)     . 

..     X^ixp) 

Y,(r,) 

Y.(r,)     . 

■     Y„(a:,) 

Y,(ar,) 

Y,(a:,)     . 

..     Y„(a?,) 

Y,(r,,) 

Y.fx^)     . 

..         Y„(T;,) 

et  désignons  par  TT'  le  produit  de  ces  deux  tableaux,  c'est-à-dire 
la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  un  déterminant 
d'ordre  p  formé  par  p  colonnes  du  tableau  (T)  par  le  déterminant 
correspondant  déduit  de  (T'). 
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Si  l'on  prend,  par  exemple,  les/?  premières  colonnes  de  (T)  et 
de  (T'),  le  produit  correspondant  est  un  déterminant  d'ordre  p 
dont  les  éléments  de  la  première  ligne  sont  respectivement 


Xi(a:,)Yi(ar,)  +  X,(a:|)Y4(a:,)- 


•X,(a:p)  Yi(ar;,), 


■Xt(a:p)Yp(a7p), 


les  autres  lignes  se  déduisant  de  celle-là  en  remplaçant  l'indice  i 
de  X  par  2,  3,  . ..,  />  successivement.  Ce  déterminant  est  égal  à  la 
somme  de  pP  déterminants  partiels  obtenus  en  décomposant 
chaque  élément  en  p  parties.  Mais,  pour  avoir  des  déterminants 
partiels  différents  de  zéro,  il  faut  prendre  des  indices  différents 
pour  la  variable  xi  dans  chaque  ligne.  On  aura  donc  seulement 
1 . 2 . .  ./>  déterminants  partiels  différents  de  zéro,  de  la  forme 

Xi(a?p,)Y,(a7pJ    X,(^p.)Y,(a7p,)     ...     X,(:rp^)Y^(;Fpp 
X,(^pJY,(:rp.)    X,(xpJY,(:rp,)     ...     X,(:rp^)  Y^(:rp^) 

Xp(^P.)Y|(a:p,)     Xp(^p.)Y,(a7p,)     ...     \p{x^^)^p{x^^) 

^f  9  ^29  •  •  M  ^/»  désignant  une  permutation  Aes p  premiers  nombres. 
Il  est  clair  que  l'intégrale  de  ce  déterminant,  les  limites  pour  toutes 
les  variables  étant  o  et  i,  est  encore  égale  à  0,2...;».  II  s'ensuit  que 
le  facteur  S12.../»  se  retrouve  multiplié  par/?!  dans  l'intégrale  mul- 
tiple 

Ip=  f    f  '"  f  TTdxidxt...dvp; 


a,a,...a«i 


il  en  est  évidemment  de  même  de  tous  les  autres  facteurs  8, 

et  nous  concluons  de  là  que  le  coefficient  de  Xp  dans  COa(À)  est 

égala 


I.2.../> 

D'autre  part,  le  produit  TT'  est  égal  à  un  déterminant  d'ordre  n 

X,(a7i)  Yi(:r,)-f-X,(:ri)Y,(ari)-f-...-f-X«(a:,)Y„(^,)     .. 


Tr  = 


X,(2-,)Y,(:rO-+-X,(^OY,(:r|)- 


X,i(:rj)  \n(xi) 


X,(^,0Y,(:r,)-hX,(ar,0Y,(r,;-h...4-X„(T,,)Y„(^,)     .. 
les  autres  colonnes  se  déduisant  de  la  première  en  remplaçant. 
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dans  Y/,  Xi  par  Xa,  ^3,  . ..,  Xp  successivement.  Mais  ce  déiermi- 
nanl  n'est  autre  chose,  d'après  la  formule  (a),  que 

K(xtyXt)     K(ri,ar,)     ...     K(a:,,  a?p) 
K(x^,xi)     K(ar,,  ar,)      ...     K(a7,,  a?p) 


K(xp,xi)    K(Xp,Xi)     ...     K{xp,xp) 
ou,  d'après  la  notation  de  M.  Fredholm, 

En  définitive,  nous  voyons  que  le  coefficient  de  \p  dans  le  poly- 
nôme (0„(X)  est  égal  à 

4.  Des  équations  (8)  on  déduit  l'expression  de  la  somme 

HiX|-|-  HjXj-H.  .  .-h  H/|Xn 

au  moyen  d'un  nouveau  déterminant  d'ordre  n  +  i 


ce  que  l'on  peut  encore  écrire 

^HiXi{x)=^  ^^j\{s)T{x,s)ds, 


T{Xj  s)  désignant  le  déterminant 


T{x,s)  = 


o         — X,(ar)     —Xi{x) 
Yi(5)      iH-AnX        AiiX 
¥2(5)        A12X         H-A22X 


Yn(s)        Ai«A  A2,,X 


-X«(a:) 

AniX 
AntX 


l-h  A„;iX 


0        X,(x)        Xi(x)       . 

.       X„(a:) 

n 

^UiXt(x)^ 

-X 

Bt     i-f-AnX        A„X 

B,         AijX        n-A2îA     . 

..        A«,X 
..       A«2X 

ce^) 

Bn          AirtX              AtnX 

.     i-+-A„„X 

en  posant 

4 

• 

B/  =  y   Yiis)^(s)ds, 
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Nous  allons  encore  chercher  à  développer  T(x,  s)  suivant  les 
puissances  de  X.  C^est  un  polynôme  de  degré  n  —  i  au  plus,  dans 
lequel  le  terme  indépendant  de  X  est  égal  au  déterminant 


o         -X,(ar) 
Y.(*) 
Y.(s)            0 

-X,(*)     ... 

O 

I 

o 
o 

Q 

Y„(*)            0 
=  X,(»)Y,(,)+ 

0 

X,(:r)Y,(5)  +  . 

f 
..-l-X„(ir 

Xn{x)Yn(s)=K{x,s). 


D'une  façon  générale  le  coefficient  de  'kP  dans  T{x,  s)  est  égal 
â  la  somme  des  déterminants  d'ordre  p -^ '2.  que  Ton  déduit  du 
déterminant 


A  = 


o         — Xi(a:-)    — X,(a7) 
Y,(5)  A„  An 

Y,(J)  Al,  A„ 


Y«(5)         Ai„ 


•X„(a7) 
Afli 
A,ii 


en  conservant  les  éléments  communs  à  /?  -h  a  lignes  et  aux  /?  4-  2 
colonnes  correspondantes,  la  première  ligne  et  la  première  colonne 
n'étant  jamais  supprimées  complètement.  Il  y  a  deux  sortes  de 
termes  de  degré /?  en  X;  les  uns  contiennent  en  facteur  un  produit 
tel  que  X/(a:)  ¥,(5),  les  autres  un  facteur  de  la  forme  X|(a7)YA(5), 
où  £  ^  k,  il  suffît  évidemment  par  raison  de  symétrie  de  calculer 
les  coefficients  de  \Pli.^{x)Y^{s)  et  de  X''X|(a:)  ¥2(5). 

Le  coefficient  de  X^X<(j;)  Y,  (5)  est,  d'après  ce  qui  précède, 
égal  à  la  somme  des  déterminants  d'ordre  p  que  Ton  déduit  du 
déterminant 

Aji     Ajj     ...     Artj 

Aja     A3J     . . .     Aas 


A'  = 


A/i« 


en  conservant  seulement  les  éléments  communs  à  p  lignes  et  aux 
p  colonnes  correspondantes. 

Chaque  terme  de  ce  déterminant  est  encore  le  produit  de/?  inté- 
grales simples  et  peut  être  remplacé  par  une  intégrale  multiple 
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d'ordre/?.  Or,  si  nous  considérons  les  deux  tableaux 


G  = 


X,(x) 

X.(x)       . 

..     X„(x) 

X,(^,) 

X,(«,)     . 

..     X«(x,) 

X,(xp) 

X,(arp)     . 

..     X„{xp) 

Y,(*) 

Y,(*)        . 

.  y,M 

Y.(^.) 

Y.(*,)     .. 

.     Y„(ar,) 

Yi(ar^) 

Y.(^„)        M 

.     Y„(*p) 

G'= 


le  coefficient  de  X|  (a?)  Y,  (5)  dans  le  produit  6G'  est  égal  au  pro- 
duit des  deux  tableaux 


e  = 


X,(a7,)       ...      Xn(Xi) 


e'  = 


Y,(rrO     ...     Y„(xt) 


et  Ton  reconnaît  comme  plus  haut  (n**  3)  que  chaque  terme  du 
coefficient  de  \P\i{x)Yi(s)  se  retrouve,  multiplié  par/>!  dans 
rinlégrale  multiple 


Le  coefficient  de  X|(^)  ¥2(5)  dans  le  produit  GG'  est  de  môme 
égal,  au  signe  près,  au  produit  des  deux  tableaux  B  et  S" 


6'  = 


Y,(T,)  \,(xO      ...      Ynix,) 

Y,(J7^)  Y,(xj,)     ...     Y„(xp) 
et  l'intégrale  multiple 

n. ..  /    ee'û^T,  dxi.,,dxp 


contient  encore^  !  fois  chaque  terme  du  coefficient  deX''X,(^) ¥2(4) 
dans  T(x,  s).  En  définitive,  le  coefficient  de  \p  dans  T(j7,  s)  est 
égal  à 


— r  /     I   '  '  '  I    ^^  ^*  ^'  •  •  •  ^•^'' 
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Mais  le  produit  G&'  est  égal  à  un  déterminant  unique  d'ordre  p  +  i 

X,(ar)  Y,(5)-h...-hX«(a7)  Y„(5)     ...     X,(a7)  Y,(a7„K.-.+X«(^)   Y„(a:,,) 
X,(a?OY,(5)-H...-hX„(a7,)Y„(5)     ...     X,(xi)  Y,(a7p)-t-...-hX„(:rO  Y„(:rp) 


X,(a^^)Y,(5)^-...-hX,(^p)Y„(0     ...     Xi(a7p)Y,(a7^)H-...+  X„(a.^)Y„(a7p) 
c'est-à-dire,  d'après  les  notations  de  M.  Fredholm, 

\*,  a^i,  a7j,  . . .,  a?p/ 


et  Ton  a 


""*  111/  \ 

P=\ 

En  résumé,  lorsque  la  fonction  K(Xfy)  est  de  la  forme  (2),  si 
l'on  pose 


et  si  \  n'est  pas  racine  de  l'équation  cO„(X)=o,  l'équation  inté- 
grale (i)  admet  une  solution  unique  donnée  par  la  formule 

(12)  <p(a7)=4;(:r)-^^-L_y  ^(,)^«(^,5;X)rf5. 

4.  La  loi  de  formation  des  coefficients,  dans  les  deux  polynômes 
en  À,  cOfl(X)  et  Sui^^y'y  ^0?  ®^^  évidemment  indépendante  de  la 
forme  particulière  (2)  que  nous  avons  supposée  à  la  fonction 
K(j:,  y)\  cette  loi  de  formation  peut  s'appliquer  en  partant  d'une 
fonction  quelconque  des  deux  variables  x  et  y.  Mais,  si  Ton  part 
d'une  fonction  de  la  forme  (2),  les  développements  obtenus  pour 
cO«(X)  et  ^«(:f,^';X)  s'arrêtent  d'eux-mêmes,  car  les  déterminants 

\Xi,  xi,  . . .,  Xp)  \y^  a?!,  ^i,  . ..,  Xp-iJ 

sont  nuls,  comme  sommes  de  déterminants  ayant  deux  colonnes 
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identiques,  dès  quep  est  supérieur  à  n.  Au  contraire,  si  Ton  part 
d'une  fonction  quelconque  de  deux  variables /(a?,  j^),  on  obtient 
en  général  deux  séries  entières  en  X  toujours  convergentes 

^    P'    Jo    *^0  ^Q         \  J^»a7|,  ...,a7p/ 


p=t 


si  X  n'est  pas  racine  de  Téquation  (ô(X)=o,  on  est  conduit /?ar 
induction  à  représenter  par  la  formule 

(i5)  ^{x)=^{x)--^^j\(s)g(a;,s',l)ds, 

la  solution  de  Téquatlon  fonctionnelle 

Jq 

On  peut  vérifier  a  posteriori  l'exactitude  de  la  solution  par  la 
méthode  de  M.  Fredholm.  On  peut  aussi  démontrer  a  priori  que 
l'extension  de  la  formule  (12)  au  cas  de  n  infini  est  légitime  dans 
le  cas  très  étendu  où  la  fonction /(a:,  y)  est  développable  en  série 
uniformément  convergente  de  la  forme 

I 

Posons  en  effet 

n 


1=1 


et  soient  ct),i(X),  ^,i(Xjy;  X)  les  deux  polynômes  en  X  obtenus  en 
remplaçant  K{Xyy)  par  K,t{x^y)  dans  les  formules  (10)  et  (n). 
On  démontre  facilement  que  le  polynôme  (£)a(X)  a  pour  limite 
(ô(X),  et  que  ^n{^t  y,  X)  tend  uniformément  vers  i{x^  y\  X) 
lorsque  n  croit  indéfiniment,  de  sorte  que  la  fonction  fn{^)  repré- 
sentée par  la  formule 

(12/  cp«(x)==^(x)-^^^-!^^   ^{s)Sn{T,S;\)ds 
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tend  uniformément  vers  la  fonction  ^(x) 

(17)  ♦(^)=4'(^)-j5^/V(0'^(^,*;X)rf^, 

pourvu  que  X  ne  soit  pas  racine  de  l'équation  (D(X)=  o. 
D'autre  part,  l'équation 

•/o 
peut  s'écrire 

si  n  crott  indéfiniment,  les  deux  dernières  intégrales  du  premier 
membre  tendent  vers  zéro,  et  il  reste  à  la  limite 

*(a?)-HX  Ç  f{x,s)^{s)ds=:^{x). 

Remarque,  —  Les  théorèmes  généraux  sur  l'équation  de 
Fredholm  peuvent  de  même  se  déduire  comme  cas  limites  de 
théorèmes  analogues  relatifs  au  cas  élémentaire  considéré  dans 
celle  Note. 


SUR  LES  ÉQUATIONS  D'ORDRE  NOMOGRAPHIQUE  3  ET  4  (*); 
Par  m.  Maurice  d'Ocagkïe. 

I. 

1.    Ordre   nomo graphique  d^une   équation,   —    Rappelons 


(*)  Les  principaux  résultats  contenus  dans  ce  Mémoire  ont  été  précédemment 
communiqués  à  l'Académie  des  Sciences  (Comptes  rendus,  t.  CXLII,  p.  988; 
l.  CXLIV,  p.  190,  89.3  et  1027). 
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d'abord  quelques  notions  maintenant  classiques  de  Nomograpliie. 
Si  nous  désignons  les  variables  ^1,^3,  .  . .,  Zn^  entrant  dans  une 
équation,  simplement  par  leurs  indices,  et  si  nous  attribuons  aux 
divers  signes  fonctionnels  les  indices  de  toutes  les  variables  sur 
lesquelles  ils  portent,  nous  dirons  qu'une  équation  à  n  variables 

est  nomographiquement  rationnelle  si  elle  s'écrit 

^/i/i.  ••/«  =  <>. 

Si,  ordonnée  par  rapport  aux  fonctions  de  la  variable  ^z,  elle 
contient /?/+  i  termes  linéairement  distincts,  elle  est  dite,  comme 
l'a  proposé  M.  Soreau  (*),  de  V ordre  nomo graphique  pi  par 
rapport  à  la  variable  zi.   Son  ordre  nomographique    total    sera 

i  —  \ 

Par  exemple,  pour  l'équation 

/i/«+v/rT7?v/îT/7=/3, 
nomographiquement  rationnelle  par  rapport  aux  fonctions 
Su    /T^v?,  /„   v/TT:A^  /3, 

on  a 

y?i=2,       pt=i,       /?»=!, 
et,  par  suite,  , 

/>  =  5. 

Mais,  pour  faire  ressortir  que  cette  notion  de  l'ordre  nomogra- 
phique est  purement  formelle,  nous  n'aurons  qu'à  remarquer  que 
l'équation  précédente  peut  encore  s'écrire  (*) 

lorsqu'on  pose 

(*)  Bulletin  de  la  Société  des  Ingénieurs  civils,  août  1901,  p.  343. 
(')  Traité  de  Nomograpliie  (ou,  plus  simpleinenl,  T.  /V.),  p.  421- 
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ei  que,  sous  cette  forme,  elJe  apparail  comme  étant  de  Tordre  3. 

Un  tel  changement  des  fonctions  composantes  équivaut  d'ail- 
leurs à  une  anamorphose  transcendante. 

Lorsqu'on  se  borne  à  des  transformations  projectives,  Tordre 
nomographique  se  conserve. 

2.  Genre  d'un  nomogramme  à  points  alignés,  —  Nous  appe- 
lons genre  d'un  nomogramme  à  points  alignés  le  nombre  des 
échelles  curvilignes  qu'il  comporte.  Ce  genre  sera  donc  o,  i,  a 
ou  3  suivant  qu'il  y  aura  o,  i,  2  ou  3  échelles  curvilignes,  c'est- 
à-dire  suivant  que,  dans  l'équation  représentée,  mise  sous  forme 
du  déterminant 

/i    gi    K 
(i)  /î    gt    K     =o, 

/a    gi    hi 

il  y  aura  o,  i ,  2  ou  3  lignes  dont  les  éléments  seront  linéairement 
dépendants,  c'est-à-dire  exprimables  linéairement  au  moyen 
d'une  seule  fonction  de  même  indice. 

En  se  reportant  à  la  définition  précédente,  on  voit  que  l'équa- 
tion développée  sera  alors  d'ordre  3,  4?  5  ou  6. 

Donc,  en  général,  à  un  nomogramme  de  genre  q  correspondra 
une  équation  d'ordre  p=:q  -\-3.  Mais  il  pourra  se  faire  que  celte 
équation  renferme  un  ou  plusieurs  facteurs  parasites  ne  portant 
que  sur  deux  des  trois  variables,  de  sorte  que  l'équation  repré- 
sentée, une  fois  débarrassée  de  ces  facteurs  parasites,  ne  soit  plus 
que  d'un  ordre  inférieur  à  <7  -|-  3. 

Cela  aura  lieu  si  les  supports  de  deux  des  échelles  (^i)  et  (^3), 
par  exemple,  sont  confondus  (sans  d'ailleurs  que  ces  échelles 
soient  identiques).  Entre  les  valeurs  de  Zt  et  z^  correspondant  à 
chaque  point  du  support  commun  existe  une  relation  bien  déter- 
minée 

Il  suit  de  là  que  des  valeurs  de  Z{  et  z^  satisfaisant  à  cette  rela- 
tion, associées  à  une  valeur  quelconque  pour  ^^3,  se  correspondent 
en  vertu  de  Téquation  représentée,  auti^ement  dit  que  celle-ci  doit 
être  de  la  forme 

(2)  /l.î.3(?l— ?î)=0. 
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Et  le  nomogramme  peut  être  considéré  comme  représentatif  de 
inéquation 

/l.î.8=0 

quand  on  associe  à  des  valeurs  de  Zt  et  321  affectées  à  des  points 
différents  du  support  commun,  la  valeur  de  ^3  que  donne  la 
troisième  échelle  sur  Talignement  des  deux  premières. 

Le  grand  intérêt  de  cette  remarque  réside  dans  ce  fait,  mis  en 
évidence  pour  la  première  fois  par  M.  Clark,  et  sur  lequel  nous 
reviendrons  plus  loin,  que  certaines  équations,  non  directement 
re présentables  par  points  alignés,  peuvent  le  devenir  grâce  à  Tin- 
troduction  d\in  facteur  parasite  convenable. 

3.  Construction  des  échelles  par  projection,  —  Toute  échelle 
cotée  au  moyen  des  valeurs  de  la  variable  (zi)  peut  être  définie 
par  Téquation  en  coordonnées  parallèles  u  et  ç  de  son  point  cou- 
rant 

ii/i-+-vgi'{-hi=o. 

Celle  échelle  est  dite  algébrique  par  rapport  à  la  fonction  // 
quand  son  équation  peut  s'écrire 

U  +  v/,+  w/;  -^ ...-+-  z/«  =  o, 

u,  V,  W,  . .  •,  Z  étant  des  fonctions  linéaires  en  u  et  i',  et  nous 
avons  fait  voir  qu^une  telle  échelle  peut  se  construire  par  des  pro- 
jections successives  à  partir  de  l'échelle  de  la  fonction  fi  portée 
sur  un  axe  rectiligne.  En  particulier 

(3)  U  +  V/,=  o 

représente  une  échelle  portée  sur  la  droite,  unissant  les 
points  U  =  o,  V  =  o,  et  qui  est  simplement  projeclive  de 
celle  de  la  fonction  //  (*).  Appelons  faisceau  projetant  de 
celle-ci  le  système  de  toutes  les  droites  unissant  les  points  de 
celte  échelle  à  un  centre  de  projection  quelconque.  Toute  échelle 
projeclive  de  celle  de  fi  s'obtiendra  en  coupant  un  tel  faisceau  par 
une  transversale  dont  la  position  sera  entièrement  définie  par  trois 
de  ses  points.  Donc,  toute  échelle  projeclive  peut  être  construite 
quand  on  a  déterminé  trois  de  ses  points. 

(')  r.  A'.,  p.  10. 
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On  peut  d^aillcurs,  pour  la  coDstruclion,  colcr  les  points,  non 
pas  au  moyen  des  valeurs  de  la  variable  c/,  mais  au  moyen  de 
celle3  de  la  fonction//,  quitte,  après  ta  construction,  à  remplacer 
celles-ci  par  les  valeurs  correspondantes  de  zi.  En  ce  cas,  réchelle 
à  projeter  est  métrique,  ce  qui,  en  bien  des  cas,  peut  être  avan- 
tageux, surtout  lorsque,  à  toutes  les  valeurs  de  //,  ne  corres- 
pondent pas  de  valeurs  réelles  de  s/ (exemple  :  smzi  qui  ne  donne 
des  valeurs  réelles  pour  zi  que  si  |  s\nzi  \  <  i). 

De  même 

(4)  U-+-V/,-hWy)>=o 

représente  une  échelle  dont  le  support  est  une  conique  et  qui  peut 
se  construire  par  double  projection  de  l'échelle  de  la  fonction/,, 
attendu  que  nous  avons  démontré  que  loul  faisceau  projetant 
une  telle  échelle  à  partir  d'un  de  ses  points  se  confond  avec 
un  faisceau  projetant  de  la  fonction  fi{^).  Il  suitdelà  qu'une 
telle  échelle  est  complètement  déterminée  par  quatre  de  ses  points, 
attendu  que  le  faisceau  projetant  ayant  pour  centre  l'un  quel- 
conque de  ces  quatre  poinls  est  entièrement  déterminé  par  les 
rayuns  unissant  ce  point  aux  trois  autres  et  qu^il  suffit  de  deux, 
tels  faisceaux  pour  construire  réchelle  conique  demandée. 

4.  Transformation  homo graphique  générale,  —  Nous  rap- 
pellerons enfin  qu'on  peut  l'aire  subir  à  tout  nomogramme  à  points 
alignés  la  transformation  homographique  la  plus  générale,  ce  qui 
revient  simplement  à  multiplier  Téquation,  mise  sous  forme  de 
déterminant,  qu'il  représente  par  un  déterminant  quelconque  du 
troisième  ordre  non  nul.  Et  comme  un  tel  déterminant  renferme, 
sous  forme  homogène,  9  éléments,  il  permet  l'introduction  de 
8  paramètres  arbitraires.  11  permet  notamment  de  choisir  arbi- 
trairement les  points  correspondant  à  quatre  cotes  quelconques, 
chacun  d'eux,  équivalant  à  l'ensemble  de  deux  coordonnées  ('-). 

En  particulier,  comme  nous  venons  de  voir  que  toute  échelle 
conique  est  entièrement  déterminée  par  quatre  de  ses  points,  il 
en  résulte  que,  si  une  telle  échelle  intervient  sur  un  nomogramme 

(»)  r.  A^.,  p.  i^a. 
(')  T.  N„  p.  i3i. 

XXXV.  1 2 
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à  points  alignés,  elle  peut  être  choisie  d'une  façon  entièrement 
arbitraire. 

En  pratique,  c'est  généralement,  parmi  les  trois  variables,  tou- 
jours la  même,  z^^  qui  est  prise  pour  inconnue.  Les  deux  autres,  z^ 
et  Z2',  étant,  dès  lors,  qualifiées  de  données,  on  sait,  dans  chaque 
cas  particulier,  entre  quelles  limites  a^  et  6|,  a^  et  63,  elles 
restent  comprises;  et  les  quatre  points  que  l'on  se  donne  arbitrai- 
rement sont  ceux  qui  correspondent  à  ces  valeurs  limites  (*). 


II. 


S.  Points  critiques  d'un  nomof;ramrne  à  points  alignés.  — 
Nous  appelons /?om^5  critiques  d\m  nomogramme  à  points  alignés 
les  points  de  mutuelle  rencontre  des  échelles  qui  le  composent, 
valeurs  critiques  des  variables  servant  à  graduer  ces  échelles  les 
valeurs  que  ces  variables  prennent  en  ces  points;  et  nous  étendons 
cette  désignation  aux  valeurs  correspondantes  des  fonctions  de 
ces  variables  dont  dépendent  ces  échelles. 

Nous  verrons,  dans  le  paragraphe  III  de  ce  Mémoire,  le  rôle 
capital  que  joue  cette  notion  de  valeur  critique  dans  la  construc- 
tion des  nomogrammes  à  points  alignés;  nous  allons  d'abord  nous 
occuper  de  la  détermination  de  ces  valeurs. 

Celle-ci  repose  tout  entière  sur  la  remarque  que  voici  :  lors- 
qu'on donne  à  deux  des  variables,  Zi  et  Z2  par  exemple,  les  valeurs 
critiques  $<  et  Çj  qui  correspondent  à  un  même  point  critique  P, 
l'alignement  Ç<  Ça  est  indéterminé;  on  peut  le  confondre  avec  une 
droite  quelconque  passant  par  le  point  P,  et,  par  suite,  la  valeur 
correspondante  de  z^  est  aussi  indéterminée.  En  d'autres  termes, 
on  a  les  valeurs  critiques  correspondant  aux  points  de  ren- 
contre des  échelles  {zx)  et  {z^)  en  cherchant  les  couples  de 
valeurs  de  z^  et  z^  rendant  z^  indéterminé. 

Lorsque  l'équation  est  mise  sous  la  forme  du  déterminant  (1), 
celte  détermination  va  de  soi.  Il  est  clair,  en  effet,  que  les  valeurs 
de  2|  et  ^2  qui  annulent  ce  déterminant,  quelle  que  soit  la  valeur 


(')  T.N,,  p.  i33. 
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(le  ^3,  sont  telles  que 
(5) 


il  =  ^  =  h, 
/i        gi        ^1  ' 


système  de  deux  équations  d'où  l'on  lire  les  valeurs  critiques  de  z^ 
et  ^a;  il  y  a  lieu  toutefois  d'examiner  de  près,  une  fois  ces  valeurs 
trouvées,  de  quelle  façon  il  convient  de  les  associer,  aux  divers 
points  cri  tiques  « 

Ce  n'est  d^ailleurs  généralement  pas  ainsi  que  le  problème  se 
pose;  le  principal  intérêt  de  la  considération  des  valeurs  critiques 
réside,  comme  dous  Talions  voir,  dans  la  possibilité  qui  en  résulte 
de  construire  le  nomogramme  à  points  alignés  d'une  équation  sans 
l'amener  au  préalable  (par  des  transformations  algébriques  par- 
fois assez  délicates)  à  la  forme  du  déterminant  (i).  Notre  premier 
objet  doit  donc  être  de  trouver  directement  les  valeurs  critiques 
des  variables  entrant  dans  une  équation  nomographiquement 
rationnelle.  Tel  est  le  problème  dont  nous  allons  nous  occuper  pour 
les  équations  d'ordre  nomographique  3  ou  4?  les  seules,  ou  à  peu 
près,  qui  intéressent  les  applications  pratiques. 

6.  Valeurs  critiques  dans  le  cas  d'une  équation  d ordre 
nomo graphique  3.  —  L'équation  d'ordre  nomographîque  3  la  plus 
générale  peut  s'écrire 

(6)       A/,/,/,-+-2B,/y/AH-2Q/,H-D  =  0  (t,  y,  ^  =  1,2,  3). 

L'élude  algébrique  complète  que  nous  avons  faite  précédem- 
ment de  celte  équation  (*)  a  mis  en  évidence  le  rôle  que  jouent 
dans  cette  théorie  cerlaias  invariants  que  définissent  les  formules 
suivantes. 


Posant 

(7) 

Fo=2^'^^-^^' 

E/=AG/— ByBA, 

F/=Fo— 2B/G/,        G/=  B/D- 

-GyGA, 

on  a,  quel  que  soit  i. 

(8) 

F?-4E/G,=  A, 

(')  Acta  mathemalica,  t.  XXI,  1897,  p.  3or,  et  T.  N.,  Chap.  VI,  Scct.  IIB. 
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A  étant  le  discriminant  du  premier  membre  de  (6)  rendu  homo- 
gène. Posant  encore 

(9)  H/=  B,(Fo-  ihjCj-  aB^GA)  -+-  2  ACyC*,        K  =  AFo-  aB,B,B„ 

nous  aurons  aussi 

(10)  FjBi-hiEjCk  =  F*B/H-  2EkCj=  H/,        AF/H-  aE/B,  =  K. 

Pour  déterminer  les  valeurs  critiques  0-4  et  o",  de  /i  et /2,  nous 
écrirons  l'équation  (6)  sous  la  forme 

/3(A/,/,H-  Bi/,H-  B,/, -+-  G,)  -f-  B,/,/, -h  Gi/i -i-  G,/,4-  D  =  o, 

et  nous  remarquerons  que  ces  valeurs  critiques,  rendantes  indé- 
terminé, doivent  satisfaire  à  la  fois  aux  équations 

(  A  <yi<y,-HB|<Tt-hB,<ri-+-G3=o, 
î  B,<r|<T,-HG,<yi-h  Giffj-h  D  =0, 

d'où,  par  élimination  du  terme  en  CiO-s,  on  déduit  immédiate- 
ment, eu  égard  à  (7), 

Ei<j,  -f-  E,<yjH-  AD  —  BjC,  =  o. 
Si  l'on  remarque,  en  se  reportant  encore  3(7),  que 

AD-B,G3  =  -?^i^, 
on  voit  que  cette  dernière  égalité  peut  encore  s'écrire 

(12)  Eicri-hE,<T,—  ?i±ii=o. 

Si,  de  même,  on  élimine  entre  les  équations  (11)  les  termes 

en  0-3  seulement,  on  a 

p       p 

(13)  EjCTiŒjH-  — ! Î<T,—  Gi  =  o. 

Retranchant  cette  dernière  équation  de  l'équation  (12)  multi- 
pliée par  0*1,  on  a 

EicrJ  —  Fi<Ji-4-Gi=:o. 

On  trouverait  la  même  équation  avec  l'indice  2  par  l'élimination 
de  71  ;  et,  comme  le  choix  des  variables  Zt  et  Z'2  a  été  arbitraire, 
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on  peut  dire  que  les  valeurs  critiques  o-^*  et  a-)'  de//  sont  les  racines 
de  Téquaiion 

(i4)  E/<T?~  F/(T/-H  G/=  o. 

Par  suite, 

si  nous  convenons  de  représenter  par  y/A  la  valeur  arithmétique 
de  ce  radical.  Nous  répar tissons  ainsi  les  valeurs  critiques  en  deux 
groupes  ((T^)  et  (</)  respectivement  caractérisés  par  le  fait  que  le 
covariant 

a  la  même  valeur,  y/A  ou  — y/Â,  pour  les  trois  valeurs  critiques  d/ 
du  même  groupe.  Or,  Téquation  (12)  peut  s'écrire 

(16)  aEi(T|— F,=  — (aEjff,— F,). 

Ceci  nous  montre  que  les  deux  valeurs  critiques  associées  en 
un  même  point  critique  sont  nécessairement  de  groupes  diffé- 
rents. Il  résulte  de  là  que,  si  P/  est  le  point  critique  d\in  nomo- 
gramme  de  genre  o  situé  à  la  rencontre  des  droites  dj  et  dk  por- 
tant respectivement  les  échelles  {Zj)  et  (^a),  on  pourra  avoir  soit 
la  disposition 

Pi(cr;,crJ),     P,(cr'3,aï),     P3  (  o'i ,  cf,  ), 

soit  la  disposition 

Pt(<^i,cr;),     P,(cr',,cTj),     P3(^;,cr';), 

d^ oit,  pour  la  même  équation  d^ ordre  3,  deux  classes  de  nomo- 
grammes  de  genre  o  homo graphiquement  irréductibles  de 
l'une  à  Vautre. 

La  correspondance  des  points  de  la  droite  rf,-  et  des  valeurs  de 
la  fonction//  étant  univoque,  on  voit  en  outre  que  les  valeurs  cri- 
liques  a*  et  les  poinls  critiques  P  sont  ensemble  réels  ou  imagi- 
naires. 

Donc,  le  nomo gramme  de  genre  o  représentatif  de  Véqua- 
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tion  d* ordre  3  donnée  ne  sera  réel  que  s/  A^o  (*).  C'est  le  théo- 
rème que  nous  avions  précédemment  obtenu  par  une  autre 
voie  (^). 

Si  d'ailleurs  A  ==  o,  les  valeurs  critiques  <t'  et  ^  devenant  égales 
deux  à  deux,  les  trois  points  critiques  se  confondent,  ce  qui  est  la 
seconde  partie  du  théorème  ici  rappelé  ('). 

Nous  verrons  plus  loin  comment,  une  fois  connues  les  valeurs 
critiques,  la  construction  du  nomogramme  peut  s^eflectuer  par  une 
voie  purement  géométrique.  | 

7.   Valeurs  critiques  dans  le  cas  d'une  équation  d'ordre  no-  \ 

mographique  4-  —  L'équation  d'ordre  nomographîque  4  la  plus  i 

générale  peut  s'écrire 

I 
/,-.N     I  /»(«o/i/i-*-«i/iH-aî/i-»-«»)-+-^»(^o/i/î-4-^i/i-H6,/,-f-6a) 

1  -+-Co/i/î-+-c,/,-hc,/,-HCa=o. 

L'équation  représentée  par  un  nomogramme  de  genre  i,  sur 
le(|uel  les  échelles  reclilignes  (3|)  et  (Z2)  (portées  parles  droites  ^1 
et  e/2  qui  se  coupent  en  P3)  sont  respectivement  projectives  de/i 
ety*2»  *^st  de  cette  forme.  Mais,  inversement,  une  telle  équation  est- 
elle  toujours  re|)résenlable  par  un  tel  nomogramme?  Par  une  voie 
purement  algébrique  [en  cherchant  à  ramener  l'équation  (17)  à  la 
forme  canonique  correspondant  à  un  nomogramme  de  genre  i](*)» 
M.  Clark  a  établi  que  non, en  faisant  connaître  la  condition  requise 
pour  que  cette  représentation  soit  possible.  Nous  allons  retrouver 
son  résultat  d'une  façon  bien  simple,  grâce  à  la  notion  des  valeurs  | 

critiques. 

En  effet,  si  la  représentation  en  question  est  possible,  les 
valeurs  <7,  et  7.2  q"e  prennent /i  et/2  en  Pj  sont  critiques.  Or,  ces 
valeurs  devant  satisfaire  3(17),  quelle  que  soit  la  valeur  de  Zj, 


(^)  Il  convient  de  ne  pas  perdre  de  vue  que  nous  n'avons  égard  ici  qu'aux 
échelles  projectives  de  celles  des  fonctions  /,,  car  lorsque  A  <  o  on  peut  être  ra- 
mené au  cas  où  A  =  o  moyennant  une  anamorphose  transcendante,  ainsi  que 
M.  Fontené  en  a,  le  premier,  fait  la  remarque  {Nouvelles  Annales  de  Afalhé' 
matiques,  i<)')Oy  p.  49^)- 

r-)  T,N.,  p.  4^0. 

{')  7-.  X,  p.  4'.^J. 

(♦)  T.  y„  p.  182. 
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doivent  êire  lellcs  que  Ton  ail  à  la  fois 

I«0  ^1  'l  -H  ûfi  Ij  H-  «s  ?jj  -f-  rtj  —  O, 
bo  ai ffj -r-biVi-r-  ht  aj -H  Ô3  =  o, 
Co  CTl  ^j  H-  Cl  di  -f-  Cl  Œj  -h  C3  =  o. 

Et  cela  exige  que  le  résultat  de  rélimination  de  a-{  et  0-2  entre  ces 
trois  équations  soit  nul.  Or,  si  Ton  pose 


D  = 


a\     ai     cLi 
bx     bi     63 

Cl        C,       C3 


et  si  l'on  représente  par  D/  le  déterminant  déduit  de  celui-ci  lors- 
qu'on y  remplace  les  éléments  a/,  6/,  ci  par  ao,  é©?  Co,  on  voit,  en 
considérant  les  équations  (18)  comme  linéaires  en  ^i  72,  <r\  et  (t,, 
que  l'on  en  tire 

,     .  D  D,  D, 

(19)  ai(T,  =  --,         ai=jj-,         (!.=  —. 

Il  vient,  par  suite,  pour  la  condition  cherchée 
(ao)  DD,-+-D,Dj=o. 

C'est  celle  à  laquelle  M.  Clark  est  parvenu  par  une  voie  sensi- 
blement plus  laborieuse. 

Si  elle  est  remplie,  les  valeurs  critiques  de  cr,  et  0*2  sont  données 
par  les  deux  dernières  formules  (19). 


III. 


8.  Construction  proj active  des  nonio grammes  de  genre  oet  \, 
—  Plaçons -nous  d'abord,  pour  le  genre  o,  dans  l'hypothèse 
où  A  >>  o,  c'est-à-dire  où  les  trois  points  critiques  sont  distincts 
(ce  qui,  par  leur  jonction  deux  à  deux,  donne  trois  supports  di 
non  concourants). 

Nous  pouvons,  comme  nous  l'avons  vu  au  n°  4,  nous  donner 
arbitrairement  les  points  A,  cl  B, ,  A2  et  B2  où  les  variables  Zt  et  z^ 
prennent  leurs  valeurs  limites  cii  et  ii,  a^  et  ^2)  auxquelles  corres- 
pondent pour  les  fonctions  /i  et /^  les  valeurs  a,  et  ^i,  cl^  et  p2- 
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Tirant  les  droites  A|B|  et  A^B^,  qui  sont  les  supports  rfj  et  d^^ 
nous  avons  le  point  critique  P3  où  les  valeurs  de/i  et/j  sont  res- 
pectivement, par  exemple  (n**  6),  a,  et  o-'^. 

Or,  sur  d^^  les  points  A|,  B,,  P3  cotés  a,  pi,  <j\  appartiennent  à 
une  échelle  projective  d'une  échelle  métrique  (n®  3)  et  la  déter- 
minent complètement  (*);  on  peut  donc  marquer  sur  celte  échelle 
le  point  coté  (t\  ;  c'est  le  point  P2.  Le  point  Pj  se  détermine  de 
même  sur  d^  où  l'on  connaît  déjà  les  points  A^,  Bj,  P3. 

Tirant  la  droite  P|  Pj  on  a  le  support  d^  sur  lequel  les  points  P| 
et  Pa  sont  cotés  a*  et  cr,  ;  un  troisième  point  suffira  pour  déter- 
miner complètement  l'échelle  (^3)  comme  projective  de  celle  de/j. 
Or,  ce  troisième  point  est  immédiatement  donné  par  la  rencontre 

Fig.  I. 
P. 


P,K5S>  d,  ((Ti)Pt  A3 


de  d^  avec  l'alignement  défini  par  deux  points  déjà  cotés  sur  d| 
et  û^2î  par  exemple  A|  et  A2,  la  cote  du  point  obtenu  se  tirant  de 
l'équation  (6)  où  s,  et  Z2  ont  été  remplacés  par  leurs  valeurs  a, 
et  r/o. 

Si  A  ==  o,  la  construction  doit  être  un  peu  modifiée,  attendu  que, 
par  les  valeurs  critiques,  on  n'a  plus  qu'un  point  (le  pointcritique 
unique  P)  de  û?3.  Pour  avoir  un  second  point  de  ce  support,  il  faut 
déterminer  sur  di  et  di  les  points  où  aboutissent  deux  alignements 
correspondant,  en  vertu  de  (6),  à  une  même  valeur  de  33.  Un  troi- 
sième alignement  quelconque,  indépendant  des   deux  premiers, 


(')  Si  l'on  possède  déjà  une  échelle  de  la  fonction  /^  on  peut  coler  A,,  B,,  Pj 
au  moyen  des  valeurs  correspondantes  a,,  6„  l\  de  5,  et  construire  directement 
réclielle  (Zj)  comme  projective  de  celle  de  /,. 
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donne  cnsiiilc  sur  rf,  le  troisiùine  point  nécessaire  à  la  délermi- 
nalion  coinplèlc  de  l'échelle  (z^). 

La  même  conslruclion  projeclive  s'étend  immédiatement  aux 
nomogrammes  de  genre  i  lorsque  la  condition  (20)  ci-dessus  est 
remplie.  En  effet,  la  connaissance  des  valeurs  o-j  et  o-^  de  y*i  ety*2 
au  point  critique  P,  jointe  aux  valeurs  a,  et  ^i  d'une  part,  a2  et  p^ 
de  l'autre,  permet  la  détermination  complète  des  échelles  (si) 
et  (^2)*  On  construit  ensuite,  au  moven  de  doubles  alignements 
correspondants,  comme  ci-dessus,  autant  de  points  qu'il  est  néces- 
saire de  Téchelle  (s^),  quatre,  par  exemple,  s'il  s'agit  d'une  échelle 
conique  (n"  3). 

9.  Emploi  direct  des  échelles  des  /onctions  composantes.  — 
Pour  que  l'échelle  (zi)  figurant  sur  un  nomogramme  soit  non  pas 
seulement  projective  de  Téchelle  de  la  fonction  //,  mais  cette 
échelle  elle-même,  il  faut  et  il  suffit  que  le  point  à  l'infini  sur  la 
droite  di  corresponde  à  la  valeur  infinie  de  la  fonction  //.  Appelons 
d'une  manière  générale  1/  le  point  de  di  où  la  fonction  fi  devient 
infinie.  Pour  que  les  échelles  (^1)  et  {zj)  soient  simultanément 
réduites  à  celles  des  fonctions  y*/ et /y  il  suffit,  par  une  transfor- 
mation homographique,  de  rejeter  la  droite  I/Iy  à  Tinfini.  Si^  par 
hasard,  le  point  I^  se  trouve  lui-même  sur  cette  droite,  la  troi- 
sième échelle  se  trouve  ipso  facto  réduite  aussi  à  celle  de  la  fonc- 
tion //(.  Mais  il  peut  se  faire  aussi  que  la  droite  I/Iy  coïncide  avec 
le  support  d'une  des  échelles,  auquel  cas  elle  ne  saurait  être  tout 
entière  rejetce  à  l'infini.  Il  est  donc  essentiel  d'examiner  à  part  les 
cas  où  l'un  ou  plusieurs  des  points  I  se  confondent  avec  des  points 
critiques.  C'est  cette  discussion  que  nous  allons  présenter  ici 
d'une  façon  complète. 

Nous  ferons  correspondre  les  numéros  I,  II,  111  et  IV  aux  cas 
où  o,  I,  2  et  3  valeurs  critiques  des  fonctions  composantes  sont 
infinies,  en  les  affectant  d'un  accent  lorsque  les  trois  supports  rf|, 
diy  d'i  sont  concourants  et  d'un  indice  a  lorsque  le?  trois  points  I|, 
I2,  I:ï  sont  en  ligne  droite.  Observons  d'ailleurs  tout  de  suite  que 
les  hypothèses  (Ha),  (Hfl),  (IH')  et  (IV)  correspondent  à  des  im- 
possibilités. 

La  disposition  relative  à  chacune  des  autres  hj'polhèses  est  re- 
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présentée  schéma  il  quement  sur  le  Tableau  ci-joint  où  la  droite  J 
est  celle  que  Ton  rejette  à  l'infini.  Nous  allons  donner  un  exemple 
de  chacune  d'elles. 

Au  préalable,  faisons  les  deux  remarques  générales  que  voici  : 

i"*  Pour  avoir  la  valeur  que  prend  l'une  des  fonctions  lorsque 
les  deux   autres  sont  infinies,  il  faut  diviser  Téquation  (6)  par 

Fig.  2. 


le  produit  de  celles-ci,  ce  qui  montre  que  la  valeur  de  fi  pour 
//  =  //fc=QO  est  donnée  par 

et,   par  suite,  ^qu'elle    ne   peut    devenir   elle-même    infinie    que 
si  A  =  o. 

2°  Pour  qu'une  des  valeurs  critiques  o-/  devienne  infinie,  l'équa- 
tion (i4)  montre  qu'il  faut  que  E/=:  o. 

11  suit  de  là  que  les  divers  cas  sont  caractérisés  comme  suit  (la 
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notalîon  e  indiquant  nne  quantité  différente  de  o) 

A>o. 
I E/=0, 

la 

II 

m 

nia 

IV 

IVa 


e, 

Ey=e, 

E,.: 

=  0, 

A  =  0, 

0» 

0, 

0î 

0, 

0, 

0, 

0? 

0» 

0, 

•  o, 

01 

0, 

©, 

o, 

01 

01 

0, 

o, 

0, 

01 

0, 

o, 

o, 

O. 

», 

Ey=0, 

^k 

=  0, 

A=0, 

0, 

0, 

0i 

o. 

01 

01 

0, 

.01 

07 

O, 

01 

01 

0, 

O, 

01 

0. 

r E,=  0, 

ir 

nia 

IV'a 

Nous  retrouvons  bien  ainsi  les  diverses  conditions  établies 
naguère  par  une  voie  purement  algébrique  (*). 

Remarquons  enfin  que,  étant  libres  de  choisir  des  axes  carté- 
siens avec  lesquels  les  trois  supports  aient  des  équations  aussi 
simples  que  possible,  et  ayant  sur  chacun  de  ces  supports  les  cotes 
de  3  points,  nous  pouvons  immédiatement  écrire  pour  chacun 
d'eux  les  coordonnées  du  point  courant  en  fonction  de  sa  cote. 
11  suffit  ensuite  de  remplacer  ces  coordonnées  par  leur  expression 
dans  le  déterminant 

^1    ri     I 

iP«    rt     '     =  0» 

pour  avoir,  à  peu  près  sans  calcul  algébrique,  la  transformation  de 
l'équation  donnée  sous  la  forme  de  déterminant  (i).  C'est  ce  que 
nous  aurons  soin  de  faire  à  l'occasion  de  chacun  des  exemples  par- 
ticuliers ci-dessous. 

10.  Exemples  de  tous  les  cas  possibles  d* équation  d'ordre  3 
représentable  par  un  nomogramme  de  genre  o.  —  Représentant 


(')  7*.  A'.,  p.  4^9-  A  cet   endroit,   une  faute   d'impression    s'est  glissée  dans 
i'avant-dcrnière  ligne  du  Tableau,  où  le  signe  o  pour  A  doit  être  remplacé  par  o. 
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par  J3  la  valeur  de  ^3  pour  s,  =  ^2  =  <30,  nous  disposons  au-dessous 
de  chaque  équation  les  valeurs  critiques  dans  Tordre 


en  y  ajoutant  (J3). 


Zi  ZtSz  -hZtZz  —  ZiZi  H-  5i  «1  -h  Zi  =  O 


(7  :.  :) 


(-0. 


Nous  indiquerons  ici  le  détail  de  la  mise  sous  forme  de  détermi- 
nant, sans  y  revenir  pour  les  exemples  suivants  où  nous  nous  con- 
tenterons de  donner  le  résultat,  qu'il  est  très  facile  de  retrouver  en 
se  reportant  à  la  marche  indiquée  ci-dessous. 

Si  nous  prenons  rf|  pour  Ox,  d^  pour  Oy,  et  d^  comme  droite 
y=z  X  -h  11  nous  avons 


xt=  niiZi-h  ni, 

a?i=  nitZi-^nt, 

avec 

^1  =  0, 

—  1»         pour        j5i  =  o, 

'1 

a7,=  o, 

—  1,         pour        ^î=o, 

—  1, 

^3  =  0,     1, 

00,           pour        zj=o,     J, 

■  » 

ce  qui  donne 

Xi  =  ^Zi, 

Xt=Zt, 

d*où  le  déterminant 

25i            0                  I 

5,         5,-+-I             I 

=  0. 

0         azj      -53 -h  1 

Quant  à  la  construction^  elle  est  d'une  extrême  simplicité, 
attendu  que  les  échelles  (-3|)  et  (:;2)  sont  métriques  et  que  l'échelle 
homographique  (^3),  ayant  même  cote  (o)  que  réchelle  (5|)  en 
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leur  poînl  commun  O,  est  effectivement  projective  de  celle-ci  ;  le 
centre  de  projection  est  à  la  rencontre  des  alignements  joignant, 
par  exemple,  les  points  cotés  i  et  les  points  cotés  —  i  (  ce  dernier, 
par  conséquent,  parallèle  â  O^). 

Pour  les  exemples  suivants,  nous  bornant  à  inscrire  au-dessous 
de  chaque  équation  les  valeurs  critiques  a^et  (/  ainsi  que  J3,  nous 
les  faisons  suivre  de  la  transformée  sous  forme  de  déterminant 
qui  en  résulte  par  une  marche  analogue  à  celle  ci-dessus. 


I«. 


(7  :.  :) 


Zi  o  I 

Zi      Zi-+-l       I 
o  ^3  I 


II. 


Zi  ZfZ^  ■+-  -53^1  —  Zi-^  Zi=  Oj 


Zi  o  I 

Zt     Sj-Hi      I 
o  I         Zi 


m. 


ZiZ^Z^-h  Z2Z3  —  Si  =  O, 

(-     "     °)  (o), 

\     o       00     oc/ 


Zi         o       I 
o         Zi      I 

—  53      I     53 


III« 


\    O       ce     o  J 


Zi 

0 

I 

0 

^1 

I 

—  I 

^i 

1 

Digitized  by 


Google 


IV. 


IVa 


-  lOO- 
\ao     00     00/ 
^1  O  I 

o  I  Zi-hl 

r      —  z,      — ^5 

-Ss^l  —  -Si  -h  ^2  r=  o, 
\ao      O       oo/  \0/ 


Zt  O  I 
Zt  I  I 
O        I       ^3 

ZiZiZi-^  ZfZi — ^3-3i  -h  Z\Z%-^  4  =  0> 
(—2      —2      —2)  (—1), 

^j  O  I 

2  4^2 — 2         — I  =  O. 

—  Zi    ^jH-2     ^a-hi 


-Zj  -5$  -4-  ^3  3|  —  Zj  JS)  =  O 


OU 


I 


ir. 


III' 


(o     o     o)         (oo), 

Zx      o      I 

o      Zi      I      =  o. 

Zi    3,    I 

^l-Sj^j— ^1— -s,  =  o, 
(o    o    oo)        (o), 
Zx       o        I 

0  Z^       1        =0. 

1  I        Zi 

Z,53— 253iS,-+-I  =0, 
(oo     00     o)  /^j, 

Zi        o  I 

^2  I  I 


«î  ^»' 
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^,  —  25,-1- -83=0, 

(oo     00     oo) 


^1     o     o 

Zf       I        I 
Zz      2       I 


(=)^ 


IV. 


H.  Nomo grammes  coniques  pour  équations  d^ ordre  3.  — 
Lorsqu'une  équalioa  est  ordonnée  nomograpliiquement  par  rap- 
port à  Tune  des  variables,  z^  par  exemple,  sous  la  forme 

(21  )  /s/lî-H  ^3^11-+-  ^3^11  =  o, 

on  peut  essayer  d'efTecluer  la  disjonction  des  variables  en  posant 

(22)  ufit  —  gxt—o,        vf\%—hxt—o, 

ce  qui  donne  pour  ^3  Téchelle  ponctuelle  définie  par 

Si,  éliminant  ensuite  successivement  Z2  et  Z\  entre  les  équa- 
tions (22),  on  trouve  des  équations  linéaires  en  a  et  (^ 

f\'^ugx'^vh^=  o, 

la  disjonction  se  trouve  effectuée  sous  la  forme  requise  pour  l'ap- 
plication de  la  méthode  des  points  alignés. 

Appliquons  cela  à  Téquation  (6).  Mise  sous  la  forme  (21),  elle 
s^écrira 

/»(  A/,/,-h  B|/,-h  B,/,  -H  G,)  -h  Ba/i/.-h  G,/i-h  G,/î-+-  D  =  o, 

et  les  équations  (22)  seront  ici 

A  /i/j-+-B,/,-hBi/,^G,=  w, 
B3/i/î-hG,/i-4-G,/,h-D  =v. 

L'élimination  de  fj,  entre  ces  équations  donne,  eu  égard  aux 
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formules  du  n°  6, 

Ei/i* -*- (B3M  —  Ap  —  Fi)/,-H  Cj«  —  B,  P -+- Gi  =  o, 

équatîoD  linéaire  en  u  et  p,  donc  définissant  un  point  dont  le  sup- 
port a  pour  équation 

(Bjtt  — Ap  — F,)«— 4E,(C,tt  — B,i>-f-G,)  =  o, 

que,  eu  égard  encore  aux  formules  du  n"  6,  on  peut  écrire 

(B3M  — At')* — aHatt-f-aKi^-i- A  =0, 

équation  qui  resterait  la  même  si  l'on  permutait  les  indices  i  et  2. 
Il  résulte  de  là  qu^on  obtient  ainsi  un  nomogramme  sur  lequel  les 
échelles  {z^)  et  (^2)  ont  pour  support  une  même  conique.  Telle 
est  la  remarque  fondamentale  due  à  M.  Clark;  et,  comme  elle  ne 
suppose  rien  sur  le  discriminant  A,  on  voit  qu'elle  s'applique 
indistinctement  à  toutes  les  équations  d'ordre  3. 

Il  résulte  d'ailleurs  de  ce  que  nous  avons  rappelé  au  n**  3  que 
chacune  de  ces  échelles  {z^)  et  (53)  peut  être  construite  au  moyen 
de  deux  faisceaux  projetants  de  la  fonction  /,  ou  /a.  Pour  déter- 
miner un  tel  faisceau,  il  en  faut  connaître  trois  rayons.  Or,  grâce 
à  la  considération  de  riiomographie  la  plus  générale  (n^  4),  on 
peut  disposer  arbitrairement  de  quatre  points  A,  B,  C,  D  d'une 
de  ces  échelles,  cotés  d'une  manière  quelconque.  Dans  le  faisceau 
obtenu  en  prenant  pour  centre  l'un  d'eux,  A  par  exemple,  on 
connaît  les  trois  rayons  AB,  AG,  AD  avec  leur  cote;  par  suite,  le 
choix  fait  des  quatre  points  A,  B,  C,  D  entraîne  la  détermination 
complète  soit  de  l'échelle  (^4),  soit  de  l'échelle  (^2)7  et  c'est  éga- 
lement sur  celte  remarque  que  M.  Clark  a  fondé  la  construction 
de  ses  nomogrammes  coniques. 

La  question  qui  se  pose  est  celle  qui  consiste  à  trouver  la  rela- 
tion liant  ^1  et  ^2  en  chaque  point  du  support  conique  commun. 
M.  Clark  la  résout  en  ramenant  l'équation  donnée  à  la  forme 
canonique 

symétrique  par  rapport  à  0|  et  02»  parce  qu'alors  la  relation  cher- 
chée s'écrit 

(24)  ?i  =  ?î' 
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Mais  la  considéra  lion  des  valeurs  critiques  nous  a  conduit  à 
trouver  le  moyen  d'écrire  celte  relation  d'après  Téquation  géné- 
rale (6)  sans  lui  faire  subir  aucune  transformation  préalable.  Il 
est,  en  effet,  facile  de  se  rendre  compte  a  priori  àe  la  disposition 
des. valeurs  critiques  sur  un  nomogramme  conique:  si  C  est  le 
support  conique  commun  des  échelles  (^i)  et  (^2),  D  le  support 
rectiligne  de  l'échelle  (^3),  coupant  la  conique  C  aux  points  let  J, 
il  est  clair  que  les  valeurs  critiques  sont  réunies  en  ces  deux 
points  de  façon  qu'à  l'un  d'eux  correspondent,  pour  Zx  ei  Z2'^  deux 
valeurs  de  même  groupe,  et,  pour  -Sa,  une  valeur  du  groupe  con- 
traire; soit,  par  exemple  :  o-',,  o-',  et  o**  en  I;  œ'j,  <t\  et  ^\  en  J. 

Ainsi,  les  valeurs  ^\  et  o"^,  d'une  part,  <s\  et  o**,  de  l'autre,  sont 
associées  en  un  même  point  de  la  conique.  Or,  ces  couples  de 
valeurs  satisfont,  d'après  ce  qui  a  été  vu  au  n**  6,  à  la  relation 

aEjffi— Fi=  2E,(T,— F,, 

d'où  l'on  conclut  que  l'on  doit  avoir 

?i  =  îE,/i—  F„        ç,  =  2Eî/,—  Fj. 

Et,  en  effet,  si,  dans  Téqualion  générale  (6),  on  remplace/, 
el/2  par  leurs  valeurs  tirées  de  là,  on  obtient 

?l  ?J (  A/,  -H  B,  )  -4-  ( o,  H-  <p8 )  (  K/3  -^-  H,)  -h  L3/3  H-  M3  =  o, 

oit 

L3  =  AFiF,H-2BiEiF,-+-2B,E,FiH-4C3EiE8, 

M3=  BFiF,-+-2G,EjFt-+-2C2E,F,4-4D  E,E„ 

qui  est  bien  de  la  forme  (aS). 

Ainsi,  la  forme  particulière  de  la  relation  (24),  déduite  direcle- 
ment  de  l'équation  générale  (6),  est 

(a5)  2E,/,^Fi=2E,/,^F,. 

Elle  permet  une  construction  immédiate  du  nomogramme,  ren- 
dant inutile  non  seulement  toute  transformation  algébrique  préli-> 
minaire,  mais  même  la  simple  disjonction  des  variables,  puisque, 
l'échelle  (^i)  étant  arbitrairement  construite  comme  il  vient  d'être 
dit,  la  relation  (25)  permet  de  doubler  sa  graduation  de  celle  de 
l'échelle  (^2). 

XXXT.  1 3 
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Remarque.  —  Nous  venons  de  voir  qu'on  pouvait  arbitraire- 
ment choisir  quatre  points  cotés  àe{z^).  Pour  ces  quatre  cotes, 
on  prendra  évidemment,  d'une  part,  les  valeurs  de  5|,  qui  sont 
limites  pour  l'application  qu'on  a  en  vue,  de  l'autre,  celles  qui, 
en  vertu  de  (^5),  correspondent  de  même  aux  valeurs  limites 
oe  ^2* 

12.  Nomo grammes  coniques  pour  équations  d^ordre  4»  — 
Appliquons  la  même  analyse  à  l'équation  générale  d'ordre  nomo- 
graphique  4  écrite  sous  la  forme  (17)  du  n**  7,  ou,  par  abréviation, 

(ï7^*0  aij/3-HPii^3-t-Yit  =  o, 

et,  pour  cela,  posons 

(a6)  Yiî"  — «11  =  0»        Yi»«^  — ?it==o. 

Pour  que  nous  puissions  ainsi  efTectuer  la  disjonction  des 
variables,  remarquons  d'abord  qu'il  faut  que  les  équations  en  f^ 
et /a, 

«iî  =  o,        Pii=o,        Yi*  =  o» 

ne  soient  pas  compatibles.  Si,  en  effet,  elles  l'étaient,  on  aurait 

et,  des  équations  (26),  on  déduirait 

X  w -h  [xt' =  o, 

équation  indépendante  de  z^  et  ^3,  conduisant  dès  lors  à  une 
impossibilité.  Or,  si  l'on  se  reporte  au  n°  7,  on  voit  que  la  condi- 
tion d'incompatibilité  des  équations  ci-dessus  [qui,  moyennant  le 
remplacement  de  la  notation  /  par  la  notation  cr,  se  confondent 
avec  les  équations  (18)]  est 

DD,-hDiD,?£o. 

Ainsi,  la  disjonction  par  les  équations  (26)  pourra  se  faire 
lorsque  la  condition  (20)  n'aura  pas  lieu,  c'est-à-dire  lorsque 
l'équation  (17)  ne  sera  pas  représentable  par  un  nomogramme  à 
deux  échelles  reclilignes;  d'où  cette  conclusion,  autrement 
obtenue  par  M.  Clark,  que,  tandis  qiCune  équation  d^ ordre  3 
est  ad  libitum  représentable  par  un  nomogramme  à  échelles 
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rectilignes  ou  coniques,  une  équation  d'ordre  4  e$t  représen- 
table soit  par  l'un,  soit  par  Vautre  de  ces  types  de  nomo- 
grammCy  à  V exclusion  Vun  de  Vautre, 

Reste  à  vérifier  que  les  équations  (26)  conduisent  bien,  pour  z^ 
et  ^29  à  des  échelles  coniques  de  même  support. 

Si,  d'une  manière  générale,  on  pose 

les  équations  (26)  peuvent  s'écrire 

/t(Wo/|-H  l«i)-t-«i/i-HMj=:0, 
/iCt^o  /i  •+-  <>»  )  4-  «'i  /i  -H  «'a  =  o, 

et,  par  suite,  Iorsqu*on  pose,  encore 

(a;)  U,7=  uivj'-ujVi, 

le  résultat  de  Télimination  de  /f  entre  ces  équations  se  met  sous 
la  forme 

(^o)  Uoi/î+(Uos-Ui,)/i-+-U„=.o, 

équation  linéaire  en  //  et  v^  car  on  vérifie  immédiatefnent  que 
^29)        U/y=  {bicj—bjCi)  u  -h  (Cidj—  cjai)v-^{aibj-^  ajbt), 

L^ér}uation  (aS)  définit  donc  bien  pour  Zx  une  échelle  conique. 
De  même,  on  trouverait  pour  5j  réchelle 

(3o)  Uo,/}  +  (Uo,-U„)/i-fUu=o. 

Il  s'agit  maintenant  de  faire  voir  que  les  échelles  définies  par  les 
équations  (a8)  et  (3o)  ont  même  support.  Les  équations  des  sup- 
ports de  ces  échelles  sont  respectivement  (en  coordonnées  paral- 
lèles^ 

(Uo,-Ûn)«-^4Uo.U„=o, 
et 

(Uo,-U,i)«-4Uo,U,5  =  o, 

et  la  vérification  de  leur  identité,  lorsqu'on  remarque  que 
Uji  =  —  U|2,  se  réduit  à  celle  de 

Uo,Ui,-Uo,U„=Uo,Un, 

qui  est  immédiate  lorsqu'on  y  remplace  les  U  par  leurs  expres- 
sions (27). 
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PROPRIÉTÉS  DES  POLYGONES  INSCRITS  A  UNE  CONIQUE; 
Par  m.  Mathieu  Weill. 

Théorème  I.  —  Le  produit  des  distances  d'un  point  quel-- 
conque  d'une  conique  aux  côtés  d'un  polygone  inscrit  est  dans 
un  rapport  constant  avec  le  produit  des  distances  de  ce  point 
aux  droites  qui  joignent  de  p  enp  les  sommets  du  polygone. 

Parcourons  le  polygone  dans  l'ordre  indiqué  parles  côtes  i,  2, ..., 
/>,...,  et,  dans  les  égalités  qui  vont  suivre,  négligeons,  pour  la 

Fig.  I. 


commodité  de  l'écriture,  des  facteurs  constants,  en  désignant 
par  (i)  la  distance  d'un  point  M  de  la  conique  au  côté  i ,  par  (2)  la 
distance  de  M  au  côté  2,  et  ainsi  de  suite. 

Le  quadrilatère  AKLR  formé  par  les  côtés  i ,  />,  a,  ^  donne  lieu 
à  l'égalité 

Formons  de  pareilles  égalités  en  parcourant  les  sommets  suc- 
cessifs du  polygone,  nous  aurons 

(2)(/>-M)=(a')(?'), 
•  (3)(/>-+-2)  =  (a')(P'), 


d'où,  en  désignant  par  P  le  produit  des  distances  de  M  à  tous  les 
côtés  du  polygone, 

(P)«=[(a)(a')(a')...][.(?)(!^')(r)-..]. 


Digitized  by 


Google 


-  197  — 

Or,  le  produit  (a)  (a')(a'').. .  représente  le  produit  des  distances 
de  M  aux  droites  qui  joignent  les  sommets  pris  de  (/>  —  2) 
en  (/>  — 2);  et  le  produit  (P)(P')...  représente  le  produit  des  dis- 
tances de  M  aux  droites  qui  joignent  les  sommets  pris  de  p  en  p. 

Le  théorème  est  donc  vrai  pour />  s'il  Test  pour  {p  —  2).  Or,  il 
est  vrai  pour  la  valeur  p  —  2  =  2;  donc  il  est  général. 

Théorème  II.  —  Étant  donné  un  polygone  de  im  côtés  inscrit 
dans  une  conique,  et  dont  les  côtés  sont  numérotés  i,  2,  3, 
4,  .-.,  2  m,  le  produit  des  distances  d^  un  point  quelconque  M  de 
la  conique  aux  côtés  i,  3,  5,  7,  ...  est  dans  un  rapport  con- 
stant avec  le  produit  des  distances  de  ^f  aux  côtés  2,4)6,...,2/w; 
et  aussi  dans  un  rapport  constant  avec  le  produit  des  distances 
de  M  aux  diagonales. 

Pour  démontrer  la  première  partie,  considérons,  par  exemple, 

Fig.  a. 

3 

V 


un  octogone  que  nous  décomposerons  en  quadrilatère  et  hexagone 
en  joignant  2  sommets;  j^en  supposant  le  théorème  vrai  pour 
l'hexagone,  nous  aurons 

(i)(3)(5)  =  (2)(4)(a), 
puis 

(7)(«)  =  (6)(8). 

On  voit  donc  que,  si  le  théorème  est  vrai  pour  un  polygone 
de  '2,m  côtés,  il  est  vrai  pour  un  polygone  de  (2/n4-2)  côtés; 
donc  il  est  général. 

Pour  démontrer  la  deuxième  partie,  remarquons  qu'on  aura,  en 
appliquant  le  théorème  I  au  cas  de  l'octogone,  par  exemple, 

(i)(2)t3)...(8)  =  (D,D,D3DOS 
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en  désignant  par  D| ,  D2, ...  les  diagonales  ;  d'où 

(0(3)(5)(7)  =  (2)(4)(6)(8)  =  DiD,D3D4. 

Si  la  conique  donnée  est  un  cercle,  les  deux:  théorèmes  pré- 
cédents donnent  des  produits  égaux,  et  non  plus  dans  un  rapport 
constant. 

Appliquons  le  théorème  I  à  un  polygone  de  m  côtés  et  aux 
droites  qui  joignent  les  sommets  de  a  en  2,  par  exemple;  nous 
aurons  une  égalité  de  la  forme 

(i)(a)(3)...(/n)  =  X(w)(p)(«.)... 

en  désignant  par  \  un  facteur  constant,  qui  se  réduit  à  Tunité 
quand  la  conique  est  un  cercle,  et  en  désignant  par  {u)^{v)^  ... 
les  distances  de  M  aux  droites  qui  joignent  les  sommets  de  9.  en  2. 
Or,  Téquation  précédente,  si  l'on  y  remplace  les  coordonnées  de  M 
par  des  coordonnées  courantes,  représente  une  courbe  de  degré  m, 
formée,  d'une  part,  de  la  conique  donnée  et,  d'autre  part,  d'une 
courbe  restante  de  degré  (m  —  2),  qui  passe  par  les  points  de  ren- 
contre des  côtés  du  polygone  et  des  droites  qui  joignent  les 
sommets  de  2  en  2,  Tous  les  points  de  cette  courbe  restante 
jouissent  donc  de  la  propriété  exprimée  par  l'égalité  précédente. 

Le  théorème  II  donne  lieu  à  la  même  remarque. 

Considérons,  maintenant,  quelques  cas  particuliers;  nous  énon- 
cerons les  résultats  sans  démonstration. 

Un  hexagone  étant  inscrit  dans  une  conique,  le  produit  des  dis- 
tances d'un  point  quelconque  de  la  droite  de  Pascal  aux  côtés 
numérotés  i,  3,  5  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  produit 
des  diçtances  aux  côtés  :^,  4;  6,  et  avec  le  produit  des  distances  aux 
diagonales. 

Un  triangle  étant  inscrit  dans  une  circonférence,  si  l'on  mène 
les  tangentes  aux  sommets,  la  droite  qui  passe  par  les  points  de 
rencontre  de  ces  tangentes  et  des  côtés  jouit  de  la  propriété  que  le 
produit  des  distances  d'un  point  de  cette  droite  aux  trois  côtés  esL 
égal  au  produit  des  distances  de  ce  point  aux  trois  tangentes. 

Un  polygone  régulier  est  inscrit  dans  une  circonférence  ;  les 
tangentes  aux  sommets  forment  un  second  polygone  régulier  dont 
les  côtés  rencontrent  ceux  du  premier  polygone  en  des  points 
situés  sur  des  circonférences  coucenlriques;  le  produit  des    dîs- 
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tances  d'un  point  quelconque  d*une  de  ces  circonférences  aux 
côtés  du  polygone  est  égal  au  produit  des  distances  de  ce  point  aujc 
tangentes. 

Un  polygone  est  inscrit  dans  une  conique  et  circonscrit  à  une 
autre  conique,  bi tangente  à  la  première  le  long  d'une  droite  D. 
Les  côtés  du  polygone  et  les  droites  qui  joignent  les  sommets  de 

2  en  a,  par  exemple,  se  coupent  en  des  points  qui  sont  situés  sur 
des  coniques  bitangentes  à  la  première  le  long  de  D,  et  aussi  sur 
la  droite  D  si  le  nombre  des  côtés  est  impair;  le  produit  des  dis- 
tances d'un  point  quelconque  de  la  droite  D  ou  d'une  de  ces 
coniques  aux  côtés  du  polygone  est  dans  un  rapport  constant  avec 
le  produit  des  distances  de  ce  point  aux  droites  qui  joignent  les 
sommets  de  2  en  2. 

Même  résultat  pour  les  droites  qui  joignent  les  sommets  de 

3  en  3y  de  4  ^i^  4)  •  •  •• 

Considérons  encore  un  polygone  d'un  nombre  pair  de  côtés, 
inserit  dans  une  conique  et  circonscrit  à  une  autre  conique  quel- 
conque; l'équation  symbolique 

(i)(3)(5)(7)...=(2)(4}(6)(8)(io)... 

représente  d'abord  la  conique  dans  laquelle  le  polygone  est  inscrit, 
puis  une  courbe  restante  formée  elle-même  de  coniques,  auxquelles 
vient  s'adjoindre  une  droite  quand  le  nombre  des  côtés  est  de  la 
forme  (4/^  +  2);  ce  sont  ces  coniques  dont  les  points  j^ouissent 
de  la  propriété  indiquée  par  l'équation. 

Si  un  polygone  de  (4/w-f-  2)  côtés  est  inscrit  dans  une  circon- 
férence et  circonscrit  à  une  autre  circonférence,  les  côtés  opposés 
se  coupent  deux  à  deux  sur  une  droite;  le  produit  des  distances 
d'un  point  quelconque  de  cette  droite  aux  côtés  numérotés  i,3,5,... 
est  égal  au  produit  des  distances  de  ce  point  aux  côtés  numé- 
rotés 2,  4j  6,  .... 

Théorème  III.  —  //  existe  une  relation  linéaire  et  homogène 
entre  les  inverses  des  distances  d\in  point  quelconque  d'une 
conique  aux  côtés  d^ un  polygone  inscrit, 

a  =  o,  p==o,  Y  =  o  étant  les  équations  des  côtés  d'un  triangle, 
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réquation  d'une  conique  circonscrite  peut  s'écrire 

a      b       c 

a,  6,  c  étant  des  constantes. 

Soit  un  quadrilatère  ABCD  et  une  conique  circonscrite;    les 


deux  triangles  ABC,  ACD  donneront  lieu  aux  deux  équations  sui- 
vantes de  la  conique  circonscrite  : 


abc 

a        p        E 

c        d       e 

h  -  -H  5  =0. 


Donc  tout  point  de  la  conique  satisfait  à  une  équation  de  la  forme 


a       b       d       e 


le  théorème  se  démontre  de  proche  en  proche. 

L'équation  de  la  conique  est  donc  renfermée  dans  Téquation 


a       b  l 


qui  représente  la  conique  d'une  part  et,  d'autre  part,  une  courbe 
restante  de  degré  (m  —  3)  si  le  poljrgone  a  m  côtés;  cette  courbe 
restante  jouit  donc  de  la  même  propriété  que  la  conique.  Ainsi, 
dans  le  cas  du  quadrilatère,  c'est  la  droite  qui  joint  les  points  de 
rencontre  des  côtés  opposés;  dans  le  cas  du  pentagone,  c'est  la 
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conique  qui  pas$e  par  les  cinq  poinU  où  se  coiipejji^  les  c(J^ 
poiols  autres  que  les  cinq  sommets  situés  sur  la  conique  dop.aée» 

TuâoiUBMB  IV.  —  Un  polygone  de  m  côtés  étant  inscrit  dans 
une  çoniquCy  les  m  sommets  de  ce  polygone  et  les  m  {m--^  i) 
points  où  les  côtés  sont  rencontrés  respectivement  par  tes 
droites  qui  joignent  les  sommets  de  p  en  p  appartiennent  à 
une  même  courbe  de  degré  (m  —  a), 

(]e  théorème  résulte  de  ce  qui  précède. 

Considérons,  par  exemple,  un  hexagone  et  les  droites  qui 
joigneoA  lies  spiy^m.el^  de  2  en  %;  oous;  auroous  18  pp^iots.  ^we 
même  courbe  du  quatrième  degré. 

Théorème  V.  —  Trois  courbes,  C,  S,  S,  font  partie  d'un 
faisceau  d'ordre  m;  deux  autres  courbes^  S',  2?,  font  partie 
avec  C  d'un  faisceau  d'ordre  m;  les  2  m*  points  de  rencontre 
de  S  açec  H  et  de  S'  avec  S  sont  sur  une  courbe  Q  de  degré  m. 

En  effet,  tout  point  de  la  courbe  C  satbfait  à  chacune,  des 
équations. 

et,  par  suite,  i  ^équation 

cette  équation,  qui  représente  la  courbe  C,  représente  donc  aussi 
une  autre  courbe  C  qui  passe  par  les  points  communs  à  S  et  S^,  et 
aussi  à  S'  el  Z. 

En  écrivant  S|jlS'=S'X2,  on  voit  qu'il  existe  une  courbe  (7 
de  degré  m  passant  par  les  points  communs  i  S  et  S',  et  à  2  et  Jf\ 

Considérons,  par  exemple,  une  cubique  et  un  système  A  de 
3  droites  et  un  autre  sjslème  B  de  3  droites,  tels  que  leurs 
9  points  communs  appartiennent  à  la  cubique;  puis  deux  autres 
systèmes  analogues  A',  B';  les  18  points  de  rencontre  de  A  avec  B^| 
et  de  A'  avec  B,  sont  sur  une  même  cubique;  le  produit  des  dis* 
tances  d'un  point  quelconque  de  cette  cubique  aux  6  droites  des 
(•roiipes  A,  A'  est  proportionnel  au  produit  des  distances  de  ce 
même  point  aux  6  droites  des  groupes  B,  B^. 

Résultat  analogue  pour  deux  groupes  de  4  poipU  sur  unç  çOr 
XIXT.  ^  >3. 
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niqae  quelconque.  Transformons  par  polaires  réciproques;  nous 
aurons  le  résultat  suivant  : 

Étant  donnés  deux  quadrilatères  ABCD,  A'BC'D  (B  et  D  éUnt 
deux  sommets  opposés  communs  aux  deux  quadrilatères),  s'il 
existe  une  conique  inscrite  à  ABCD  et  ajant  A'  et  C  comme 
fojers,  il  existe  une  conique  inscrite  à  A'BCD  et  ayant  A  et  G 
comme  foyers. 


CONTRIBUTION  A  yfiTODE  DES  CORRESPONDANCES  DE  M.  ZERMBLO; 
Par  m.  HEjiai  Lbbesgub. 

Soit  un  ensemble  M  formé  de  certains  éléments.  Nous  appelons 
sous-ensemble  de  M  tout  ensemble  formé  avec  des  éléments  de  M 
pris  en  totalité  ou  en  partie.  Imaginons  qu*à  chaque  sous-ensemble 
de  M  nous  sachions  faire  correspondre  un  élément  particulier, 
bien  déterminé,  de  ce  sous-ensemble;  une  telle  correspondance 
entre  les  sous-ensembles  de  M  et  des  étémenis  distingués  de  ces 
sous^nsembles  est  dite  une  correspondance  de  M.  Zermelo. 

C'est  en  se  fondant  sur  Texistence  de  telles  correspondances  que 
M.  Zermelo  (*)  a  démontré  que  tout  ensemble  pouvait  être  bien 
ordonné,  le  sens  qu'il  faut  attribuer  au  verbe  pouvoir  restant 
d'ailleurs  très  obscur  pour  certains  esprits. 

Il  n'est  douteux  pour  personne  qu'on  ne  pourra  jamais,  sans 
particulariser  l'ensemble  M,  nommer  une  correspondance  de 
M.  Zermelo  pour  tout  ensemble  M,  puisque  rien  ne  nous  permet 
de  distinguer  deux  éléments  de  M  :  nous  savons  seule;pient  qu'ils 
sont  distincts.  Je  me  propose  de  montrer  dans  cette  Note  combien 
sont  encore  grandes  les  difficultés  que  l'on  rencontrerait,  si  l'on 
essayait  de  nommer  une  correspondance  dé  M.  Zermelo  pour  l'en- 
semble M  des  nombres  réels.  Ma  conclusion  sera  que  l'on  ne 
pourra  jamais  définir  une  telle  correspondance  par  des  pro- 


(  *  )  BtwtiMS  deuijede  Jlîenge  wohlgeordnet  werden  kann,  (  Lettre  4  M.  Hîlbert, 
publiée  dans  le  Tome  UX  des  Maih.  Annaten.) 
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cédés  analytiques  et  cela  mime  si  Von  se  borne  à  la  considéra- 
tion de  certains  sous-ensembles  très  particuliers. 

J^emploie  dans  ce  qui  suit  U  terminologie  que  j*ai  adoptée 
dans  un  précédent  travail  (*)  et  j'utilise  certains  des  résultats  que 
j'ai  obtenus.  Je  dirai  qu'une  (onction  est  représentable aneUy tique* 
ment,  si  l'on  peut  la  construire  en  effectuant,  suivant  une  loi  détèr^ 
minée,  des  opérations  élémentaires  (additions,  soustractions,  mul- 
tiplications, divisions)  et  des  passages  à  la  limite,  en  nombre  (ini 
ou  dénombrable,  à  partir  de  constantes  et  des  variables,  supposées 
en  nombre  (ini  ou  dénombrable.  Cette  définition  très  large  com- 
prend toutes  les  fonctions  qui  ont  été  nommées  jusqu'ici,  même 
celles  qu'on  a  construites  comme  exemples  des  singulartlés  les  plus 
inattendues,  sauf  celles  que  j'ai  formées  à  la  fin  du  Mémoire 
cité.  Encore  faut-il  ajouter  que  la  méthode  de  construction  que 
j'ai  employée,  à  laquelle  Kronecker  eût  vraisemblablement  dénié 
les  qualités  qu'il  exigeait  d'une  définition,  est  un  procédé  d'exclu- 
sion des  fonctions  représentables  analjrtiquement;  au  contraire,  les 
procédés  ordinaires  de  défij^ition  des  fonctions,  qui  reviennent  tous 
à  une  division  du  domaine  considéré  en  ensembles  partiels  par  des 
procédés  analytiques  et  à  une  définition  analytique  de  la  fonction 
sur  chacun  de  ces  ensembles,  conduisent  nécessairement  à  des 
fonctions  représentables  analytiquement. 

Pour  qu'une  fonction  y  soit  représentable  analjtiquement  il  faut 
et  il  suffit  que,  quels  que  soient  a  et  6,  les  ensembles  E(a<C/<6), 
E(a=/),  formés  des  points  pour  lesquels  les  égalité  et  inégalité 
entre  parenthèses  sont  vérifiées,  soient  mesurables  B. 

Les  fonctions  que  j'ai  construites  sont  les  seules  connues  qui  ne 
satisfont  pas  à  cette  condition;  encore  rentrent-elles  dans  la  caté- 
gorie des  fonctions  mesurables,  c'est-à-dire  de  celles  pour  lesquelles  it 
les  ensembles  E(a</<6),  E(a=/)  sont  mesurables.  On  ne 
sait  pas  si  l'on  pourra  jamais  nommer  un  ensemble  non  mesurablci 
une  fonction  non  mesurable* 

On  va  voir  que,  pour  nommer  une  correspondance  de  M.  Zer» 
melo  pour  les  nombres  réels,  il  faudrait  nommer  une  fonction  non 
représentable  analytiquement  et  même  non  mesurable. 


(*)  Sur  tes  fonctions  repréientabUê  analytiguement  (Journ.  de  Math,, 
6*  série,  t.  I,  fase.  II,  igoS,  p.  139-916). 
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Nominer  une  telle  correspondance!  ç*es.i  faire  correspondre  i 
tout  ensemble  de  nombres  E  un  des  nombres,  de  l'ensemble,  on 
faire  correspondre  à  la  fonction  f^  égale  à  zéro  aux  points  de  E  et 
à  I  ailleurs,  ane  des  racines  de  celte  fonction.  Si^'  est  cette  racine, 
y  apparaît  comme  une  fonction  portant  sur  une  variable  qui  est  U 
forme  et  la  valeur  de  la  fonction  ^  dans  un  intervalle*  Les  opéra- 
lions  fonctionnelles  faisant  correspondre  des  nombi^es  à  des  formes 
de  fonctions  n*ont  g;uère  été  étudiées,  sauf  cette  opération  foncr 
tionnelle  que  Ton  nomme  intégration  défini^  {^^)\  ii  serais  donc 
prématuré  de  recherchera  quçlle  classe  d^opératipns  foncûonnellçs 
il  conviendrait  de  réserver  le  nom  A^ opérations  analytiques.  Maiji, 
si  Ton  convient  de  dire  x\\\une  opération  fonctionnelle  tJt  définie 
par  un  procédé  analytique  quand  elle  fait  correspondre  à 
toute  fonction  f{Xy  X)  exprimable  analytiquement  un  nombre 
yÇk)  exprimable  analytiquement  y  on  est  certain  d'avoir  une  dé- 
finition assez  lar^e  pour  qu*il  soit  très  difficile  de  iroM.ver  une 
opération  qui  n'j  satisfasse  pus  (*)• 

Ces  préliminaires  exposés,  je  démontre  que,  même  si  Von  se 
borne  à  la  considération  des  ensembles  dénombrablesj,  il  est 
impossible  de  définir  pour  eux^  une  correspondance  de  Af  .  Zer^ 
melo  par  des  procédés  analytiques.. 

Soit  t  une  variable  comprise  entre  o  et  i  ;  je  l'écris  daps  le  sys- 
tème décimal  en  ajant  soin,  par  exemple,  d^  n'employei^  q.it»*un 
nombre  fini  de  chiffres  significatifs,  quand  cela  est  possible.  On  a 


(*)  Cependant  il  est  facile  de  nommer  bien  d'autres  opérations  fonctionnelles 
de  la  nature  de  celles  dont  il  s'agit  ici.  Ainsi  la  limite  supérieure,  la  variation 
lotiile,  la  mesure  extérieure  de  l'ensemble  des  valeurs  d'une  fonction  sont  des 
fondions  de  la  forme  de  cette  fonction.  Quand  on  s'occupe  de  classes  moins 
étendues  de  fonctions  on  peut  citer  bien  d'autres  opérations  fonc^onnelles  de  la 
nature  ici  considérée»  Toutes  celles  étudiées  par  M.  Volterra  et  par  M.  Hadamard 
sont  de  cette  n^ure.  Les  opérations  fonctionnelles  considérées  par  M*  Pincherle 
et  par  M.  Bourlet  sont  un  peu  différentes  :  elles  font  correspondre  des  fonctions 
4  des  fonctions. 

(')  Par  exemple,  si  Ton  peut  obtenir  le  nombre^  &  partir  de  /  en  effectuant 
une  infinité  dénombrable  d'opérations  élémentaires,  de  passages  à  la  limite,  d'op 
pérations  /  elles-mêmes  sur  des  nombres  ou  des  fonctions,  une  infinité  dénom- 
brable d'intégrations,  de  dérivations,  y  est  défini  à  partir  de  /  par  un  procédé 
analytique. 

Les  opérations  fonctionnelle!!  de  la  note  précédente  sont  toutes  définies  p^r  des 
procédés  analytiques. 
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ainsi  *    ,  ' 

I  :=  Oy  Ag  €lf  €1^  •  •  •  • 

Je  pose 

a?!  ^  0|  ài  01  Ag    •  •  •  9 

et  d*ane  manière  générale 

A  chaque  valeur  de  £  je  fais  ainsi  correspondre  Tensemble  dé*: 
nombrable  des  valeurs  â?i,  ^Ts,  ••.,  distinctes  ou  non.  Réciproque-- 
ment,  à  tout  ensemble.de  nombres  xi^  compris  entre  o  et  i,  cor- 
respond au  moins  une  valeur  de  !•  '    '.    ^ 

On  sait  que  le  plus  grand  entier  non  supérieur  à  un  nombre  x 
est  une  fonction  exprimable  anatjtiquement  de  x  et  cela  même 
à  Paidc  d^expressions  fort  simples.  Or  ai  est  le  plus  grand' 
entier  contenu  dans  io£,  a^  le  plus  grand  entier  contenu  dans 
loof  —  a%^  ...y  donc  ap  es^  une  fonction  exprimable  analytique- 
ment  de  /.  Par  suite  il  en  est  de  même  de  Xn\  il  serait  même  facile 
de  prouver  que  x^  est  une  fonction  de  classe  i  de  la  variable  t* 

Je  désigne  par  o(0)  la  fonction  égale  à  i  pour  0  =  o  et  à  zéro 
ailleurs;  o(0)  est  la  limite,  pour  p  infini,  de  e"^^^  c'est  donc  une 
fonction  exprimable  analytiquement.  La  fonction /(j?,  i)  égale  à  i 
quand  x  prend  l'une  des  valeurs  xi  correspondant  à  /  et  égale  à 
zéro  ailleurs  est  donc 

/(^> ')=  ?(a?  —  ar,)-^ o(x  —  ar,)-h. . .; 

c'est  une  fonction  exprimable  analytiquement  de  x  et  de  i.  Seule- 
ment, pour  que  cela  soit  exact,  nous  ne  considérerons  que  les 
valeurs  de  /  pour  lesquelles  tous  les  Xp  sont  différents.  Les  valeurs 
de  /  laissées  de  côté  forment  Tensemble  somme  des  ensembles 
E^,^  {py^q\  E^,^  étant  formé  des  valeurs  de  t  pour  lesquelles 

Xp  =  Xq*  \\ 


E^,^  est  partout  non  dense.  En  eflet,  dans  un  intervalle  quel- 
conque on  peut  en  trouver  un  autre,  limité  par  deux  fractions  déci- 
males exactes  d'ordre  a  qui  soient  consécutives,  (^>  "7ô«")* 
a  étant  tel  que,  parmi  les  a  premiers  chiffres  de  /,  il  y  en  ait  des 
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nombres  inégaux  p  et  y  qui  inlerviennenl  dans  Xp  et  x^  (*).  Les 
valeurs  de  E^,^  qui  appartiennent  à  (— ï»  — ^-1  ont  alors  a+|  p — yl 
chiffres  détermines,  c'est-à-dire  que  l*on  peut  nommer  des  inter- 
valles contenus  dans  f — ^r*  — â~)  ^^^^  lesquels  il  n*jr  a  aucun 

point  de  E^,^.  E^,^  est  donc  bien  partout  non  dense. 

Laissons  encore  de  côté  les  valeurs  de  t  pour  lesquelles  l'an 
des  Xi  est  un  nombre  décimal  exacty  de  façon  que  la  correspon- 
dance entre  t  et  l'ensemble  des  xi  soit  biunivoque.  Nous  laissons 
ainsi  de  côté  une  infinité  dénombrable  d'ensembles  tels  que,  pour 
chacun  d'eux,  l'un  déterminé  Xi  des  x  ait  une  valeur  décimale 
déterminée  r,  r  9l  deux  développements  déterminés  différents  Ti 
et  rt]  donc  t  a  une  infinité  de  chiffres  qui  doivent  être  égaux  soit 
aux  chiffres  de  r,,  soit  à  ceux  At  r^.  Un  raisonnement  analogue 
au  précédent  montre  que  l'ensemble  des  valeurs  de  /  pour 
lesquelles  on  a  07/=  r  est  partout  non  dense. 

En  définitive,  nous  laissons  de  côté  un  ensemble  qui  est  la  somme 
d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  partout  non  denses,  c'est- 
à-dire  un  ensemble  de  première  catégorie  (*)• 

Supposant  toujours  les  Xi  non  décimaux  et  différents,  recherchons 
quelques  propriétés  de  la  transformation  de  Xp  en  x^^  les  autres  x 
n*étant  pas  modifiés.  Je  dis  que  cette  transformation  fait  corres- 
pondre à  un  ensemble  partout  non  dense  de  valeurs  de  t  un 
ensemble  partout  non  dense  de  valeurs  de  t.  Appliquons,  en  effet, 
la  transformation  à  un  ensemble  E  partout  non  dense  dans  (o,  i), 
qui  est  le  seul  intervalle  considéré,  et  soit  (a,  b)  une  partie  quel- 
conque de  (o,  i).'  Dans  (a,  b)  je  prends  un  intervalle  i%  de  la 

forme  (---^»  \  a  étant  tel  que,  dans  les  a  premiers  chiffres 

de  ^,  il  j  en  ait  autant  qui  servent  dans  Xp  et  dans  Xq  et  que  le 
dernier  de  ces  a  cliiffres  n'appartienne  ni  kxpfxiii  x^^ 


(*)  Oo  suppose  ici  qae  x^  et  x^  ne  sont  pas  des  fractions  décimales  exactes;  ce 
cas  est  examiné  plus  loin. 

(')  Les  notions  d'ensembles  de  première  et  de  seconde  catégories  sont  dus  à 
M.  R.  Baire;  poar  les  propriétés  de  ces  ensembles  on  consaltera  les  Leçons  sw 
tes  fonctions  discontinues  de  M.  Baire  (  Collection  de  Monographies  publiées  sous 
la  direction  de  M.  Borel  )  ou  sa  Thèse,  Sur  les  fonctions  de  variables  réelles 
{Annali  di  JUatematica,  ih^). 


Digitized  by 


Google 


Alors  la  transformation  de  x^  en  Xp  fail  correspondre  à  i%  un 
intervalle  de  même  forme  i.  E  étant  non  dense  dans  i,  on  peut 

trouver  un  intervalle  y,  intériear  à  i,  de  la  forme  l—g*  ^'^r 

6  jouissant  des  propriétés  ci-dessus  indiquées  pour  a.  La  transfor- 
mation de  Xp  en  x^  transforme/  en  un  intervalle  de  même  forme/i^ 
intérieur  &  i|  y  donc  à  (a,  6),  dans  lequel  il  n  y  a  pas  de  points  de  E|. 

Ceci  posé,  une  correspondance  de  M.  Zermelo  fera  correspondre 
à  toute  valeur  de  t  non  laissée  de  côté  un  nombre  j^(l)  qui  sera 
Tun,  bien  déterminé  puisqu*ils  sont  tous  diflTérentSi  des  nombres 
â?i|  x^y  ••••  Chacune  de  ces  valeurs  annulera  donc  une  et  une 
seule  des  fonctions  y{t)  —  â?^(<)«  Rappelle  Cp  l'ensemble  des 
valeurs  de  t  annulant^(l)— *  j;^(<). 

Deux  ensembles  e^,  e^  n'ont  pas  de  point  commun  ;  (o,  i)  est  la 
somme  des  ensembles  Cp  et  de  l'ensemble  de  première  catégorie 
formé  des  valeurs  de  t  laissées  de  c6té;  donc  l'un  des  Cp  est  de 
seconde  catégorie. 

Si  la  correspondance  de  IVL  Zermelo  est  définie,  au  moins  pour 
les  ensembles  dénombrables,  par  un  procédé  analytique,  j^(£)  sera 
une  fonction  exprimable  analjtiquement  et  par  suite  les  ep  seront 
des  ensembles  mesurables  B. 

L'un  d'entre  eux  est  de  seconde  catégorie;  or  on  sait  que,  si  un 
ensemble  mesurable  B  est  de  seconde  catégorie,  il  j  a  un  intervalle 
dans  lequel  il  est  partout  de  seconde  catégorie,  c'est-â*dire  dans 
lequel  son  complémentaire  est  de  première  catégorie  (*)•  Je  dis 
que  cela  est  impossible. 

Pour  le  faire  voir,  je  m'appuierai  sur  cette  remarque  évidente  :  la 
transformation  de  Xp  en  x^  change  Cp  en  e^,  et  je  montrerai  que, 
si  Cp  est  partout  de  seconde  catégorie  dans  un  intervalle,  on  peut 
trouver  un  intervalle  et  un  ensemble  e^  dans  lequel  Cp  et  e^  soient 
tous  deux  partout  de  seconde  catégorie,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu 
quand  Cp  est  mesurable  B. 

Supposons  donc  ep  partout  de  première  catégorie  dans  (a,  fr); 

dans  (a,  b)  je  choisis  un  intervalle  i  de  la  forme  (  — j»  "loi")  *^ 
un  nombre  q  plus  grand  que  a.  Dans  les  et  premiers  chiffres  de  <| 

(  '  )  Voir  mon  Mémoire  ci  lé,  p.  187. 
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il  j  en  a  p  qui  interviennent  dans  Xp  el  il  ik*j  en  a  pas  qui  inter- 
viennent dans  Xq.  Les  valeurs  de  i  comprises  dans  i  et  pour  lesquelles 
Xp  et  x^  ont  les  ^  premiers  chiflres  communs  ont  donc  a+p 
chiffres  déterminési  c'est-à-dire  que  ces  valeurs  de  i  appartiennent 

à  un  ou  plusieurs  intervalles  y  de  la  forme  (— -»  — f)'  ^  chan- 
gement dé  Xf  en  Xp  fait  correspondre  à  toute  valeur  d'un  inter- 
valle /  une  valeur  de  i  ;  donc  les  points  de  /*  qui  n'appartiennent 
pas  à  e^  proviennent  de  points  de  i  n'appartenant  pas  à  Cp,  Or  ces 
points  forment  nn  ensemble  somme  d'une  infinité  dénombrable 
d'ensembles  partout  non  denses  à  chacun  desquels  la  transforma- 
tion de  Xp  en  x^  fait  correspondre  des  ensembles  partout  non 
denses.  Dans  les  intervalles  y ,  Sp  et  e^  sont  donc  partout  de  seconde 
catégorie.  La  proposition  est  démontrée. 

Modifions  quelque  peu  le  raisonnement  précédent;  nous  obtien- 
drons un  résultat  plus  général.  Nous  avons  vu  que  les  points 

de  Ep,^  qui  sont  contenus  dans  f — ^»  — ^j  ont  plus  de  a  chiffres 
déterminés,  c'est-à-dire  qu'ils  peuvent  être  enfermés  dans  un  inter- 
valle de  la  forme  (  ^^^t  ^  ^j)*  De  là  il  résulte  que,  si  l'on  peut 
enfermer  Ep^ç  dans  des  intervalles  de  mesure  totale  /,  on  peut  aussi 

l'enfermer  dans  des  intervalles  de  mesure  totale  — y  et  E..«  est  de 

lo  *^" 

mesure  nulle.  On  démontrera  de  même  que,  quand  l'un  des  xi  a 

une  valeur  décimale  eiacte  dpnnée  r,  i  appartient  à  un  ensemble 

de  mesure  nulle.  L'ensemble  des  valeurs  de  i  laissées  de  côté  est 

donc  de  mesure  nulle. 

.    D'autre  part,  si^(/)  est  une  fonction  mesurable,  les  ensembles 

Cp  sont  mesurables.  Je  dis  qu'ils  ont  tous  même  mesure.  En  effet, 

la  transformation  de  Xp  en  Xç  transforme  l'intervalleY-^j  — j-j 
d'étendue  -^  en  un  intervalle  de  même  étendue,  pourvu  que  dans 

les  a  premiers  chiffres  de  ^  il  y  en  ait  autant  de  Xp  que  de  Xq  et 
que  le  a'^"**  chiflre  n'appartienne  ni  à  x^^  ni  à  x^.  Cela  revient  à 
dire  que  la  transformation  de  Xp  en  x^,  qui  transforme  ep  en  e^^ 
transforme  un  ensemble  qu'on  peut  enfermer  dans  des  intervalles 
de  longueur  totale  /  en  un  ensemble  qu'on  peut  enfermer  aussi 
dans  des  intervalles  de  longueur  totale  /.  Cette  transformation 
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conserve  donc  la  mesure  :  tons  les  €p  ont  même  mesure.  Or  (b,  i)- 
est  la  somme  des  ep  et  de  l'ensemble  exceptionnel  E;  tous  ces 
ensembles  sont  sans  points  communs  :  on  a  donc  les  égsdi tés  incom- 
patibles 

I  =  m(E)-H  m(ei)+ m(es)-i-.  • ., 

m(E)ao,       m(ei)=m(es)am(^j)s3.... 

//  est  ainsi  démontré  quey{t)  ne  peut  pas*  être  une  fonction 
mesurable. 

Les  raisonnements  précédents  prouvent  aussi  que  :  Un  existe 
aucune  fonction  y  {x^^  x^^  ^t«  ••')de  l'inanité  dénombrable  de 
variables  x^ ,  x^^  x^j  • . .  qui  soit  représentable  analytiquement, 
ou  même  simplement  mesurable,  et  qui  fasse  correspondre  à 
tout  ensemble  dénombrable  x^^x^y  x^, ...  un  nombre  distingué 
y  de  V ensemble,  dépendant  de  Vensemble  x% ,  jtj,  a?j,  . .  •,  mais . 
pas  de  V ordre  dans  lequel  sont  rangés  les  points  qui  composent 
cet  ensemble  (*). 

La  notion  d'ensemble  dénombrable  le  plus  général  n'étant  pas 
des  plus  claires,  il  ne  sera  peut-élre  pas  inutile  de  montrer  qu^oa. 
rencontre  les  mêmes  difficultés  quand  on  essaye  de  nommer  une 
correspondance  de  M.  Zermelo  pour  des  familles  très  simples 
d'ensembles  dénombrablcs.  Pour  n'avoir  toujours  à  considérer  que 
le  segment  (o,  i),  j'introduirai  la  notion  d'ensemble  réduit  corres- 
pondant à  un  ensemble  E.  J'appellerai  ainsi  l'ensemble  des  parties  . 
fractionnaires  F(/)  des  valeurs  de  /  appartenant  à  E.  Un  ensemble 
réduit  ne  contiendra  donc  que  des  valeurs  telles  que  Ton  ait 

o<F(0<i. 

Il  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  F(/),  étant  égale  ât  diminué 
du  plus  grand  entier,  positif,  nul  ou  négatif,  qui  ne  surpasse  pas  t^ 
est  une  fonction  exprimable  analytiquement  de  t.  De  telle  sorte 
que,  si  E  est  déûnissable  par  des  procédés  analytiques,  il  en  est 
de  même  de  son  ensemble  réduit. 

Laissons  de  côté  les  ensembles  bien  ordonnés  dans  réchelle 
croissante  ou  décroissante  des  valeurs  de  la  variable.  Le  plus 


(1)  Cet. énoncé  est  équivalent  an  précédent. 
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simple,  penl-èlre,  des  autres  ensembles  dénombrables  est  la 
progression  arilhmélique  infinie  dans  les  deax  sens  formée  des 
nombres  a-i-nr^  n  étant  un  entier  positif,  nul  ou  négatif.  Pour 
ces  progressions  il  est  facile  de  nommer  un  élément  distingué  par 
un  procédé  analjrtique;  par  exemple,  le  plus  petit  terme  positif  de 
la  progression,  lequel  est  une  fonction  de  classe  i  des  variables  a 
et  r.  On  ya  voir  qu^au  contraire  cela,  est  impossible  pour  l'en- 
semble rédui|(*). 

Pour  simplifier  je  suppose  que  r  a  une  valeur  irrationnelle 
déterminée,  y  2  par  exemple,  et  je  démontre  qu'i7  n'existe  aucune 
/onction  y{a)  représentable  analytiquement  ou  simplement 
mesurable  qui  fcLw'  correspondre  à  tout  ensemble  formé  des 
valeurs  deYi^a  +  n^)  pour  n  entier  y  une  valeur  distinguée 
de  Vensemble  ne  dépendant  que  de  l^ensemble  et  non  de  la 
manière  dont  il  est  donné. 

En  eflet,  s\y{d)  existait,  on  aurait,  quel  que  fût  Tentier/?, 

jr(a  + 1)  =s  jr(a -*^/>  V^)  =  j^(a)  ; 
)w(a)  désignant  un  entier  convenable,  Texpression 

définirait  un  entier  z{a)  vérifiant  les  égalités 

-j(a-hi)=-j(a), 

«(a-4-/)/î)-h/)=:*(a), 

^[a-hF(/>/î)]-t-/)  =  «(a). 

Désignons  par  Cq  Tensemble  des  valeurs  de  a  comprises  dans 
(0,1)  pour  lesquelles  2(a)=^.  Nous  supposons^  mesurable; 
donc  Cq  est  mesurable.  Or  on  passe  de  Cq  à  une  partie  de  e^^p  par 

(*)  Ce  fait,  siDgalier  au  premier  abord,  résulte  de  ce  que,  tandis  qu^il  est 
possible  de  repérer  la  position  de  la  progression  a-hnr  dans  Téchelle  des 
nombres,  cela  devient  impossible  si  Ton  ne  connaît  que  l'ensemble  réduit  corres- 
pondant, parce  que  le  même  ensemble  réduit  correspond  à  la  fois  aux  deux  pro- 
gressions a-4-iir  et  (a  +  i)+nr.  De  sorte  que  ce  qui  Ta  être  démontré,  c'est 
l'impossibilité  de  définir  par  des  procédés  analytiques  une  correspondance  de 
M.  Zermelo  pour  les  progressions  arithmétiques  à  deux  raisons  formées  des  va- 
leurs que  prend  Tes  pression  a-^m-^nr  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  m 
et  de  /i,  et  cela  même  si  r  a  une  valeur  irrationnelle  déterminée,  |/â  par  exemple. 
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les  opérations  suivanles  :  i*  on  cflecluc  la  translatioa  +  F(/>y/a) 
sur  la  parlie  de  e^  conleniie  dans  [o,  i  —  F(/>V^)]ï  rcxlrémîlé 
1  — F(/>y/â)  exclue;  a**  on  efleclue  la  translation  —  [i— F(/>^)] 
sur  la  partie  de  e^  contenue  dans  [i  —  F(/?^)y  i],  origine  com- 
prise. On  passerait  de  même  de  e^^p  à  eq\  donc  e^  et  e^^p  ont  la 
même  mesure. 

(o,  i)  est  la  somme  des  e^,  sans  point  commun  ;  tous  les  e^  ont 
la  même  mesure  et  ils  sont  en  nombre  infini;  d*où  rimpossibiliié 
qui  légitime  renoncé» 

Je  crois  utile>  en  terminant,  de  faire  quelques  remarques.  Dans 
toute  question  d'existence,  il  j  a  Heu  de  tenir  compte  de  deux 
mentalités  diOerentes  :  celle  de  l'idéaliste  et  celle  de  Tempiriste 
de  P.  du  Bois-Rejmond  (*)•  Dans  ce  qui  précède,  j'ai  donné  aux 
définitions  leur  sens  idéaliste;  c'est  ainsi,  par  exemple,  que  j'ai 
parlé  d'une  infinité  dénombrable  de  constantes  sans  m'occuper 
d'une  loi  les  définissant,  parce  que  tout  ce  qui  rentre  dans  la  défi* 
nition  empirique  rentre  a  férliori  A^ns  la  définition  idéaliste.  Au 
contraire,  j'ai  fait  des  raisonnements  empiristes  parce  que  ce  sont 
les  seuls  qu'idéalistes  et  empiristes  s'accordent  à  déclarer  corrects. 

En  donnant  aux  définitions  leur  sens  idéaliste,  on  est  certain 
de  leur  donner  un  sens  aussi  large  que  celui  que  les  empiristes 
leur  donneront  jamais  (');  mais  il  ne  s'ensuit  pas  qu'on  doive  uti- 
liser des  preuves  idéalistes.  Sans  doute,  celles  de  ces  preuves  qu'on 
■    ■■■■' '  '  ■■  '  I  I        ■ 

(*)  Théorie  générale  des  fonctions,  traduction  G.  Milhaud  et  A.  Giroi,  Nice. 
1887. 11  o'y  ft  d'ailleurs  pas  que  deux  mentalités  en  présence,  car  il  7  a  bien  des 
manières  d'être  idéaliste  ou  empiriste.  L*empirisme  de  Kronecker  n'est  pas  çelni 
de  M.  Jules  Drach;  Tidéalisme  de  du  Bois-Reymond  diffère  sensiblement  de  ceint 
de  M.  Jacques  Uadamard. 

Il  est  d'ailleurs  vraisemblable  que,  connaissant  les  résultats  récents  obtenus 
dans  la  Théorie  des  fondions,  du  Bois-Reymond  eût  modifié,  sur  des  points  de 
détail,  le  langage  qu'il  prête  à  ridéalisle. 

(')  On  ne  mérite  donc  pas  ce  reproche  que  M.  Uadamard  formulait  ainsi  :  c  Je 
crois  que  le  débat  est  au  fond  le  même  qui  s*est  élevé  entre  Riemann  et  ses  pré- 
décesseurs sur  la  notion  même  de  fonction.  La  loi  qu'exige  Lebesgue  me  parait 
ressembler  fort  à  l'expression  analytique  que  réclamaient  à  toute  force  les  adver» 
saires  de  Riemann.  >  Et  en  note  :  c  Je  crois  devoir  insiter  un  peu  sur  ce  point 
de  vue  qui,  s'il  faut  dire  toute  ma  pensée,  me  parait  former  le  fond  même  da 
débat.  Il  me  semble  que  le  progrès  véritablement  essentiel  des  Mathématiques,  fc 
partir  de  l'invention  même  du  Calcul  infinitésimal,  a  consisté  dans  l'annexion  de 
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peut  coDslruire  actuellement  légitiment  tous  les  énoncés  qui,  au 
cours  des  siècles,  seront  démontrés  par  les  eropiristes;  mais  est-il 
bien  certain  que  ces  preuves  ne  légitiment  pas  aussi  des  énoncés 
que  les  empiristes  démontreront  être  faux?  On  a  vu  récemment 
M.  Buralî-Forti,  employant  les  raisonnements  idéalistes  que  l'on 
utilisait  constamment,  à  Pexemple  de  M.  G.  Cantor,  dans  Tétude 
des  ensembles,  meltre  en  évidence  une  contradiction  à  laquelle  ils 
conduisent  (').  Sans  doute,  les  raisonnements  de  M.  Burali-Forti 
ont  été  immédiatement  condamnés  par  des  idéalistes  qui  ont  fait 
remarquer,  avec  raison,  qu'il  formait  un  ensemble  avec  des  objets 
non  préalablement  existants  (^).  Cette  critique,  pour  Fempiriste, 
a  la  valeur  suivante':  M.  Burali-Forti  raisonne  sur  des  êtres  mal 
définis  comme  s'ils  étaient  bien  définis;  or  Tempiriste  se  demande 
si  ce  n^est  pas  précisément  là  ce  qui  caractérise  le  raisonnement 
idéaliste?  Pour  qu'un  empiriste  pût  admettre  les  preuves  idéalistes, 
il  faudrait  qu'on  lui  eût  enseigné  comment,  avant  qu'un  raison^ 
nement  idéaliste  ait  conduit  à  une  contradiction,  il  pourra  s'aper- 
cevoir s'il  est  illégitime  ou  légitime. 

Ayant  ainsi  fait  mes  réserves  sur  la  valeur  des  preuves  idéalistes* 
j'énonce  des  propositions  démontrées  dans  ce  qui  précède  par  des 
raisonnements  idéalistes  :  * 

Il  existe  des  ensembles  qui  ne  sont  pas  mesurables. 
Il  existe  des  ensembles  qui  sont,  ainsi  que  leurs  complémen"^ 
taires,  de  seconde  catégorie  dans  tout  intervalle  (')• 

notions  successives  qui,  les  unes  pour  les  Grecs,  les  autres  pour  les  géomètres  de 
la  Renaissance  ou  les  prédécesseurs  de  Riemann,  étaient  c  en  dehors  des  Mathé- 
»  matiques  »,  parce  qu'il  était  impossible  de  les  décrire.  >  (  Ce  Bulletin,  U  XXXIII» 
1905,  p.  370.) 

(  *  )  Bendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo,  1897.  ^  ^^^  '"^î  Hilbbrt. 
Congre»  de  Heidelberg;  J.  Richard,  Bévue  générale  des  Sciencei,  année  190S.) 

(')  IIadamard,  Loc.  cit.,  p.  271. 

(*)  Cette  Note  a  été  rédigée  ft  Toccasion  d^nne  question  posée  par  M.  C  Segre 
(Math.  Ann,,  t.  XL)  et  sur  laquelle  il  a  bien  voulu  appeler  mon  attention. 

La  réponse  partielle  que  j'ai  pu  faire  à  cette  question  a  été  publiée  dans  les. 
Atti  delta  B,  Ace,  délie  Se,  di  Torino,  10  mars  1907.  Tai  appris  depuis  que  des 
considérations  analogues  à  certaines  de  celles  que  j'utilisais  avaient  été  déve- 
loppées par  M.  Hamel  dans  le  tome  LX  des  Âfaih.  AnnaUn* 

J'ajoute  que  l'existence,  au  sens  idéaliste,  d'ensembles  non  mesurables  a  été 
démontrée  par  M.  Vitali  (Bologna,  Tip.  Gamberini  e  Parmeggiani,  i9o5). 
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4 

La  Société  mathémalique  de  France  a  pour  objet  ravaocemeiit  et  la  propa- 
gation des  études  de  Mathématiques  pures  et  appliquées*  Elle  y  concourt  par 
ses  travaux  et  ses  publications.  Elle  a  son  siège  à  Paris. 

La  Société  se  compose  de  sociétaires  perpétuels,  de  membres  résidant:»  et 
de  membres  non  résidants,  en  nombre  illimité. 

.    Sont  considérés  comme  résidants  les  membres  qui  ont  à  Paris  leur  domi* 
eile  ou  leurs  occupations  professionnelles. 
Les  Étrangers  peuvent  faire  partie  de  la  Société. 

Les  conditionsà  remplir,  pour  être  membre  de  la  Société,  son  lies  suivantes  : 
i"  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  membres  et  agréé  par  Je  Conseil  d'admi- 
nistration 0.U  parle  Bureau  agissant  en  vertu  d'un  mandat  du  Conseil;  a^  avoii 
obtenu,  à  Tune  des  séances  qui  ont  suivi  la  présentation,  les  suffrages  de  la 
majorité  des  membres  présents;  3^  avoir  versé  un  droit  d'admission  de  dU 
francs;  4*  payer  une  cotisation  annuelle  dont  le  montant  est  de  wngt  francs 
pour  les  membres  résidants,  et  de  quinzefrancs  pour  les  membres  non  résidants. 
La  cotisation  annuelle  peut  toujours  être  rachetée  par  une  somme  de  trots 
cents  fr€inc$,  versée  dans  les  conditions  fixées  par  le  règlement  administratif 

\        de  la  Société. 

[  Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétueL 

i  La  cotisation  annuelle  est  payée  au  commencement  de  chaque  exercice  dont 

[        l'origipe  est  fixée  au  i""  novembre  de  chaque  année. 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de  Texer- 

\        cice  en  cours,  quelle  que  soit  Tépoquo  de  leur  admission. 

;  La  Société  tient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 

trois  mois  de  vacances,  de  la  mi-juillet  à  la  mi-octobre. 

[  Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 

f        être  présentées  par  l'un  de  ses  membres. 

\  La  Société  publie  par  livraisons  un  Recueil  annuel  qui  a  pour  titre  :  Sulietm 

I         de  la  Société  mathématique  de  France,  et  qui  contient,  avec  un  extrait  dch 

'         procès^verbaux  des  séances,  des  Notes  et  Mémoires  sur  les  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  des  membres  de  la  Société,  et  pré- 
sentant quelque  originalité  an  point  de  vue  de  la  méthode  ou  des  résultats. 
Les  livraisons  du  Bulletin  sont  adressées  à  tous  les  membres  de  la  Société, 

)        an  fur  et  à  mesure  de  leur  publication.  Toutefois,  dans  le  cas  où  un  sociétaire 

I         se  met  en  retard  dans  le  payement  de  sa  cotisation,  Ton  vol  du  Bulletin  est 

:         suspendu  pour  lui,  jusqu*à  ce  qu'il  ait  acquitté  l'arriéré. 


LIBRAIRIE     GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI   DBS  GRANDS-AUGUSTINS,  55,  A    PARIS  (6*). 


HUMBERT  (G.),  Membre  de  l'institut,  Professeur  à  l'Ecole  Polytechnique. 
—  Cours  d'Analyse  professé  à  l'Ecole  Polytechnique,  -i  volumes  in-8 
(25  X  i6),  se  vendant  séparément. 
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géométriques^  avec  1 1 1  figures;  \^o% .' 16  fr. 
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PAR    LES   SECRÉTAIRES. 


S'adresser,  pour  la  rédaction,  à  Mi  Bapvt,  rué  Pierre-Nicoie,  7,  Paris,  5*; 
pour  la  distribution,  à  M.  Servant,  rue  des  Saints>Péres,  8,  Paris^  -j: 


TOME  XXXV.  -   FASCICULE  IV. 


PAKIS, 
AU    SIÈGE    DE    LA    SOCIÉTÉ, 

A     LA     SORBONNK. 
1907 


MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  priés  d'adresser  leur  cotisation  à  M.  Claude^Lafontaine, 
Trésorier  de  la  Société,  rue  de  Trévise,  3»,  à  Paris.  niniti^^H  h^,OoOCTIp 

On  fi'abonne  et  Tan  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  au  siège  de  la  Société  et  à  la  Librairie 
Sauthier-Villars,  quai  des  Grands-Augustins,  55,  Paris. 


Les  séances  de  la  Société  mathématique  ont  llèu  les  deuxième  et 
quatrième  mercredis  de  chaque  mois  à  8  heures  trois  quarts  du  soir. 

Depuis  le  1^  mars  19C0  les  séances  de  la  Société  ont  lieu  dans  une 
salle  de  la  Faculté  des  Sciences  (entrée  place  de  la  Sorbonne,  escalier 
tout  aa  bout  de  la  galerie,  deuxième  étage  à  droite). 

Les  Membres  de  la  Société  ont  dû  recevoir  une  carte,  portant  le 
timbre  du  Secrétariat,  leur  donnant  accès  à  la  Bibliothèque  de  TOni- 
yersité,  et  fournissant  à  ce  sujet  les  renseignements  nécessaires;  ceux 
qui  ne  l'auraient  pas  reçue  sont  priés  d'en  informer  le  Secrétariat. 

La  correspondance  peut  être  adressée,  soit  à  la  Faculté  des  Sciences, 
place  de  la  Sorbonue,  soit  au  domicile  de  Tun  des  secrétaires,  de  pré- 
férence à  M.  Servant,  sauf  ce  qui  concerne  la  rédaction  du  Bulletin 
qui  doit  être  adressé  de  préférence  à  M.  Rafly. 


AYIS. 


Dans  :9a  séance  du  i5  mars  1906,  le  Conseil  delà  Société  ma- 
Lhémalique  de  France  a  décidé  qu*à  Tavenir  tout  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  son  admission,  aux  pri^  suivants  :* 

3  francs  le  volume  pour  chacun  des  trente  premiers  tomes; 

t)   francs   le    volume   pour  chacun   des   tomes   suivants,    ce  dernier   prix 

devant  être    réduit  à  4  francs  pour  les  acheteurs   de  dix  volumes  au 

moins. 

Dans  sa  séance  du  28  février  1900,  le  Conseil  de  la  Société 
mathématique  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de 
la  Société,  auteur  d'un  tra\^il  quelconque  inséré  dans  le  Bulle- 
lin  et  désirant  eu  obtenir  des  tirages  à  part,  devra  en  faire  la 
demande  en  retournant  l'épreuve  corrigée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  frais  du 
tirage  à  part  seront  faits  par  la  Société. 


CoijforménuMjt  à  des  décisions  prises  par  le  Conseil  et  par  la 
(Commission  d'impression  : 

i«  Le  Bulletin,  depuis  le  Tome  XXVII,  paraît  tous  les 
trois  mois  ; 

'i""  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  au  Bulletin  soni 
instamment  priés  d'inscrire  en  tête  de  leurs  manuscrits  la 
classilicalion  que  leur  assii^rie,  d'après  le  sujet  traité,  Vlndex  dit 
Répertoire  biblioi^raphique  des  Sciences  mathématiques; 

3°  Us  sont  ('gaiement  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  pos- 
sible, la  pro|)oriion  de  une  figure  pour  quatre  pages  de  texte 
imprimé. 
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SUR  L£  MODE  DE  CROISSANCE  DES  FONCTIONS  ENTIÈRES; 
Par  m.  Otto  Blumewthal. 


Soh /{z)  une  fonctioQ  entière  de  z.  Posons  z  =  re'^  et  dési- 
gnons par  G(r,  <f)  le  module  de  /,  par  A(r,  '^)  et  B  (r,  o)  ses 
parties  réelle  et  imaginaire.  Soient,  en  outre,  IVI(/),  A(/*),  B(/') 
les  valeurs  maxima  de  Gj  A,  B  sur  le  cercle  de  rayon  r. 

Nous  allons  établir  sur  ces  fonctions  quelques  propositions 
dWdre  général  qui  me  paraissent  indispensables  pour  fonder  so- 
lidement la  théorie  des  fonctions  entières.  Il  semble  que  ces  théo- 
rèmes n'aient  pas  encore  été  démontrés  explicitement,  quoique, 
dans  leurs  grandes  lignes,  ils  n'offrent  peut-être  rien  de  nouveau 
pour  ceux  qui  s'occupent  des  fonctions  entières. 

Les  propositions  que  je  vais  établir  sont  valables  pour  les  trois 
fonctions  IVI(r),  A(/'),  B(r)  et  de  même  pour  les  valeurs  minima 
des  fonctions  G,  A,  B.  Je  me  bornerai  à  les  démontrer  pour  M(r), 
la  démonstration  pour  les  autres  fonctions  étant  ou  identique  ou 
plus  facile. 

1.  J'appellerai  fonction  (courbe)  algébroïde  entière  une 
fonction  (courbe)  réelle 

de  la  variable  réelle  x^  qui  satisfait  aux  conditions  suivantes  : 

1°  Elle  est  finie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  x. 

2°  Pour  toutes  les  valeurs  de  x,  sauf  au  plus  pour  une  infinil'^ 
dénombrable  de  points  tendant  vers  l'infini  comme  point  limite 
unique,  y  est  analytique  et  régulière  en  x, 

3®  Pour  les  valeurs  exceptionnelles  y  admet  des  développements 
à  la  Puiseux,  suivant  des  puissances  fractionnaires  de  x. 

Ceci  posé,  voici  la  proposition  à  établir  : 

La  fonction  {courbe)  M(r),  évidemment  monodromcy  con- 
tinue et  croissante,  se  compose  dun  nombre  fini  ou  infini  dé- 
xxxy.  i4 
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nombrable  de  parties  de  fonctions  {arcs  de  courbes)  algé- 
brotdes.  Les  valeurs  (points)  de  rencontre  de  deux  parties  de 
fonctions  {arcs  de  courbes)  différentes  sont  en  nombre  fini  ou 
n'ont  qu^une  valeur  {point)  limite  unique  à  l'infini  (*).  De 
plus,  on  sait  que  M(r)  tend  vers  TinfiiH  avec  r. 

En  particulier  donc,  la  courbe  sera  partout  analytique  et  algé- 
broïde  sauf  pour  les  poinls  de  rencontre  où  il  j  aura,  en  général, 
discontinuité  de  la  tangente  et  des  dérivées  supérieures. 

Ces  propriétés  sont  bien  mises  en  relief  par  un  exemple  simple, 
mais  très  instructif,  qu^on  trouvera  au  n°  10  de  ce  travail. 

2.  Remarques  préliminaires,  —  Pour  éviter  des  renvois  nom- 
breux,  je  commencerai  par  rappeler  quelques  faits  connus  qui 
nous  seront  utiles  dans  la  suite. 

A,  B  et  logG  satisfont  à  l'équation  de  Laplace 

Au  =  o. 

Nous  en  tirons  le  lemme  suivant  : 

Une  fonction  entière  f{z)^  qui  a  une  valeur  absolue  constante 
sur  un  cercle  de  rayon  R  ayant  l'origine  comme  centrCy  est 
nécessairement  de  la  forme  az'^. 

D'abord,  si  /n'a  pas  de  racines  à  l'intérieur  du  cercle,  logG, 
étant  constant  sur  sa  périphérie  et  fini  à  son  intérieur,  est  une 
constante,  et  il  en  est  de  même  def{z). 

Soient  donc  a^,  a2,  ...,  oLp  celles  des  racines  de  y  à  l'inté- 
rieur du  cercle  qui  sont  dillérentes  de  zéro.  Nous  appellerons 
r/i=\z  —  a^  I  la  distance  d'un  point  variable  z  au  point  a^  et 
/•j^=  I  5  —  a^  I  la  dislance  de  z  au  point  cLf^  symétrique  à  a^^  par 
rapport  au  cercle  (R).  On  sait  alors  que 

iog^,'7---^> 

/  1  /  ,  .  .  .  Ty, 


(  '  )  J'ai  énoncé  ce  ihéorèrne  deux  fois  sans  démonstration  :  dans  la  Ihése  de 
M.  A.  Kraft,  Ueber  ganze  transcende n te  FiinkUonen  von  unendlicher  Ord- 
nung  {Dissertation,  Gôttingen,  1908);  et  Jahresber,  d.  deutschen  Math.- Ver., 
t.  \VI,  février  1907.  Du  reste,  on  peut,  par  nos  méthodes  et  presque  sans  aucun 
changement,  démontrer  une  proposition  analogue  sur  les  séries  de  Taylor  à  l'in- 
térieur de  leur  cercle  de  convergence. 


Digitized  by 


Google 


—  215  — 

a  une  valeur  constante  sur  le  cercle.  Du  reste  logG,  devenant  in- 
fini comme  logr^  au  point  a;^,  est  nécessairement  de  la  forme 

logG=  const.  -f-  log    ]   V     ^  "^"  /wlogr, 

r,  Tj  . . .  /'p 

si  Torigine  est  un  zéro  d'ordre  m  def{z). 

Donc  logG  deviendrait  infini  positif  aux  points  a'^,   ...,  a'^. 
Ceci  étant  impossible,  puisque /(«)  est  entière,  il  vient 

log  G  =  const.  -t-  m  logr, 

ce  qui  prouve  notre  proposition  (  *  ). 

Nous  exclurons  constamment  par  la  suite  les  puissances  az'^. 
Une  autre  forme  du  même  lemme  est  alors  la  suivante  : 

La  dérivée  j-  ne  peut  s'annuler  tout  le  long  d'un  cercle 

ayant  V origine  comme  centre. 

En  coordonnées  polaires  r,  o,  l'équation  Aa  =  o  a  la  forme 

à_/    du\        I  à^u  _ 
àr  \    ôr  )        r  ôt&*  "" 

On  en  conclut  que 

df        do  d'f 

satisfont  encore  à  Téquation  de  Laplace. 

3.  Nous  posons 


Alors 


n  =  <c 

an— ai, -h  ia\. 


A(r,  o)  =aj  -h  V/'«(aicosn<p  — a^^sin/Kp), 

n 

1^('N?)  =  a\  -f- y^/-«(a',  cosn«p-ha;,  sin/i©). 


(»)  Bien  entendu,  on  peut  aussi  la  démontrer  sans  faire  intervenir  explicite- 
ment la  théorie  du  potentiel. 
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Par  suite  de  la  décroissance  rapide  des  quanti  lés  a^,  les  séries  (2) 
restent  Mn//ormcmenr  et  absolument  convergentes,  même  si  Von 
y  admet  pour  r  des  valeurs  complexes  dont  le  module  ne 
dépasse  pas  une  quantité  arbitraire  R,  et  pour  ç  des  valeurs 
complexes  ayant  un  module  <27r.  Par  suite,  d'après  un  théo- 
rème connu,  on  peut  y  remplacer  cosn^,  sin/tQ  par  leurs  déve- 
loppements de  Taylor  et  changer  Tordre  des  termes,  de  façon  à 
obtenir 

(3)  A(r,ç)  =  ai  -t-  r^ci//"*?',         B(r,ç)  =  aj  +  r^^i/r*?', 

kj  kj 

et  ces  séries  convergent  uniformément  et  absolument  à  Tinténeur 
de  tout  cercle  arbitrairement  grand  ayant  son  centre  à  Torigine 
du  plan  des  z. 

Il  en  est  de  même  de 

(4)  G«(r,ç)=A«(r,?)-+-B«(r,(p)=^o-+-r2^/it'-*?'. 


*,i 


Les  expressions  (3)  et  (4)  montrent  que 

dA(o,  o)       ()B(o,  ç>)       <)G(o,  <p) 
d^  à^  ào 

s'annulent  identiquement  en  ç  (  *  ). 

4.  Considérons  maintenant  Tenserable  des  valeurs  (r,  9)  pour 
lesquelles 

do 

Voici  la  proposition  à  prouver  : 

Dans  tout  le  plan,   l'ensemble  des  points  pour   lesquels 

dC 

-T-  ^=0  forme  au  plus  une  suite  dénombrable  de  courbes  algé- 

broldes;  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  ces  courbes  (ou  de  leurs 
branches)  qui  pénètrent  dans  l'intérieur  d'un  cercle  (R). 


(M  Ce  fait,  évident  dans  le  cas  où  g  ^  o^  se  vérifie  aisémeot  dans  le  cas  gé- 
néral à  Paide  des  formules  (2). 
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Tout  d^abord,   il  ne  peut  exister  de  point  Isolé  pour  lequel 

Cela  est  évident  pour  le  point  r  =  o.  Écartons  ce  cas  et  sup-* 
posons  en  premier  lieu  que  le  point  isolé  ne  soit  pas  un  zéro 
de  G.  Alors 

<^logG  _  ±àG 

s'annule  en  ce  point  et  reste  finie  et  continue  dans  son  voisinage. 
Traçons  autour  du  point  un  cercle  c  aussi  petit  que  nous  vou- 
drons. "  f  et  par  suite  j->  doit  changer  de  signe  et,  par  suite, 
s'annuler  sur  le  cercle,  car,  puisque  t--  satisfait  à  l'équation  de 
Laplace,  on  a,  d'après  le  théorème  de  la  moyenne  arithmétique, 


â^ 


ds  désignant  l'élément  de  l'arc  du  cercle  c.  Donc  le  point  n'est  pas 
un  zéro  isolé  de  t-* 

0(p 

Supposons  en  second  lieu  que  G  s'annule  en  même  temps  que 
-T-'  Nous  considérons  alors  le  cercle  (r)  ayant  son  centre  à  l'ori- 
gine et  passant  par  le  point.  Il  est  évident  que,  sur  ce  cercle, 

dC 

T-  change  de  signe  au  point  G  =  o.  Entourons  donc  encore  ce 

point  d'un  petit  cercle  c,  on  voit  que  j-  change  de  signe  et,  par 
suite,  s'annule  sur  c. 

Pour  établir  notre  proposition,  nous  n'avons  maintenant  qu'à 
appliquer  les  procédés  généraux  de  Télimiiiation,  ce  qui,  dans 
le  cas  de  deux  variables,  ne  présente  pas  de  difGculté.  Soit(ro,  <fo) 

un  point  quelconque  pour  lequel  —  =  o.  Développant  — — - 
en  série  partout  convergente  suivant  les  puissances  de  r  —  r© 
et  de  o  —  «po,  la  condition  — — -  =  o  prend  la  forme 
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et  le  premier  membre  ne  s'annule  pas  îdenliquement  pour  r  =  r^, 
en  vertu  du  lemme  démontré  au  n^  S  (*). 

Admettons,  pour  un  moment,  des  valeurs  complexes  de  r — r^ 

el  ç  —  ©o-  Alors,   si  — j —  commence  par  des  termes  d'ordre/?  en 

;-  et  (p,  il  existe  exactement />  développements  de  la  forme 

(5)  o'X»-<po=2£'/»/S 

f 

1 

t  étant  une  puissance  fractionnaire  de  r  —  Tq  :  /  =  (r  —  r^Y 
(p  entier  positif)  (^).  L'ensemble  des  valeurs  (r,  o)  fournies  par 
ces  développements  est  identique  à  Tensemble  des  racines  (r,  o) 

de  l'équation  — '—  =  o  dans  un  voisinage  fini  et  déterminé  du 

point  (ro,  cpo). 

Or,  retournons  au  domaine  réel.  Comme  le  zéro  (ro,  Oq)  ne  peut 
être  isolé,  quelques-uns,  du  moins,  des  développements  cités 
auront  une  projection  dans  le  domaine  réel,  qui  n'est  autre  chose 
qu'un  élément  de  courbe  algébroïde  passant  par  le  point  (tq,  q#). 

De  plus,  comme  G  n'a  que  des  zéros  isolés,  les  zéros  de  -—r — ■ 

sont,  dans  un  certain  voisinage  du  point,  identiques  à  ceux  de  -r-* 
donc  : 

Au  voisinage  de  chaque  point  (r©,  ©o)  qui  annule  -r—  l'équation 
—  =  O    définit   un   nombre  fini  d' éléments  algébroïdes  réels 

passant  par  le  point.  On  s'assure,  du  reste,  aisément  que  chacun 
de  ces  éléments  avec  ses  prolongements  analjriiques  par  le  plan 
des  z  donne  une  courbe  algébroïde  entière. 

Envisageons  l'ensemble  de  tous  ces  éléments.  Bornons-nous  à 
ceux  d'entre  eux  qui  possèdent  des  points  à  l'intérieur  ou  sur  la 


(*)  Le  dernier  raisonnement  ne  s'applique  pas  au  point  r  =  o.  Pour  traiter  ce 

point,  on  divisera  d'abord  —r —  par  une  puissance  convenablement  choisie  de  r; 

on  sera  ainsi  ramené  au  cas  général. 

(')  Développements  à  la  Puiscux.  Comparer  Jordan,  Cours  d*Analyg€,  t.  I, 
p.  34:*-3jo. 
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périphérie  d'un  cercle  (R),  Je  disque  ces  éléments  avec  leurs  pro- 
longemenls  analytiques  ne  forment  qu\in  nombre  fini  de  courbes 
(branches  de  courbes)  algébroïdes. 

En  effet,  supposons  qu^il  y  en  ait  une  infinité  ajant  des  points 
communs  avec  l'intérieur  ou  la  périphérie  de  (R).  Alors  il  y  a,  dans 
(R)  ou  sur  (R),  au  moins  un  point  limite  P  tel  que  dans  son  voi- 

sinage  pénètrent  des  courbes  —  =  o  en  nombre  infini.  La  conll- 

nuilé  de  -p  exige  alors  que  P  soit  lui-même  un  zéro  de  la  fonction. 

Appliquant  alors  le  théorème  ci-dessus,  on  voit  que  Thypolbèse 

faite  est  absurde.   Notre  proposition  sur  les  valeurs  j- =  o  est 

donc  bien  démontrée. 

Nous  désignerons  dorénavant  par  courbes  C  les  courbes  algé- 

broïdes  entières  -r—  =  o. 

Une  courbe  C  ne  coupe  un  cercle  (r)  qu'en  un  nombre  fini 
de  points.  C'est  ce  qu'on  démontre  encore  par  la  méthode  du 
point  limite.  Mais  la  même  méthode  nous  fournit  encore  le  résultat 
bien  plus  précis  : 

Sur  tous  les  cercles  (r)  intérieurs  à  (R)  le  nombre  des  points 
pour  lesquels  j-  =o  est  au  plus  égal  à  un  nombre  fini  K  qui 
ne  dépend  que  de  R. 

Une  dernière  conclusion  à  tirer  de  la  considération  des  courbes 
C  est  la  suivante  : 

Tous  les  points  —  =  o  d^un  cercle  {r)  dans  un  certain  voisi- 
nage d'un  cercle  (r©)  sont  situés  sur  des  courbes  C  ayant  des 
points  communs  avec  (r©). 

o.  Les  mêmes  résultals^  subsistent  évidemment  pour  les 
courbes  --  =  o  et  -— =  o:  il  y  a  même  lieu  de  faire  sur  ces 
courbes  une  remarque  complémenlaire. 

Les  courbes  -r--=o(— =oj   ne  peuvent  être  fermées;   ou 
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mieux  :  //  ne  peut  exister,  dans  le  plan  des  s  ^  aucun  domaine  Jiniy 
limité  exclusivement  par  des  arcs  de  courbes  3—  =  o  (^  =  o  j . 

En  efTel,  comme    -p  salisfaîl  partout  à   l'équation  de  Laplace 

et  qu'elle  est  régulière  dans  tout  domaine  fini,  elle  serait  iden- 
tiquement nulle  si  elle  s'annulait  sur  le  contour. 

Le  résultat   analogue  sur  les  courbes  C  a   une    porlée    moins 

grande.  Tout  d^abord,  en  appliquant  à  — -p—  les  raisonnements  ci- 
dessus,  on  voit  qu'il  oe  peut  pas  exister  de  domaines  finis,  limités 
exclusivement  par  des  arcs  de  courbes  C,  et  tels  qu'ils  ne  con- 
tiennent, ni  dans  leur  intérieur,  ni  sur  leurs  contours,  aucun  zéro 
de  G.  De  plus,  il  est  évident  que  chaque  zéro  de  G  est  nécessai- 

rement  situé  sur  une  courbe  -—  =  o.  D'où  ce  résultat  : 

S'il  existe  un  domaine  fini,  limité  exclusivement  par  des  arcs 
de  courbes  C  et  n'en  contenant  aucun  dans  son  intérieur,  il 
faut  que  l'un  au  moins  de  ces  arcs  contienne  un  zéro  de  G 
(c^est-à'dire  de  /). 

L'exemple  du  n°  10  montrera  du  reste  qne  cette  circonstance 
peut  bien  se  présenter. 

6.  Nous  pouvons  maintenant  aborder  notre  problème  principal, 
la  recherche  des  plus  grandes  valeurs  IV1(/')  de  G  sur  les  dilTérents 
cercles  (r).  Nous  commencerons  par  une  orientation  rapide,  puis 
nous  approfondirons. 

Prenons  donc  un  cercle  déterminé  (ro)  (/'o  <  R)  et  cherchons-en 
les  points  dans  lesquels  G  prend  la  valeur  M(ro).  Je  les  appellerai 
les  points  maxima  du  cercle.  Ces  points  sont  certainement  com- 
pris parmi  les  intersections  du  cercle  avec  les  courbes  C.  Comme 
le  nombre  de  ces  intersections  est  ^  K,  la  détermination  des  points 
niaxima  n'offre  pas  de  difficulté  Uicorique.  H  peut  y  en  avoir  un 
ou  plusieurs. 

Il  s'agit  maintenant  de  trouver  les  points  maxima  sur  les  cercles 
voisins  de  (/*o)« 

Supposons  d'abord  qu'il  n'y  ait,  sur  (/*o))  qu'un  seul  poinl 
maximum  et  un  seul  élément  C|  des  courbes  C  passant  par  ce 
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poinf.  Alors  les  choses  sont  très  simples.  Comme,  sur  (to))  «"^ 
intersections  avec  les  autres  courbes  C  correspondent  des  vatenrs 
de  G  plus  petites  que  M(ro),  de  même,  sur  tous  les  cercles  d'un 
certain  voisinage  de  (to),  la  courbe  C|  fournira  les  plus  grandes 
valeurs  de  G,  c'est-à-dire  que,  dans  ce  voisinage,  les  points  maxima 
seront  les  points  d'intersection  des  difTérents  cercles  avec  la  même 
courbe  algébroïde  C|.  Ce  voisinage  comprend  des  valeurs  r  et  plus 
petites  et  plus  grandes  que  Tq* 

J'appellerai  courbe  maxima  tout  arc  de  courbe  formé  par  des 
points  maxima.  Donc,  dans  notre  cas,  il  y  a,  dans  le  voisinage 
de /'o,  une  seule  courbe  maxima,  arc  de  la  courbe  algébroïde  C|. 

Mais  le  cas  général  est  plus  compliqué.  En  effet,  s'il  y  a  sur  r^ 
plusieurs  points  maxima  et  plusieurs  éléments  C  passant  par  eux, 
il  faut  traiter  séparément  les  valeurs  r'^i\  et  r<^r^.  Etudions 
d'abord  le  cas  r^ro.  Envisageons  tous  les  éléments  de  C  passant 
par  les  points  maxima  de  (/'o)  et  suivons-les  dans  la  direction 
des  r  croissants.  Les  points  maxima  des  cercles  ('')(''> ''o)  sont 
certainement,  dans  un  certain  voisinage  de  (ro),  compris  parmi  les 
intersections  de  (r)  avec  ces  éléments,  d'après  la  remarque  faite 
à  la  (in  du  n**  4.  Donc,  les  courbes  maxima  seront,  dans  le  voisi- 
nage de  (tq),  comprises  parmi  ces  éléments  :  ce  seront  ceux  qui 
fournissent  sur  chaque  cercle  (r)(r  >  r©)  assez  voisin  de  (r^)  le» 
plus  grandes  valeurs  de  G.  Il  peut  y  en  avoir  plusieurs. 

Les  mêmes  raisonnements  sont  valables  pour  les  valeurs  r  <  ro. 
Mais  les  courbes  maxima  peuvent  être  différentes  pour  r  >  r© 
et  pour  r<.r^. 

C'est  là  un  fait  capital,  par  suite  duquel  la  fonction  M(r)  se 
comporte  d'une  façon  complètement  différente  des  deux  côtés 
du  point  r^. 

Je  dirai  que  r©  est  un  point  anguleux  de  la  fonction  M(r), 
si  cette  circonstance  se  présente,  c'est-à-dire,  si  les  courbes 
maxima  sont  différentes  pour  r  >  r^  et  r  <C  /'o- 

11  y  aura,  du  reste,  lieu  de  distinguer  deux  sortes  de  points 
anguleux  : 

i"  Points  anguleux  de  la  première  sorte.  —  Les  courbes 
maxima  des  deux  côtés  du  cercle  (to)  sont  différentes^  mais  elles 
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passent  par  les  mêmes  points  maxima  de  (r^)  (*).  (Ce  cas  ne  peut  se 
présenter  que  lorsque  plusieurs  éléments  C  passent  par  un  point 
maximum); 

a®  Points  anguleux  de  la  deuxième  sorte.  —  Les  courbes 
maxima  des  deux  côtés  passent  par  des  points  maxima  différents. 

Nous  reviendrons  sur  celle  classification  (n**  9). 

Les  courbes  maxima  sont  donc  des  arcs  de  courbes  C,  coupés 
aux  points  anguleux. 

Mais  les  raisonnements  ci-dessus  ne  sont  qu^approximatifs.  Il 
faut  les  rendre  concluants  par  une  voie  analytique,  ce  qui  ne  pré- 
sente pas  de  difficulté. 

7.  A  cet  effet,  nous  allons  calculer  la  fonction  M(r)  au  voisi- 
nage de  Tq,  ce  qui  se  fait  par  une  élimination. 

Nous  écrirons  les  développements  (5)  de  tous  les  éléments  C 
passant  par  les  points  maxima  de  (to).  C'est  un  nombre  fini  (^K.) 
de  développements  que  nous  désignerons  par 

Nous  aurons 

La  lettre  t  désigne  dans  tous  ces  développements  la  même 
puissance  fractionnaire  de  r  —  r©. 

Certains  de  ces  développements  pourront  du  reste  n'être  réels 
que  pour  r  <  r©  ou  r  >  Tq. 

Nous  avons,  d'autre  part,  autour  du  point  maximum  (/'o,  ^^^)  i 

(4*)  G*(,',  ç)  =  M«(^-o)4-25'^;(r-ro)*(?-?i,^0', 

la  somme  s'annulant  pour  r  =  r©,  cp  =  cp'^^ 


(  *  )  Pour  parler  plus  exactement  :  il  y  a  au  moins  un  couple  de  courbes  maxima 
des  deux  côtés  de  (r«)  qui  passent  par  le  même  point  maximum  de  <r|). 
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Nous  désignerons  par  0\(r)  les  valeurs  de  G(r,  ç)  sur  Tëlé- 
mentDx.  Substituant  (5*»)  dans  (4*)  et  tenant  compte  de  ce  que 
r  —  /'o  est  une  puissance  entière  de  f,  nous  trouvons 

1 
et,  par  suite,  puisque  M(ro)  est  différent  de  zéro  : 

(6)  G^{r)=:M(ro)+^Af^t', 

1 

tous  ces  développements  étant  valables  à  la  fols  dans  un  voisinage 
fini  et  déterminé  de  l'o. 

Les  Gx(r)  sont  donc  des  éléments  algébroïdes  en  r.  Certains 
peuvent  n'être  réels  que  pour  r  <  r©  ou  r  >  r©.  Il  peut  aussi  y  en 
avoir  plusieurs  d'identiques  :  dans  ce  cas,  nous  n'en  conserverons 
qu'un  seul. 

Distinguons  maintenant  les  deux  cas  r  <<  /*o  et  /*  >  9\,  Prenons 
d'abord  r^r^.  Formons  toutes  les  différences  deux  à  deux  des 
G),  réels  pour  r  >  Tq.  Soit 

0 

une  de  ces  différences.  Elle  a  pour  toutes  les  valeurs  de  r  (>  r©) 
dans  le  voisinage  de  r^  un  signe  constant,  celui  de  Âo^^.  Donc 
il  y  a  un  développement  bien  déterminé,  soit  Gx,  qui,  pour  toutes 
les  valeurs  r^r^  d'un  voisinage  fini,  donne  des  valeurs  de  G 
supérieures  (ou  au  moins  égales)  à  celle»  fournies  par  les  autres 
développements.  On  a  alors  dans  tout  ce  voisinage 

m 

(6«)  M(r)  =  Gx(r)  =  M(,-o)4-2A;^^«'        (/'>/'o). 

Le  même  raisonnement  s'applique  aux  valeurs  /•  <  To,  il  y  aura 
encore  un   développement   maximum,  soit  Gj^,  mais   il  est  évi- 
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dent  qu^en  général,  G^  est  différenl  de  Gx*  Donc 
(6*)  M(r)  =  G,,(r)  =  M(ro)+2Af<'        (.r<rt). 

1 

Sî  Gx  et  Gji.  diffèrent,  ro  est  un  point  anguleux  de  M(r). 
Voici  donc  le  résumé  des  résultats  acquis  : 

De  chaque  côté  d*un  point  quelconque  r©,  la  fonction  M(r) 
admet  un  développement  algébroïde.  Ces  développements  sont 
valables  dans  un  intervalle  d^ étendue  finie.  Si  les  développe- 
ments des  deux  côtés  sont  identiques,  nous  avons  un  point  ordi- 
nairCj  sinon  un  point  anguleux  de  M(r). 

8.  A  l'intérieur  d'un  intervalle  fini  (o  . . .  R),  il  n'y  a  qvCun 
nombre  fini  de  points  anguleux. 

En  effet,  s'il  y  en  avait  une  infinité,  ils  auraient  un  point 
limite  ^  R,  ce  qui  est  inadmissible,  puisque,  pour  ce  point,  le  théo- 
rème du  numéro  précédent  serait  en  défaut. 

Notre  proposition  générale,  énoncée  au  n°  1,  est  donc  bien 
établie. 

Voici  une  autre  forme  du  même  résultat  :  Les  courbes  maxima 
sont  des  arcs  de  courbes  algébroïdes.  Toute  courbe  G  qui  est 
maxima  dans  un  élément  l'est  sur  un  arc  de  longueur  finie. 
Pour  r^R,  cette  longueur  reste  au-dessus  d'une  limite  fixe, 
différente  de  zéro, 

9.  Je  ferai  encore  quelques  remarques  à  l'égard  des  points  angu- 
leux. En  les  appelant  ainsi,  j'ai  un  peu  généralisé  l'acception  ordi- 
naire du  mol.  En  effet,  la  définition  ci-dessus  du  point  anguleux 
n'implique  pas  qu'il  y  ait  forcément  discontinuité  de  la  tangente. 

11  y  a  même  dans  cet  ordre  d'idées  une  proposition  spéciale 
sur  les  points  anguleux  de  première  sorte. 

En  un  point  anguleux  de  première  sorte,  la  tangente  est 
toujours  continue. 

C'est  une  conséquence  immédiate  d'une  formule   très  simple 

relative  a  la  dcrivee  --r-« 
dr 
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Soit  ^  le  coefficient  angulaire  de  la  courbe  maxima  au  point  r. 

do 
Nous  supposerons  d'abord  que  -j-  n'est  pas  infini.  On  a  alors 

^M  ^  dG       dG  d^  ^dG 
dr  "  âr        à^  dr  ^  dr 

Mais  cette  formule  subsiste  encore  pour  les  points  où  le  coeffi- 
cient angulaire  est  infini  [c'est-à-dire  où  la  courbe  maxiraa  est 
tangente  au  cercle  (r)].  Nous  savons  en  effet,  par  suite  du  carac- 
tère algébroïde  des  courbes  G,  que  ces  points  sont  isolés.  Or  la 
relation  (7)  étant  vérifiée  pour  des  points  infiniment  voisins  du 
point  isolé.  Test  aussi  pour  le  point  même,  parce  que,  sur  une 

même  courbe  maxima,  --r-  ne  fait  pas  de  sauts  brusques. 

La  formule  (7)  est  assez  remarquable  :  on  en  conclut,  entre 
autres,  que  la  dérivée  -^  est  partout  finie,  ce  qui  ne  paraît  nulle- 
ment évident  a  priori  (  *  ). 

Pour  démontrer  notre  proposition  sur  les  points  anguleux  de 
première  sorte,  nous  n'avons  qu'à  appliquer  la  formule  (7)  au 
point  de  rencontre  (r©,  cpo)des  deux  courbes  maxima  pour  /•<<  r© 

10.  La  conclusion  à  tirer  de  notre  théorème  général  est  que  la 
fonction  M(r)  est  loin  de  se  comporter  d'une  façon  simple;  ce  sont 
surtout  les  points  anguleux  qui  y  introduisent  une  complication 
très  sensible.  Il  m'a  donc  paru  intéressant  de  vérifier  sur  un  exemple 
que  ces  discontinuités  que  notre  méthode  de  démonstration  a  fait 
prévoir  se  présentent  bien  en  réalité.  L'exemple  le  plus  simple 
d'une  courbe  M(r)  composée  de  plusieurs  arcs  de  courbes  ana- 
lytiques différentes  est  fourni  par  des  polynômes  du  second 
degré  (2). 

(>)  Voir  aussi  le  théorème  cité  à  la  fin  de  ce  travail  (  n"  11  ),  qui  assure  la  même 

propriété  à  la  dérivée  seconde  -tT' 

(')  M.  Ed.  Landau  a  bien  voulu  me  faire  savoir  que,  dés  1904,  il  avait  trouvé 
et  donné  dans  ses  cours  l'exemple  de  la  fonction 

/(«)  =  !  4- 5 --8», 

qui  rentre  dans  notre  catégorie. 
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Considérons  d'abord  une  foactioa  linéaire /(5)  =  5  H-  ^.  Il  est 
évident  que  celle  fonclion  prend  son  module  maximum  une  seule 
fois  sur  chaque  cercle  ayant  l'origine  comme  centre;  la  fonc- 
tion M(r)  a  la  forme  1res  simple 

M(r)  =  /-  +  |PI. 

Mais  passons  aux  polynômes  du  second  degré.  Ici,  des  circon- 
stances très  variées  peuvent  se  présenter.  Pour  les  étudier,  je  n'aî 
pas  pu  me  servir  des  procédés  éliminatoires  directs  qui  conduisent 
à  des  calculs  à  peu  près  inextricables,  mais  j'ai  dû  recourir  à  des 
considérations  géométriques. 

Je  désignerai  par  ^i,  62  les  deux  racines  du  polynôme  du  second 
degré,  de  sorte  que  nous  aurons 

f(z)  =  Z*-^OLZ-i'  p  =(«  — Ci  )(«  —  <?!  ). 

Nous  marquerons  dans  le  plan  les  deux  points  e^  et  ^2  et  nous 
poserons 

1-5  — «il  =  ri,        \z  —  ei\  =  r,, 
donc 

G(/*,  <p)  =  Ti  Ti,         M(r)  =  max(rirj)        pour|-«|  =  r. 

La  fonction  M(r)  est  particulièrennent  simple,  si  ^1,  e^  sont  des 
nombres  complexes  conjugués  (et  dans  les  cas  qui  se  réduisent  à 
celui-ci  par  uue  rotation  du  plan).  On  a  alors  évidemment 

M(/-)  =  r«4-|aIr-h|P|. 

Écartons  ce  cas-là  et  de  même,  pour  un  moment,  le  cas  de 
valeurs  ^i,  e^  réelles  (et  les  cas  réductibles  à  ceux-ci).  Pour  toutes 
les  autres  positions  des  points  Ci,  62  j'ai  pu  démontrer,  par  une 
voie  un  peu  détournée,  que  la  fonclion  M(r)  est  partout  algé- 
broïde  et  sans  points  anguleux,  mais  le  calcul  effectif  de  la  fonc- 
tion serait,  probablement,  assez  long. 

Le  cas  le  plus  intéressant  est  celui  de  valeurs  ei,  €2  réelles  et  de 
signes  contraires;  si  «i,  €2  ont  le  même  signe,  on  a  évidemment  le 
même  résultat  que  dans  le  cas  de  valeurs  complexes  conjuguées. 

Soient  donc  e^  62  deux  points  situés  sur  l'axe  des  x.  Envisa- 
geons  les  courbes /•,  Ta  =  const.  Ce  sont  des  courbes  de  Cassini 
ayant  les  points  ^i,  62  pour  foyers.  Une  telle  courbe  a,  au  plus, 
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quatre  points  réels  communs  avec  un  cercle  (').  Soit  donc  M(/')  =  a' 
le  maximum  du  module  sur  le  cercle  (r).  Ce  cercle  est  alors  ren- 
fermé tout  entier  à  l'intérieur  de  la  courbe  Ti  r^  =  a*  et  il  a  au 
moins  un  point  commun  avec  elle.  En  ces  points  communs,  il 
doit  y  avoir  contact  entre  la  courbe  et  le  cercle.  Nous  avons  donc 
deux  cas  à  distinguer  : 

I*  Le  cercle  (r)  a  un  seul  point  de  contact  avec  la  courbe  (a) 
(cercle  simplement  tangent).  Pour  des  raisons  de  symétrie,  ce 
point  est  situé  sur  Taxe  des  x. 

a**  Le  cercle  a  deux  points  de  contact  avec  la  courbe  (cercle 
doublement  tangent).  Les  points  de  contact  sont  symétriques  par 
rapport  à  Taxe  des  x. 

Nous  chercherons  toutes  les  valeurs  de  r  qui  correspondent 
à  des  cercles  doublement  tangents. 

L'équation  d'une  courbe  de  Cassini  ayant  les  foyers  6|,  e^  est 

(«)  [(^-<?i)*-h7'][(^-^i)'-+-7']==«*- 

Nous  supposerons,  d'après  ce  que  nous  venons  de  remarquer, 
que  ^1,  €2  sont  de  signe  contraire,  et  en  particulier  ô|=:|ei|, 
^2  =  —  I  ^2 1  î  nous  supposerons  en  outre  e^^  —  ej,  le  cas  «1  =  —  e^ 
étant  un  cas  limite  particulièrement  simple  (^).  Pour  fixer  les  idées, 
nous  choisirons  e^  4-  ^i<!  o,  ce  qui  ne  restreint  pas  la  généralité. 

Éliminant  j/*  entre  (a)  et  Téquation  du  cercle 

nous  trouvons  Téq nation  en  x 

{—le^x  -h  «î  -H  r«)  (—  le^x  -h  tf 5  -i- r«)  =  a*, 
4<?ieia?*— 2(^1 -h  tfi)(ei«i -h  r*)ar -4- (<?}-»- r«)(<î| -h  r»)  =  a*. 

Pour  qu'il  y  ait  deux  points  de  contact,  il  faut  que  cette  équation 
ait  une  racine  double.  La  condition  est,  tous  calculs  fails^ 

(1)  Parce  que  les  deux  points  infinis  du  cercle  sont  des  points  doubles  de  la 
courbe  de  Cassini. 
(^)  Voir  à  la  fin  de  ce  numéro. 
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et  Pabscisse  commune  des  points  de  contact  est 

(d)  ^^^.(..-i-e.)(e...+  r')^ 

4  ^1*1 

Il  semble  donc  qu'à  chaque  cercle  r  corresponde  une  courbe  (a) 
à  contact  double,  a  étant  donné  par  la  formule  (c).  Mais  ces  points 
de  contact  ne  sont  pas  tous  réels.  En  effet,  substituant  la  valeur 
de  Xe  dans  Téquation  du  cercle,  on  trouve  pour  l'ordonnée  la 
valeur 

valeur  évidemment  négative  pour  les  grandes  et  les  petites  valeurs 
de  r.  Pour  présenter  nettement  les  choses,  éliminons  r  entre  (d) 
et  (e);  nous  trouverons  la  courbe  formée  par  les  points  de  con- 
tact. Un  calcul  facile  nous  donne 

C'est  V équation  d'un  cercle  ayant  le  point 

A  =  9  I    =  O 

comme  centre  et  comme  rayon  la  longueur 

ex  — et 


v/fë7ë7l 


ei-^et 
Le  cercle  coupe  Taxe  des  x  aux  deux  points 

-n=    (v/i7ri-/i77i)'^i5?, 


C,-h<?, 


ei  -r-  Cf 

(les  racines  étant  affectées  du  signe  -|-);  d'après  nos  hypothèses 
sur  les  valeurs  Ci,  ^2,  le  premier  point  est  situé  à  gauche,  le  second 
à  droite  de  Torigine. 

Donc,  il  y  a  contact  double  entre  les  cercles  et  les  courbes  de 
Cassini  correspondantes  pour  les  valeurs  de  r  entre 


Kl  -r-  Cil  la  -H  ^i| 
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Les  cercles  sont  d*ailleurs  contenus  dans  Tintérieur  des  courbes 
tangentes.  On  s'en  assure  en  remarquant  que,  pour  tous  les  points 
du  cercle  (r),  on  a  l'équation  analogue  à  (b) 

Mais  le  premier  membre  a  son  maximum  pour  x  =  Xc. 

Donc,  pour  ri^r^r2,  il  y  a  deux  courbes  maxima,  à  savoir 
les  demi-cercles  supérieur  et  inférieur  (/).  La  fonction  M(r) 
est  donnée  par 

(c')  M(r)=t^îl^li?i(rt4-leie,|)        ngr^r.. 

2/|ei<î,| 

Son  image  géométrique  est  un  arc  de  parabole. 

Considérons  maintenant  les  valeurs  r^/'i  et  r^r^i.  Nous  avons 
vu  que  pour  ces  valeurs  il  n'y  a  que  des  cercles  simplement  tan- 
gents. Les  courbes  ma^cima  sont  donc  des  segments  de  l'axe  des  x 
(voir  p.  227,  I**).  Je  dis  qu'avec  nos  hypothèses  sur  ei ,  en,  la  courbe 
maxima  entre  r  =  o  et  r  =  ri  est  le  segment  négatif  entre  x  =  o 
et  x  =  —  Ti  ;  pour  r^rj,  au  contraire,  c'est  le  segment  positif  à 
partir  de  J?  =  4-  /'a* 

La  démonstration  étant  très  simple,  je  ne  l'indiquerai  brièvement 
que  pour  r  <!  /*|.  11  faut  s'assurer  que  la  quantité 

r,  r,  =  /[(a:  — e,)«-»-^«][(a7  — e,)«-+-7«] 

est  plus  grande  pour  ^  =  —  r,  y  =  o  que  pour  x  =-{-  r^y  =  o 
{r<r,).  Or 

pour  j?=  — r,j^  =  o  :     (/'ia-j)_=  [r  +  c,[  |r  —  |6j||, 
pour  x  =  -hr,jr=o  :    (rir,  )-h=  |  r  — e,  |  |r-+-|tfi||. 

La  formule  pour  ri  montre  que,  d'après  nos  hypothèses  sur  C| ,  e^, 

Donc 

(r,rO-  =  (|<?i|-H'')(|«j|  — /•), 

tandis  qu'il  y  a  deux  hypothèses  admissibles  sur  (7*1  r^)^  : 
i""  (rir,)-K=(ki|-r)(|e,|4-r), 

2»  (nr,K  =  (r-|e,|)(r-h|e,|). 

XXXT.  l5 
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Avec  la  première  hypothèse,  l'inégah'lé  cherchée 

est  évidente;  avec  la  seconde,  on  a 

(r,r,)-  — (r,r,)+=2}|c,e,|-r>{^î{|e,ej[— rî}>o, 

ce  qui  prouve  encore  notre  inégalité. 

Nous  résumerons,  comme  il  suit,  nos  résultats  ^ 

i"*  Les  courbes  maxinia.  Entre  r  =  o  et  r  =  r^ 

/Rîi-h/iTTi 

il  y  a  une  seule  courbe  maxima  :  le  segment  (o. . . —  /•,)  de  l'axe 
des  x\  entre  Vy  et  r^ 

il  y  a  deux  courbes  maxima  :  les  Jeux  demi-cercles  (/)  ;  pour  r>  r2 

Fig.  I. 

y 


il  y  a  encore  une  seule  courbe  maxima  :  le  segment  (+  r^  ...  +  oc) 
de  Taxe  des  x  {ftg^  i). 
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2®  La  fonction  M(/'),  Elle  se  compose  de  trois  arcs  diffcrenls: 
pourog/'^/'i  :  M,(/-)  =  |eiCj|-h  j|<î,l  — |e,||r  — r»; 
pour  /•,</•<;•,:  M,(r)  ==  li4±i|li(r«4- kie.|); 

pour  r>rs      :  M,(r)  =  r'-f- j  |e,|  — |^i| J /•^Itfitfjj. 
Ce  sont  Irois  arcs  de  paraboles  {Jîg.  2), 

Fig.    '2. 


Les  points  r,  et  /'j  sont  les  points  anguleux  de  M(r)  (*). 

(*)  Ils  sont  de  la  première  sorte.  On  vérifie  facilement  la  continuité  des  tan- 
gentes. Il  serait  peut-élrc  intéressant  de  se  procurer  aussi  un  exemple  de  points 
anguleux  de  la  deuxième  sorte.  Je  crois  qu'on  en  trouvera  parmi  les  polpiomes 
du  troisième  degré. 
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Remarquons,  pour  finir,  que  le  cas  €2  =  — Ct  est  un  cas  limite 
dégénéré  :  on  a  alors  rt  =  o,  le  cercle  (/)  dégénère  dans  l'axe 

des  jTj  et 

M(r)  =  r*-4-c*        (e  =  ei  =  — ej). 

Remarquons  encore  que  Taxe  des  x,  qui  n'est  courbe  maxima 
que  sur  une  partie  de  son  étendue,  est  partout  une  courbe  —  =  o. 

il.  Il  est  clair  que  les  propriétés  que  nous  venons  de  démontrer 
sur  la  fonction  M(r)  sont  bien  loin  de  la  caractériser  complètement. 
Peul-on  indiquer  des  conditions  suffisantes  simples  pour  qu'à  une 
fonction  M(/')  on  puisse  faire  correspondre  une  fonction  entière 
/(-s)  telle  que 

M(r)  =  max  |/(>s)  I        pour|^|  =  r? 

C'est  une  question  très  importante,  mais  qui  ne  paraît  pas  près 
d'être  résolue.  En  attendant,  une  autre  condition  nécessaire  a  été 
trouvée  par  trois  voies  toutes  différentes  par  M.  Hadamard  (*), 
M.  Faber  (*)  et  moi-même  (*).  Nous  avons  démontré,  en  effet,  que 
l'expression 

dXo^r  ^  M   dr 

est  toujours  croissante.  Il  s'ensuit  que,  pour  les  fonctions  entières 

non  linéaires,  la  dérivée  -^  est  croissante  à  partir  d'une  certaine 

valeur  de  r,  car  pour  toutes  ces  fonctions  ^jry  diminue  si  r  va  en  aug- 

menlant  h  partir  d'une  certaine  valeur  (*). 

Comme  je  ne  connaissais  pas  le  travail  antérieur  de  M.  Hada- 
mard lors  de  la  publication  de  mon  Mémoire,  je  profite  de  l'occa- 
sion pour  faire  celte  rectification  bibliographique. 

(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XXIV,  1896.  M.  Hada- 
mird  n'a  pas  publié  sa  démonstralion,  il  a  bien  voulu  me  l'indiquer  par  écrit.  Sa 
proposition  a  élé  reproduite  par  M.  d'Adliéniar  dans  sa  rédaction  des  Leçons  sur 
les  séries  à  termes  positifs  de  M.  Borel.  Là  encore,  la  démonstration  manque, 
car  le  raisonnement  ajouté  par  M.  d'Adhémar  ne  porte  pas  sur  la  question. 

(^)  Math.  Ann,,  t.  LXIII,  1907. 

(')  Jahresber,  d,  deutschen  Math.- Ver.,  t.  XVI,  1907. 

(^)  Voir  aussi  n"  0,  la  note  en  bas  de  la  page  asS. 
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SUR  LES  COURBES  GAUCHES  UNIGURSALES  DU  QUATRIÈME  ORDRE; 
Par    m.    Ch.    Bioche. 

On  sait  que  les  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  appar- 
tiennent à  deux  familles  distinctes  : 

i^  Les  biquadratiques,  par  chacune  desquelles  il  passe  une 
infinité  de  surfaces  du  second  ordre; 

2°  Les  quartiques  de  Steiner,  par  chacune  desquelles  il  ne 
passe  qu^une  surface  du  second  ordre,  dont  un  sjslème  de  généra- 
trices est  constitué  par  les  sécantes  triples  de  la  courbe. 

Les  quartiques  de  Steiner  sont  unicursales;  leur  classe  est  6,  5 
ou  4- 

Les  biquadraliques  ue  sont  unicursales  que  si  elles  ont  un  point 
double;  si  celui-ci  est  un  point  double  ordinaire,  la  courbe  est  de 
sixième  classe;  si  c'est  un  point  de  rebroussement,  lacoui*be  est  de 
quatrième  classe  (  *  ). 

J'ai  été  conduit  à  écrire  ce  Mémoire  à  la  suite  de  cette  remarque  : 
si  d'un  point  M  d'une  courbe  de  sixième  classe  on  mène  les  trois 
plans  osculateurs  qui  ont  leurs  points  de  contact  distincts  de  M, 
ces  points  sont  dans  un  plan  II  passant  par  M.  J'ai  obtenu  des 
résultats  curieux  en  cherchant  l'enveloppe  de  ce  plan  II  et,  pour 
pouvoir  effecluer  simplement  les  calculs,  j'ai  dû  chercher  des  formes 
réduites  des  équations  générales  des  courbes  gauches  unicursales 
du  quatrième  ordre.  Enfin,  en  cherchant  des  exemples,  j'ai  obtenu 
des  formes  assez  générales  d'équations  donnant  lieu  à  des  remarques 
intéressantes. 

I-  —  Propriétés  générales. 
1.  Une  courbe  gauche  unicursale  du  quatrième  ordre  peut^tou- 


(  ^)  J'ai  déjà  étudié  les  courbes  de  qualricmc  ordre  et  de  quatrième  classe  {Bull, 
Soc.  Math.,  t.  XXXIII,  iqoj,  p.  i8). 
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jours  se  présenler  par  les  équations 

Z  =  Co  X*  H-  Cl  X*  H-  Cl  X*  -+-  Cj  X  H-  c^, 

les  pol^'nomes  eu  ^  citant  premiers  entre  eux  dans  leur  ensemble. 
Les  'k  des  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  un  plan  quel- 
conque sont  liés  par  une  relation  qui  doit  être  du  premier  de^ré 
par  rapport  à  chacun  de  ces  X  pris  isolément,  puisque,  trois  d'entre 
eux  étant  donnés  arbitrairement,  00  doit  avoir  une  équation  du 
premier  degré  pour  déterminer  le  quatrième.  Il  est  facile  de  voir 
que,  si  Ton  considère  le  tableau  des  coefficients 

«9     ai     as     aj     a^ 
bo     bx     bf     bf     bk 

«0       Cl       C,       Cj       C4 

dQ    di    d\    d%    d^ 

si  Ton  désigne  par  A/  le  déterminant  déduit  de  ce  tableau  en  sup- 
primant la  colonne  d^indice  i,  et  par  Sa  la  somme  des  produits  k 
à  k  des  quatre  X  des  points  d^intersectîon  de  la  courbe  avec  un 
plan,  la  relation  en  question  peut  s'écrire 

(1)  Ao-+-AiSi-hA,S|-h^jS,-+-A4S4=o. 

2.  Soit  X  le  paramètre  correspondant  au  point  de  contact  d'un 
plan  osculaleur  et  X'  le  paramètre  correspondant  au  point  où  ce 
plan  coupe  la  courbe,  la  relation  précédente  montre  que  X  et  X 
sont  lies  par  la  relation 

(a)     Ao4-34.iX«-f.3A,X-»- A3X'-hX'(A,i-+-3^X-+-3^8X«-hA4X»)=o; 

on  en  déduit  immédiatement  que,  si  l'on  se  donne  X',  on  a  trois 
valeurs  pour  X.  Autrement  dit;  d'un  point  de  la  courbe  on  peut 
mener  trois  plans  osculateurs  autres  que  celui  qui  a  son  point  de 
contact  au  point  correspondant  à  X';  ce  dernier  comptant  pour  3, 
on  voit  que  la  courbe  est  ordinairement  de  la  classe  3  +  3  =  6.  Le 
nombre  qui  mesure  la  classe  s'abaisse,  si  l'équation  (2)  donne 
pour  X  des  racines  indépendantes  de  X'.  On  peut  reconnaître  que 
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les  points  correspondant  à  ces  valeurs  de  X  sont  des  points  d'm- 
flexion  linéaire,  c'est-à-dire  des  points  tels  que  la  tangente  y 
coupe  la  courbe  en  trois  points  confondus,  de  sorte  que  tout  plan 
passant  par  cette  tangente  y  a  également  trois  points  d'intersection 
confondus;  la  présence  d'un  de  ces  points  abaisse  la  classe  d'une 
unité  («); 

Il  peut  arriver  qu'un  plan  coupe  la  courbe  en  des  points  qui 
correspondent  à  une  seule  valeur  de  X;  les  Xdes  points  en  question 
sont  donnés  par  l'équation 

(3)  Ao-+-4A,XH-6A,X«-^4A,X»-+.AkX*  =  o; 

le  plan  est  alors  dit  stationnaire.  Les  plans  stationnaires  peuvent 
être,  on  le  constate  facilement  sur  des  exemples,  soit  réels,  soit 
imaginaires,  soit  les  uns  réels  et  les  autres  imaginaires. 

3.  En  comparant  les  équations  (2)  et  (3),  on  voit  facilement  que 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation' (2)  ait 
une  racine  en  X  indépendante  de  X'  (racine  que  j'appellerai  racine 
singulière),  c'est-à-dire  pour  que  le  coefficient  de  X'  et  le  terme 
indépendant  admettent  un  facteur  commun,  est  que  l'équation  (3) 
possède  une  racine  multiple.  En  examinant  les  divers  cas  qui 
peuvent  se  présenter  on  reconnaît  que  : 

I®  Si  l'équation  (3)  a  une  racine  double,  Téquation  (2)  â  une 
racine  singulière;  la  courbe  correspondante  est  une  quartique  à 
sécantes  triples  ayant  un  point  d'inflexion  linéaire,  qui  correspond 
à  la  racine  singulière.  La  courbe  est  de  cinquième  classe. 

2**  Si  l'équation  (3)  a  deux  racines  doubles,  Téquation  (2)  a 
deux  racines  singulières  distinctes;  la  courbe  correspondante  est 
une  quartique  à  sécantes  triples  ayant  deux  points  d'inflexion 
linéaire  qui  correspondent  aux  racines  singulières.  La  courbe  est 
de  quatrième  classe.  Elle  a  comme  tangentes  des  droites  faisant 
partie  d'un  complexe  linéaire.  Les  courbes  de  celte  nature  sont  les 
lignes  asymptoliques  des  surfaces  réglées  du  troisième  ordre  à 
directrices  distinctes. 

3"  Si  l'équation  (3)  a  une  racine  triple^  l'équation  (2)  a  une 

(')  Voir,  ^«W.  Soc.  Math. y  t.  IX,  1680-1881,  uo  Mémoire  de  M.  Gcnty. 
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racine  singulière  double;  la  courbe  correspondante  est  une  hiqua- 
dratique  ayant  un  point  de  rebroussement  donné  par  la  racine 
singulière.  La  courbe  est  de  quatrième  classe. 

L'équation  (3)  ne  peut  pas  avoir  de  racine  quadruple,  ou,  autre- 
ment dit,  le  coefficient  de  V  et  le  terme  indépendant  de  Téqua* 
lion  (2)  ne  peuvent  avoir  leurs  coefficients  proportionnels  lorsque 
les  polynômes  en  X  qui  donnent  les  expressions  des  coordonnées 
d'un  point  de  la  courbe  considérée  sont  premiers  entre  eux  dans 
leur  ensemble. 

4.  Considérons  une  quartique  gauche  unicursale  de  sixième 
classe.  Si  Ton  fait  la  perspective  sur  un  plan  quelconque  en  prenant 
comme  point  de  vue  un  point  M  de  la  courbe,  on  obtient  comme 
perspective  une  cubique  plane  unicursale.  Les  tangentes  d'inflexion 
de  cette  cubique  sont  les  traces  sur  le  plan  du  tableau  des  plans 
osculateùrs  menés  par  M;  comme  on  sait  que  les  points  d'inflexion 
de  la  cubique  sont  en  ligne  droite,  on  en  déduit  que  les  points  de 
contact  des  plans  osculateùrs  menés  par  un  point  M  de  la 
courbe  sont  dans  un  plan  passant  par  M.  Pour  abréger,  je  dé- 
signerai ce  plan  par  II. 

A  chaque  point  M  correspond  un  plan  II.  Si  l'on  forme  l'équa- 
tion de  ce  plan,  on  reconnaît  facilement  que  les  coefficients  de 
celle-ci  sont  du  deuxième  degré  par  rapport  au  paramètre  X'  du 
point  M.  On  en  déduit  que  le  plan  enveloppe  un  cône  du  second 
degréy  par  suite  passe  constamment  par  un  point  fixe  que  je  dési- 
gnerai |>ar  (0.  Je  crois  inutile  de  montrer  l'existence  du  cône  en 
question  au  moyen  des  équations  générales,  et  je  vais,  avant  de 
traiter  les  questions  relatives  au  plan  II,  montrer  comment  on  peut 
simplifier  les  équations  des  courbes  à  étudier,  par  un  choix  con- 
venable du  tétraèdre  de  référence  et  des  transformations  homo- 
graphiques  simples, 

II.   —  Equations  réduites. 

5.  Prenons  pour  faces  du  tétraèdre  de  référence  deux  plans 
osculateùrs  et  deux  plans  qui  passent  chacun  par  la  corde  qui 
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joint  les  deux  points  et  par  la  tangente  en  l'un  d'eux;  si  Tun  des 
points  correspond  à  la  valeur  zéro  du  paramètre  X  et  Tautre  à  la 
valeur  infinie,  hypothèse  qu'il  est  facile  de  réaliser,  les  équations 
seront 

X=o,  T  =  o  étant  les  plans  oscuiateurs;  on  trouve  facilement 
alors  pour  les  coefficients  des  équations  (i),  (2)  et  (3) 

Ao=a'^'c'ûr,       ^i^ab'c'cP^       ^i=abc'd^       ^i—abccU,      ^i,  =  abcd. 

On  peut  distinguer  les  biquadratiques  des  quartiques  à  sécantes 
triples;  il  suffit  de  remarquer  qu'une  de  ces  dernières  n'a  jamais 
de  point  double,  tandis  qu'une  biquadratique  uoicursale  en  a  tou- 
jours un.  Or,  pour  qu'il  y  ait  un  point  double,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  puisse  trouver  uu  couple  de  valeurs  de  A  et  |x,  de  façon 
que 

a  [A*  -i-  a'  [A»  "^  ^  |i3  -+-  6'  [I*  ""  c  [I*  -h  c'  [I  ""  d[f.-^  d'  ' 

ces  équations  débarrassées  de  la  solution  X  =  [jl  donnent  le  système 

aôXîJH-a6'(XH-  [jL)-+-a'6'=  o, 
6cXfl-H  6c' (X  -h  jJt)-H6'c'  s=  o, 
crfXfXH-  c^'(X-h  iijH-c'éf  =  0; 

on  en  déduit  immédiatement  que  la  condition  cherchée  s'exprime 

par 

ab    ab'    a'b' 

bc     bc'     b'c' 
cd    cd     c'd 

6.  Si  Ton  prend  comme  sommets   du   tétraèdre   de  référence 

situés  sur  la  courbe  les  points  de  contact  de  deux  plans  station- 

naires  on  a 

a'  =  o,        d  =  Of 

et,  comme  a  et  rf'  doivent  être  alors  différents  de  zéro  pour  que 
l'on  ait  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  on  peut,  par  une 
transformation  consistant  à  diviser  X  et  T  par  a  ci  d'  respectîve- 
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ment,  ramener  les  équations  à  la  forme 

X  Y  Z         _  T 

Pour  voir  quelle  est  la  classe  d'une  courbe  représentée  par  ces 
équations,  on  peut  considérer,  soit  Téquation  du  plan  osculateur 
qui  est 

(36cX«-h36c'X-4-6'c')X  — 2(4cX-h3c')X«V 

-t-  2{3b'k-hib')l^js  —{bc'k^-hZbc'l  -h  36'c';X*=  o, 

soit  Téqualion  qui  donne  les  points  stationnaires;  cette  dernière  a 
une  racine  infinie,  une  racine  nulle  et  les  deux  autres  sont  données 

par 

26cX«-h  36c'A  -^26c'=:  o. 

Il  serait  facile  de  faire  le  tableau  des  cas  qui  peuvent  se  présenter. 
Pour  obtenir  des  formes  d'équations  aussi  simples  que  possible,  je 
ferai  remarquer  que,  si  Ton  écarte  le  cas  des  courbes  de  quatrième 
classe  que  j^ai  déjà  étudiées  dans  un  autre  Mémoire,  on  peut  tou- 
jours supposer  6,  i',  c,  d  diflerents  de  zéro.  En  effet,  si  6  =  o  ou 
c'=  o,  Téquation  qui  donne  les  points  de  contact  des  plans  station- 
naires  a  une  racine  triple  infinie  ou  nulle;  la  courbe  est  une  biqua- 
dratique  de  quatrième  classe. 

Si  c  =  o  ou  6':=  o,  l'équation  qui  donne  les  plans  stationnaires  a 
une  racine  double  infinie  ou  nulle;  on  a  alors  une  courbe  de 
cinquième  classe,  si  une  seule  des  conditions  est  vérifiée,  ou  une 
quartique  de  quatrième  classe  à  sécantes  triples,  si  les  deux  condi^ 
tions  sont  vérifiées  simultanément. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  est  de  cinquième  classe,  on  a  vu  que 
celle-ci  avait  deux  plans  slalionnaires  ordinaires  et  un  plan  corres- 
pondant à  une  tangente  d'inflexion;  c'est  celui-ci  qui  correspond 
à  la  racine  double.  Comme  on  peul  toujours  prendre  pour  sommets 
du  tétraèdre  de  référence  les  points  de  contact  des  plans  station- 
naires ordinaires,  on  peut  toujours  faire  en  sorte  que  l'équation 
qui  donne  ceux-ci  n'ait  pour  racines  infinie  ou  nulle  que  des 
racines  simples. 

Si  donc  on  suppose  bb' cd ^tL  o  on  peut,  par  une  transformation 
analogue  à  celle  que  j'ai  emploj^écau  début  de  ce  numéro,  ramener 
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les  équations  à  la  forme 

X  Y  .        Z 


^  et  Y  étant  tous  deux  diOférenls  de  zéro. 

7.  Si  maintenant  on  remplace  X  par  ^X,  X  par  ^^X,  Y  par  p'Y, 
Z  par  p^Z  et  si  l'on  pose  y  =  ^P?  on  obtient  les  équations 

X  _       Y  Z        ^  T 

A*  ""  X»-h  X«  ""  X«-hAX  "  I  ' 

et,  d'après  ce  qui  précède,  toute  courbe  du  quatrième  ordre,  de 
sixième  ou  de  cinquième  classe  est  transformée  homographique 
d'une  des  courbes  représentées  par  ces  équations.  L'équation  qui 
donne  les  points  de  contact  des  plans  stationnaires  est  alors 

2X*-h3/iX -+-2/1  =  o; 

si  Ap^  o,  l'équation  ne  peut  avoir  de  racine  double  que  si 

9A  — 16  =  o; 

dans  ce  cas  la  courbe  est  de  cinquième  classe. 

La  courbe  est  en  général  une  qiiartique  à  sécantes  triples;  pour 
que  ce  soit  une  biquadratique,  il  faut  et  il  suffit  que  A  =3.  La 
courbe  est  alors  sur  les  quadriques 

Yï— ZX^    X  =  o, 
Z»—    X— 4Y=o. 

Les  valeurs  de  X  qui  correspondent  au  point  double  sont  données 

par 

X*H-2X  -r  2  =  o. 

8.  On  peut  maintenant  faire  l'énumératîon  complète  des  types 
de  courbes  qui,  au  luojen  de  transformations  homographiques, 
donnent  toutes  les  courbes  gauches  unicursales  du  quatrième 
ordre  : 

Biqivadra tique  à  rebroussement, 

X  =  X*,        Y  =  X«,        Z«X; 
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quartique  de  quatrième  classe  à  sécantes  triples, 

X  =  XS        Y  =  X»,        Z  =  X; 

quartique  de  cinquième  classe  à  sécantes  triples, 

X  =  XS        Y=:X»-t-X»,        Z  =  X«-+.-Î^X; 

9 

biquadratique  à  point  double  ordinaire, 

X  =  XS        Y  =  X»H-X«,        Z  =  X«+2X; 

quartique  de  sixième  classe  à  sécantes  triples, 

X  =  XS       Y  =  X»-hX«,        Z=X«-4-AX, 

h  étant,  dans  ce  dernier,  différent  de  o,  2  et  — • 

'9 

On  peut  remarquer  que  les  équations  des  quatre  premiers  types 
ne  contiennent  plus  de  constante  arbitraire;  on  en  conclut  immé- 
diatement que  toutes  les  courbes  correspondant  à  Tun  de  ces  types 
se  déduisent  homographiquement  de  l'une  d'elles. 

On  peut  remarquer  aussi  que  les  équations 

X=X*,        Y  =  X»-hX«,        Z  =  X«-hAX 

donneraient  une  biquadratique  à  rebroussement  pour  A  =  o.  De 
sorte  que  ces  équations  peuvent  être  considérées,  à  une  transfor- 
mation honiographique  près,  comme  représentant  toute  courbe 
gauche  unicursale  du  quatrième  ordre,  sauf  les  quartiques  de 
Sleiner  de  quatrième  classe,  qui  se  distinguent  des  autres  courbes 
du  quatrième  ordre  parce  fait  que  leurs  tangentes  appartiennent 
à  un  complexe  linéaire. 

III,  —  Les  plans  statioiînaires. 

9.  Les  X  des  points  de  contact  des  plans  stationnaires  étant 
donnés  par  Péquation 

Ao+4AiX4-6A,X«-h4A,X3  4-AvX*=o, 

la  condition  pour  que  ces  points  soient  dans  un  même  plan  s'cx- 
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prime  par 

Si  Ton  prend  les  équations  sous  la  forme  réduite  donnée  au  n°7,  la 
condition  précédente  donne 

Donc  les  courbes  dont  les  points  de  contact  des  plans  station- 
naires  sont  dans  un  même  plan  sont  transformées  homographiques 
de 

On  peut  constater  que  les  points  en  question  sont  dans  le  plan 

Y-h3Z=o 
et  que  deux  d'entre  eux  sont  imaginaires. 

10.  Dans  ie  cas  général,  il  existe  une  relation  simple  entre  les 
tangentes  à  la  courbe  aux  points  slationnaires.  Ces  tangentes  sont 
sur  une  même  quadrique. 

£n  effet  l'équation  générale  des  quadriques  passant  par  les  deux 
tangentes  qui  sont  Jes  arêtes  du  tétraèdre  de  référence  est 

Z(AX-f-BY)-t-(GX^.DY)=o; 

si  l'on  forme  l'équation  qui  donne  les  X  des  points  d'intersection 
de  la  quadrique  avec  la  courbe,  on  obtient 

AX«-4-(B-h  A/i)X*H-(B  H- B/n- C)X*-i-(BA -h  D)X»H- DX«=  o; 

or  le  premier  membre  de  cette  équation  est  le  carré  du  polynôme 

2X»-i-3AX«-f-2AX, 

qui  égalé  à  zéro  donne  les  X  des  plans  stalionnaires,  si  l'on  a 
A  =  4»        B  =  8A/      C  =  A«,        D=4A». 

Donc  la  quadrique 

4XZ-f-8AYZH-/i«X4-4A«Y  =  o, 

qui  contient  deux  tangentes,  est  coupée  par  chacune  des  autres  en 
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deux  poÎDls  confondus;  de  plus,  les  coefncieiils  directeurs  des  lan- 
génies  en  tes  points  étant 

4X»,       3X«-+-2X,       aXn-A, 

ces  droites  sont  parallèles  au  plan  directeur 

X-+-aAY  =  o 

de  làquadrique  puisque  la  condition  de  parallélisme  s^exprime  par 
4X»-f-6AX«-f-4AX  =o, 

équation  vérifiée  par  les  X  des  points  de  contact.  Donc  les  tan- 
gentes considérées  ont  trois  points  communs  avec  la  quadrique. 

H.  Cette  quadrique  se  décompose  en  deux  plans  si  A  =  2, 
c^est-à-dire  si  la  courbe  est  une  biquadratique;  ces  deux  plans 

X  +  4Y  =  0,        Z  4- 1  =  o 

sont  des  plans  bilangents  contenant  chacun  un  couple  de  tangentes 
aux  points  de  contact  des  plans  stationnaires. 

Quand  la  quadrique  ne  se  décompose  pas,  les  plans 

X-f-4Y  =  o,        4Z-4-A»=o, 

qui  sont  tangents  à  cette  surface  aux  sommets  du  tétraèdre  de  réfé- 
rence où  la  courbe  a  des  plans  stationnaires,  sont  encore  des  plans 
bitangents.  Ces  points  étant  deux  quelconques  des  quatre  points 
de  contact  des  plans  stationnaires,  la  propriété  appartient  à  tous 
ces  points.  Donc  les  plans  langeais  à  la  quadrique  des  tan- 
gentes aux  points  de  contact  des  plans  stationnaires  sont  des 
plans  bitangents  à  la  courbe. 

12.  Les  plans  stationnaires  forment  un  tétraèdre;  la  raison  de 
ce  fait  est  qu\in  plan  slationnaire  comptant  comme  deux  plans 
osculateurs  confondus,  si  les  plans  stationnaires  avaient  un  point 
commun  de  ce  point,  on  pourrait  mener  huit  plans  osculateurs  à 
la  courbe,  ce  qui  est  impossible.  C'est  pour  une  raison  analogue 
que  les  trois  tangentes  d'inflexion  à  une  cubique  plan^  à  point 
double  ne  peuvent  être  concourantes. 

On  peut  donc  prendre  les  plans  stationnaires  comme  faces  du 
tétraèdre  de  référence  ;  les  équations  de  la  courbe  peuvent  alors 
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s'écrire 


et  le  pian  oscillateur  a  pour  équation 


T  =  d{\  -^  8)S 


X 

a 

Y 
6 

z 

c 

T 
5 

(X  +  «)« 

(X  +  p)» 

(X  +  Y)' 

(X  +  8)« 

a(X  +  «)« 

pa  +  P)» 

ï(P  +  ï)' 

8(X-f-J)ï 

«»(X-t-a)» 

p'(X  +  P)« 

Y«(X  +  Y)t 

8«(X-i-8)» 

On  voit  que  cette  équation  est  bien  du  sixième  degré  en  X,  autre- 
ment dit,  qu'une  courbe  ayant  quatre  plans  stationnaires  distincts 
est  de  sixième  classe.  Si  Ton  forme  la  condition  pour  que  les 
quatre  points  de  contact  des  plans  stationnaires  soient  dans  un 
même  plan,  on  voit  que  les  déterminants  Aq,  A|,  Aj,  A3,  A4  ont  en 
facteur  un  déterminant  de  Vandermonde,  et  il  reste 

l'équation  du  deuxième  degré,  qui  donnerait  une  des  quantités  a, 
p,  y,  S  si  les  trois  autres  étaient  données,  a  ses  racines  imaginaires, 
ce  qui  est  d'accord  avec  le  résultat  signalé  à  la  fin  du  n^  9. 

IV.  —  Le  vhny  II. 

13.  J'ai  déjà  fait  remarquer  que,  si  d'un  point  M  d'une  courbe 
de  sixième  classe  on  mène  les  plans  osculateurs  à  la  courbe,  les 
points  de  contact  de  ces  plans  sont  dans  un  plan  passant  par  M  et 
que  j'ai  désigné  par  FI.  On  peut  se  proposer  de  chercher  si  les  points 
de  contact  des  points  osculateurs  sont  sur  une  même  droite. 

Si  la  courbe  est  donnée  par  les  équations 

X  =  }.S        Y=r=X'-hX»,        Z  =  X«-+-/iÀ, 

la  relation  entre  les  X  des  points  d'intersection  avec  un  plan  est 
AS|-+-/iS,-HS3=o, 

S/(  désignant  la  somme  des  produits  k  k  k  des  quatre  X.  Si  trois 
des  points  sont  en  ligne  droite  et  si  l'on  désigne  par  7|,  9*2,  73  la 
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somme  de  ces  A  ou  de  leurs  produits  2  à  2  ou  3  à  3,  el  par  a'  le 
quatrième  X,  la  relation  précédente  s^écrit 

A(<T,  -H  X')-h  /i((r,-h  <T,X')-H(ff8-+-  <^t>^')  =  o. 

Pour  que  les  trois  points  soient  en  ligne  droite  il  faut  que  cette 
équation  ne  donne  pas  pour  V  une  valeur  déterminée,  c'est-à-dire 
que  Ton  ait  simultanément 

Affl-4-  Aff,-4- ^3=  o, 
h    -+- Aai4- »!=  o. 

Or  les  X  des  points  de  contact  des  plans  osculateurs  menés  du 
point  )/  sont  donnés  par  l'équation 

X»-h  3(A  H-  X')X«-»-  3 A(X'-f-  i)X  -H  X'A  =  o. 

Si  l'on  remplace  dans  les  équations  de  conditions  précédentes  0*1, 
^^f  ^9  psir  leurs  expressions  déduites  de  celte  dernière  équation,  on 
obtient,  après  réductions  simples, 

X'(3A«— 4A)=o,        4^  — 3A«=o. 

On  en  déduit  immédiatement,  puisque  h  ne  peut  être  nul,  que, 
pour  que  les  points  considérés  soient  en  ligne  droite,  il  faut  et  il 
suffit  que 

ce  qui  est  la  condition  pour  que  les  points  de  contact  des  plans 
stationnaires  soient  dans  un  plan;  le  point  d^où  l'on  mène  les  plans 
osculateurs  n^intervient  pas  dans  la  condition.  Donc  : 

1**  Si  tes  points  de  contact  des  plans  osculateurs  menés  d'un 
point  de  la  courbe  sont  en  ligne  droite,  il  en  est  toujours  de 
même,  quel  que  soit  le  point  pris  sur  la  courbe; 

a®  Zai  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ce  fait  se 
produise  est  que  les  points  de  contact  des  plans  stationnaires 
soient  dans  un  même  plan. 

14.  Pour  obtenir  l'équation  du  plan  II,  je  vais  écrire  que  les  X 
des  points  d'intersection  de  ce  plan  avec  la  courbe  sont  X'  et  les 
trois  X  correspondant  aux  plans  osculateurs  menés  par  X'.  L'équa- 
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lion  d^iD  plan  étant 

AX-+.BY-+-CZ-hD  =  o, 
il  s'agit  d'identifier  l'équation 

AÂ*-f-B(X«-+-X«)-^C(X»-t- AX)H-D  =  o, 
avec  l'équation 

(X-X')[X»-+-3(V-hA)X«-i-3/i(X'-i-i)X-f-AX']=o. 
On  voit  immédiatement  que  Ton  peut  prendre 

A  =  i,        B  =  2X'-4-3A,        C=-(3X'«-f-2X'),        D=  — AX'«, 
de  sorte  que  l'équation  du  plan  peut  s'écrire 

(XH-3AY)-f.2(Y-Z)X'-(3Z-i-A)X'«=o; 
on  en  déduit  facilement  que  le  plan  a  pour  enveloppe  le  cône 

(Y  — Z)î-f-(X-f-3AY)(3Z-+-A)=o, 
dont  le  sommet  est  le  point  co 

Pour  que  le  point  w  soit  sur  la  courbe,  il  faut  que  A  =:  —',  la 

courbe  serait  alors  de  cinquième  classe  ;  d'un  point  M  de  la  courbe 
on  ne  peut  mener  que  deux  plans  osculateurs,  le  plan  passant 
par  M  et  par  les  points  de  contact  passe  par  le  point  d'inflexion 
linéaire,  qui  est  le  point  (o. 

lo.  Le  cône  enveloppe  du  plan  U  touche  la  courbe  aux  points 
de  contact  des  plans  stationnaires,  car,  si  l'on  remplace  X,  Y',  Z 
par  leurs  expressions  en  fonction  de  X  dans  le  premier  membre  de 
l'équation  du  cône,  on  obtient,  après  simplidcalions  et  réductions, 

XîC2X*H-3AX-+-2X)*  =  o. 

Or  le  premier  membre  de  cette  équation  est  le  carré  du  premier 
membre  de  celle  qui  donne  les  points  stationnaires. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que,  lorsque  les  points  stationnaires 
XXXV.  i6 
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sont  dans  un  inémc  plan,  le  point  (o  est  le  pôle  de  ce  plan  par  rap- 
port à  la  quadrique  qui  contient  les  quatre  tangentes.  Les  plans 
qui  touchent  celte  quadrique  aux  points  stationnaires  ne  sont 
autres  que  les  plans  II  correspondant  aux  points  stationnaires. 

V.   —  Courbes  particulières. 

16.  Les  courbes  données  par  les  équations 
X  Y  Z  T 


cosO       sinO       sinOcosO       a  cos*U  h- {J  sin*0 

ou,  si  l'on  pose  tan  g  -  =  X, 

X  Y Z T 

I  — A*  ~  aXo-f-X*)  ~  2X(i  — X*)  ~  ai^i  — X*)«-H4pX** 

sont  des  courbes  unicursales  du  quatrième  ordre.  Les  trois  arêtes 
du  tétraèdre  de  référence  qui  passerait  par  le  point  X  =  Y  =  Z  =  o 
sont  des  cordes  de  la  courbe  et  le  plan  T  =  o  est  celui  qui  passe 
par  les  conjugués  du  point  de  concours  de  ces  cordes  par  rapport 
aux  segments  déterminés  par  la  courbe. 

L'équation  qui  détermine  les  points  de  contact  des  plans  sta- 
tionnaires est 

(a  — a^)X*-f-6aX«-4-(a  — 2P)  =  o. 

La  discussion  de  cette  équation  montre  qu'elle  a  ses  racines 
distinctes,  sauf  dans  les  cas  suivants,  où  elle  a  deux  racines  doubles  : 

OL  =  7.^f  racine  nulle  et  racine  infinie; 

p  =  22,  racines  d=  i; 

a  -H  p  =  o,         racines  zfc  i. 

Dans  ces  cas,  on  a  des  quartiques  de  Steiner  de  quatrième  classe. 
Dans  les  autres  cas,  on  a  des  courbes  de  quatrième  ordre  et  de 
sixième  classe  (*). 

(*)  Les  lignes  de  striclioa  des  hyperboloïdcs  à  une  nappe  sont  des  transformées 
homographiqiies  de  courbes  appartenant  à  la  catégorie  considérée.  Ce  sont  des 
(juarliquesdc  Steiner;  elles  sont  en  général  de  sixième  classe.  Le  cas  où  elles  sont 
de  quatrième  classe  correspond,  comme  me  Ta  fait  remarquer  M.  Blutcii  au  cas 
des  liypcrboloïdcs  dont  Ich  plans  cycliques  sont  recta  njîu  la  ires. 
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17.  On  peut  dislingiier  facilement  les  cas  dans  lesquels  les 
courbes  données  par  les  équations  précédentes  sont  des  biquadra- 
liques.  Pour  une  biquadralique  il  passe  par  chaque  point  de  Fes- 
pace  deux  cordes  proprement  dites  et  la  droite  qui  passe  par  le 
point  double.  Le  point  X  =  Y  =  Z  =  o  étant  sur  chaque  droite  le 
conjugué  du  point  situé  dans  le  plan  T  =  o,  pour  que  la  courbe  ait 
un  point  double,  il  faut  que  ce  point  soit  dans  le  plan  T  =  o. 

On  voit  ainsi  que  Ton  a  des  biquadratiques  dans  les  cas  suivants  : 

i"  a  =  o;  la  courbe  est  l'intersection  des  quadriques 
pî(Y»— Z«)=  T»,         pVZ  =  TX; 

2°  P  =  o;  la  courbe  est  Tintersection  des  quadriques 
a»(X«— Z«)=T«,         aX«  =  TX; 

3°  a  =  P;  la  courbe  est  Tintersection  des  quadriques 
a«(X«-h  Y»)=  T»,         aXY  =  TZ. 

Dans  tous  les  cas,  la  courbe  est  sur  la  quadrique 

aîXî-+-P*Yî  — (a  — P)*Z«=T«. 

18.  Si  Ton  rejette  à  Tinfini  Tune  des  faces  du  tétraèdre  de  réfé- 
rence, les  trois  autres  faces  étant  rectangulaires,  on  obtient  une 
courbe  qui  admet  pour  axes  de  symétrie  les  trois  axes  de  coor- 
données, sans  avoir  de  centre  de  symétrie.  On  obtient  les  points 
symétriques  d'un  point  correspondant  à  une  valeur  6  de  l'angle 
qui  figure  dans  les  premières  équations  en  remplaçant  6  par  — 6, 

«— e,7c  +  6. 

On  a  ainsi  des  courbes  transformables  de  quatre  façons  dif- 
férentes, en  courbes  ayant  pour  axes  de  symétrie  les  trois 
arêtes  d^un  trièdre  trirectangle,  sans  que  le  sommet  de  ce 
trièdre  soit  un  centre. 

Il  est  facile  de  constater  que  le  point  (o  considéré  plus  haut  n'est 
autre,  dans  le  cas  actuel,  que  le  point  X  =  Y  =  Z  =  o. 
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SDR  LA  REPRÉSENTATION  DES  NOMBRES  PAR  LES  CLASSES  DE  FORMES 
APPARTENANT  A  UN  DÉTERMINANT  DONNÉ; 

Par  m.  t.  Lalesco. 


1.  Dans  Tétude  delà  représentation  des  nombres  parles  classes 
de  formes  appartenant  à  un  déterminant  donné  D,  on  peut  se 
borner  à  considérer  le  groupe  des  classes  primitives,  c'est-à-dire 
des  classes  de  formes 

(i)  aa?*-t- a6;r/ H- c^*, 

les  nombres  a,  b  et  c  étant  premiers  dans  leur  ensemble. 

On  sait  que  la  véritable  représentation  d'un  nombre  ni  par  une 
forme  (i)  est  celle  que  l'on  appelle  la  représentation  propre  de  ce 
nombre,  c'est-à-dire  une  représentation  telle  que 

m  =  aç*-+-  2biT^  -4-C71*, 

où  les  nombres  S  et  vi  sont  premiers  entre  eux,  car  les  représenta- 
tions impropres  reviennent  toujours  à  des  représentations  propres 
irréductibles. 

Ceci  rappelé,  prenons  deux  nombres  m  eX  n  représentés  propre- 
ment par  deux  classes  quelconques  que  nous  désignerons  par  Km 
et  K/j.  La  théorie  de  la  composition  des  formes  nous  apprend 
alors  que  le  produit  mn  pourra  être  représenté  par  la  classe  com- 
posée que  nous  désignerons  par  K,„K„  ;  mais  cette  représentation 
sera-t-elle  propre  ou  non? 

Si  les  nombres  m  et  n  sont  premiers  entre  eux,  une  identité 
fondamentale  de  la  théorie  de  la  composition  des  formes  montre 
tout  de  suite  que  cette  représentation  résultante  sera  propre  éga- 
lement; mais,  si  les  nombres  m  et  n  ne  sont  pas  premiers  entre 
eux,  cela  n'est  plus  vrai,  comme  on  Ta  admis  quelquefois.  Je  me 
propose  de  montrer  ici  qu'en  général,  dans  ce  cas,  il  y  a  plus  de 
représentations  résultantes  impropres  et  j'établirai  un  critère  per- 
mettant de  distinguer  les  deux  cas. 
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2.   Soient 

m  =  fl*'a;'.. 

•^2*^?'^?'- 

..^^ 

n  =aîîaï'*.. 

.a*Uï'cî'. 

..c^ 

les  deux  nombres  considérés,  supposés  d'abord  premiers  à  aD. 
Faisons  la  remarque  évidente  que  toute  représentation  propre 
d'un  produit  de  deux  facteurs  premiers  entre  eux  provient  néces- 
sairement de  la  composition  de  deux  représentations  propres  con- 
venables de  ses  facteurs;  en  eti'et,  l'identité  fondamentale 

a  a'  X*  H-  2  ^  XY  -h  c  Y»  =  (  a  a;*  -h  2  6  a^^  +  a'  cy^  ){a'x'^-\-ib  x'y'  -\-  acy'*  ) , 

où 

X  =  xx'  —cyy\ 

Y  =  a  x'y  -h  a'  xy'  -^  '^byy\ 

nous  montre  que  la  représentation  propre  du  nombre  aa^  parla 
forme  («a',  b^  c)  peut  résulter  de  la  composition  des  représenta- 
tions propres  des  nombres  a  et  a'  à  l'aide  des  formes  (a,  6,  a' c) 
et  («',  6,  ac). 

Pour  former  donc  toutes  les  représentations  propres  d'un 
nombre  composé,  il  suffira  de  déterminer  toutes  les  représenta- 
tions propres  de  ses  facteurs  premiers  deux  à  deux  et  de  com- 
poser ensuite  ces  représentations  de  toutes  les  manières  possibles. 
Or,  soit  Kx  et  Kx*  les  deux  classes  opposées  qui,  elles  seules, 
représentent  proprement  le  nombre  premier  A;  la  puissance  )/'  ne 
sera  représentable  proprement  que  par  les  classes  Kx  et  Kx",  en 
représentant  par  Kx  la  classe  qui  résulte  de  la  composition  de  Kx, 
n  fois  de  suite  avec  elle-même.  Comme,  d'après  une  remarque 
déjà  faite,  les  représentations  propres  de  deux  nombres  premiers 
entre  eux  donnent  par  composition  une  représentation  qui  est 
propre  aussi,  les  expressions  générales  des  classes  dont  chacune 
fournira  une  représentation  propre  distincte  des  nombres  m  et  n 
seront  respectivement 

K,„  =  K* «.  K*«' . . .  K* «'  K,^ ?. . . .  Kf^v, 
K„  =  K*»'.  K-«î . . .  K%*[  K*ï. . . .  KfJ». 

Nous  obtenons  ainsi  2.P^^  représentations  propres  diiîéren tes  du 
nombre  m  et  a*/"^*  du  nombre  n. 
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Considérons  niainlenaat  le  produit 

ma  =  aî«-^«' . . .  a\^^^'ib\' . . .  bl^c\.. .  cl;. 

Ce  nombre  aura  donc  effectivement  et  seulement  2/^^"*"*  repré- 
sentations propres  par  les  classes  du  déterminant  D.  Or,  on  peut 
combiner  une  représentation  propre  du  nombre  m  à  une  repré- 
sentation propre  de  /i,  de  a'^^'*"^*  façons  diflerenles.  //  y  aura 
donCy  en  gênerai,  2/^^+*(2*-- 1)  cas  ou  la  représentation 
résultante  du  produit  mn  ne  sera  pas  propre,  quoique  les 
représentations  des  nombres  m  et  n  le  soient. 

Si  donc  /r>  I,  c'est  le  nombre  des  cas  d'exception  qui  sera  le 
plus  grand.  D'autre  part,  il  est  évident  que  les  représentations 
impropres  seront  données  par  les  classes 

K,^' «-«•' . . .  Kf/ «'-«i ) K*P. . . .  K*?,- K*r. . . .  Kf^T,, 

et  ceci  nous  permet  d'énoncer  le  résultat  suivant  : 

La  représentation  résultante  sera  impropre  toutes  les  fois 
que,  dans  les  représentations  propres  des  nombres  m  et  n,  l'un 
au  moins  des  facteurs  communs  de  ces  nombres  sera  représenté 
par  des  classes  opposées,  et  seulement  dans  ce  cas, 

3.  Examinons  maintenant  les  représentations  des  nombres  qui 
ne  sont  pas  premiers  à  2D. 

D'après  la  remarque  faite  plus  haut,  cetle  question  revient  à 
l'étude  de  la  représentation  du  nombre  2  et  des  facteurs  de  D. 
Nous  supposerons  ici  D  sans  dis^iseurs  carrés;  dans  ces  condi- 
tions, je  dis  qu'on  a  le  théorème  suivant  : 

Un  facteur  d  de  D  (D  =:z  do)  n'est  représentable  proprement 
que  par  la  classe  ambiguë 

Aucune  puissance  de  ce  nombre  n^est  représentable  propre- 
ment par  les  classes  des  formes  du  déterminant  D. 

En  eflet,  si  rfest  représcntable  proprement  par  une  classe  K^, 
celle  classe  conlicndra  la  forme  (J, /?, /)  o»i  n-  —  rf/=:D  =  rfo; 
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on  déduit  de  là  /i  =  kd  et,  par  conséquent, 

dx^ -h  2/1x7  -h  ly^  =  d{x  4-  A.X)'— '  S^'j 

ce  qui  prouve  que  la  classe  K^  est  bien  une  classe  de  formes 
ambiguës. 

Prenons  maintenant  le  nombre  c/*;  on  devrait  avoir  d\ine  façon 
analogue  ri^  —  d^l  =  dZ]  or,  cette  égalité  est  impossible  si  A:  >  i , 
puisque  S  est  premier  à  d. 

Nous  avons  ainsi  (remarquons-le  en  passant)  une  propriété 
caractéristique  des  formes  ambiguës  :  ce  sont  les  seules  classes 
qui  représentent  proprement  les  facteurs  de  D.  Cette  propriété  ne 
subsiste  plus  si  D  a  des  facteurs  carrés:  ainsi,  par  exemple,  la 
formega^^-hôjj^H-  i  ly^  représente  proprement  9 (^=  1,^=0); 
son  déterminant  est  — 90  =  — 3^.  10,  et  pourtant  ce  n'est  pas 
une  forme  ambiguë. 

La  limitation  aux  déterminants  sans  diviseurs  carrés  est  donc 
utile  pour  simplilier  les  résultats,  même  dans  la  théorie  de  la 
représentation  des  nombres.  Ce  théorème  s'applique  aussi  pour 
le  facteur  2  si  D  est  pair. 

11  nous  reste  donc  à  examiner  le  cas  de  la  représentation  de  2 

quand  D  est  impair.   Or,  un  théorème  bien  connu  sur  les  con- 

gruences 

ar'=  D(moda*) 

nous  permet  d'affirmer  immédiatement  que  2  est  toujours  repré- 
sentable proprement  par  la  seule  classe 

2x'H- 2j?x -H  Aj*        (i  — •2A-  =  D); 

que  4  est  toujours  représentable  par  les  deux  classes  opposées 
ix^zt^xy  -h  k'y*        (i  —  4  A:'  =  D), 

si  D  est  de  la  forme  4^1  -H  i  et  seulement  dans  ce  cas,  et  qu'enfin 
2*(Â'>  2)  est  représenté  proprement  par  4  classes,  deux  à  deux 
opposées,  si  D  =  8n  4-  I  et  seulement  dans  ce  cas. 

On  voit  maintenant  avec  facilité  comment  on  devra  modifier 
l'énoncé  général  trouvé  précédemment  pour  ces  divers  cas.  Ainsi, 
par  exemple,  nous  aurons  les  propriétés  suivantes  : 

Si  un  facteur  de  D  figure  à  la  foin  dans  m  et  n,  la  reprêsen- 
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talion  composée  sera  sûrement  impropre  ;  mais,  si  les  nombres  m 
et  n^  tout  en  n  étant  pa^  premiers  àl^^  ne  sont  pas  dii^isibles  par 
les  mêmes  facteurs  de  D,  et  si  les  autres  conditions  sont  rem- 
plies, la  représentation  résultante  sera  propre. 

Dans  révalualion  des  nombres  p  et  q^  il  ne  faudra  pas  tenir 
compte  des  facteurs  de  D;  enfin,  2  renlre  dans  la  règle  générale  si 
D  est  pair. 


REMARQUES  SUR  LE  MOUVEMENT  D  UNE  FIGURE  PLANE 
DANS  SON  PLAN; 

Par  m.   a.   Pellkt. 


1.  Le  centre  de  courbure  (a,  p)  de  Penveloppe  des  droites 

X  coscp  -^ y  sinç  — /(ç  )  =  0 
est  donné  parfes  équations 

—  a  sin©-f-  p  coso  — y'=  o,         a  coss)  -h  ^  «inç  -^f=  o, 
d'où  Ton  déduit 
:r«-f-^«=/«4-/«,     a«-h?«=/«-i-/'î,     rar-a)«-4-(^- ^r-=  (/-h/*)». 

Ainsi,  lorsque /est  de  la  forme  acos(fto  —  c),  a,  6,  c  étant  des 
constantes,  un  poi-nt  de  la  courbe  et  son  centre  de  courbure  sont 
conjugués  par  rapporta  un  cercle,  de  rayon  a6.  C'est  précisément 
le  cas  des  épicjcloïdes  et  le  cercle  n*est  autre  que  le  cercle  de 
base. 

2.  Nous  pouvons  définir  le  mouvement  d'une  figure  plane  dans 
son  plan  par  les  positions  successives  de  deux  de  ses  droites  que 
nous  choisirons  rectangulaires  l'une  sur  l'autre.  Soient 

5  =  o^cosç  -i-^sinç  — p  =  o,        ij  =  — arsinç  -+-^cosç  —  j5|=s  o, 

les  équations  de  ces  droites  par  fapport  à  des  axes  fixes;  et 

At;   Br, -t-  C=;o, 
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A,  B,  C  étant  des  constantes,  Téquation  d\ine  droite  du  plan  mo- 
bile. Dans  le  mouvement  du  plan,  cette  droite  enveloppe  une 
courbe  dont  la  normale  a  pour  équation  Al$^  -f-  By^  =  o.  Elle  passe 
par  le  point  $^  =  o,  yç  =  o,  centre  instantané  de  rotation  I.  De 
même  la  développée  n**™*  a  pour  normale  la  droite 

Elle  passe  par  un  point  l,;,(nH-  i)*®™*centre  instantané  de  rotation, 
indépendant  des  coefGcients  A,  B,  C. 

Lorsque  o  varie,  le  lieu  du  point  I  dans  le  plan  mobile  est  la 
roulette,  dans  le  plan  fixe  la  base;  la  droite  II  est  normale  pour 
une  valeur  de  ^  à  la  base  et  à  la  roulette  en  leur  point  de  contact, 
et  en  général  la  droite  I„I»^.i  à  la  courbe  engendrée  parle  point  I/,; 
enfin  le  second  centre  instantané  I|  est  situé  sur  \di  polaire  du 
centre  de  courbure  de  la  roulette  par  rapport  au  cercle  de 
courbure  de  la  base. 

Lorsque  pour  deux  mouvements  I,  I<,  I2,  .. .,  I/i_i  coïncident, 
les  deux  mouvements  ont  un  contact  d*ordre  n,  c'est-à-dire 
que  les  courbes  décrites  par  un  même  point  ont  un  contact 
d'ordre  n  et  réciproquement. 

Soient  1,  r,,  I^  les  trois  premiers  centres  instantanés  de  rotation 
lorsqu'on  fait  rouler  le  cercle  osculateur  delà  roulette  sur  le  cercle 
osculateur  de  la  base;  I',  coïncide  avec  I|  ;  I^  est  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  par  le  point  I2  sur  la  droite  1I|  {Journal  de 
Mathématiques  spéciales  de  M.  de  Longchamps,  iSgS,  p.  217 
et  suivantes). 

3.  Prenons  pour  axes  de  coordonnées  la  tangente,  axe  des  Xj  et 
la  normale  à  la  base,  axe  des  y^  au  point  de  contact  avec  la  rou- 
lette &  un  certain  moment;  soient 

les  équations  des  cercles  osculateurs  de  la  roulette  et  de  la  base  ; 
les  coordonnées  du  second  centre  instantané  de  rotation  («^m^i) 
sont  données  par  les  équations 

Eu  faisant  rouler  le  cercle  x'^-\-  y- — 2p^=:o  sur  le  cercle 
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x^^  y'^ —  2p,  y  =  O,  on  aura  un  mouvement  ayant  un  contact  du 
second  ordre  avec  le  premier,  si  la  relation 

rip  — Pi(ri-^P)  =  o 
est  satisfaite.  Le  cercle  de  rayon  p  passe  par  le  point  a,  ^  si  l'on  a 

a«-h^«— •2p?  =  o. 

Comme,  dans  le  roulemeiit  du  cercle  p  sur  le  cercle  pi,  le 
point  a,  p  décrit  une  épicycloïde,  le  centre  de  courbure  (a,,  ^,) 
de  la  trajectoire  se  frouve  à  Fintersection  des  droites 


d'oii 


a   =   p"  =^»         *«i  +  P?i-pi(p-HPi)=o, 


K  = 


n^ 


a*-i-fi*- 


-^'iP 


Pour  a  =  o,  on  a  la  relation 


ou 


fil  "F'^J^"  Hi""î^' 


Les   droites  joignant  les    points  a,  ^  etoci,  ^i  aux  centres  des 
cercles  U  et  R«  ont  pour  équations 


X   y     X 

^ 

«     p     I 

=  o, 

•    ?   K 

"     '   i 

"  '  r, 

X    y     I 


Par  soustraction,  on  obtient  la  droite 

d'où  le  théorème  que  M.  G.  Rœnigs  veut  prendre  pour  fondement 
de  la  théorie  [Bulletin  des  Sciences  niathémaliqiies/pn\ievigo'^), 
afin  d^éviter  des  précautions  tenant  à  la  question  des  signes. 

4.  Soient  C  le  cône  lieu  des  axes  instantanés  de  rotation  d'un 
solide,  mobile  autour  d'un  point  fixe  O,  dans  l'espace;  C  le  cône 
lieu  de  cet  axe  dans  le  «olidc  ;  OM  la  génératrice  de  contact  des 
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<leiix  cônes,  axe  iDslanlané  à  Tinstanl  considéré.  Menons  par  le 
point  M  un  plan  perpcndlcuJaire  à  OM^  ce  plan  coupe  le  cône  G 
suivant  une  courbe  B  et  le  cône  C  suivant  une  courbe  B';  en  fai- 
sant rouler  B'  sur  B  on  obtient  pour  le  plan  un  mouvement  ayant 
un  contact  du  second  ordre  avec  celui  qui  résulte  du  mouvement 
du  solide  à  l'instant  considéré;  d'ailleurs  les  points  se  trouvant  sur 
une  même  droite  passant  par  le  point  fixe  O  décrivent  des  trajec- 
toires homotliéliques. 


SUR  LES  TBAJEGTOIRES 
AUXQUELLES  DONNENT  LIEU  LES  FORGES  CENTRALES; 

Par  m.  Georges  Rémoundos. 


1.  Un  point  mobile,  sollicité  par  une  force  centrale,  peut  décrire 
une  trajectoire  ayant  la  propriété  intéressante  de  s'approcher  indé- 
finiment du  centre  des  forces,  qui  est  alors  un  point  asymptote  de 
la  trajectoire;  c'est  là  une  condition  nécessaire  pour  que  le  point 
attiré  tende  à  se  choquer  avec  le  point  attirant. 

Si  nous  tenons  compte  de  la  formule 

(0  ?=- J775 ^.' 

nous  voyons  que  le  rayon  de  courbure  p  tend  vers  zéro,  lorsque  le 
rayon  polaire  /•  tend  vers  zéro,  pourvu  que  tangw  ne  tende  pas 
vers  zéro  avec  r,  w  désignant  l'angle  formé  par  le  rayon  polaire  et 
la  tangente  de  la  courbe;  si,  en  effet,  il  en  est  ainsi,  la  formule 

dr  r 


un        langcu 

montre  que  la  dérivée  ^  tend  vers  zéro  avec  le  rayon  r;  il  en 

résulte,  en  vertu  de  la  formule  (i),  que  le  rayon  de  courbure  p 
tend  aussi  vers  zéro  avec  /*.  Nous  supposons,  bien  entendu,  ici,  que 
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la  irajecloîre  ne  passe  pas  par  le  pôle  (cenire  de  force),  qui  n'esl 
qu'un  point  asymptote  de  la  courbe. 

Dans  ce  travail,  nons  allons  envisager  d'abord  ces  trajectoires  se 
rapprochant  indéiiniment  du  cenire  d'attraction,  avec  rhvpolhèse 
que  le  rayon  de  courbure  tende  vers  zéro  avec  r;  ensuite,  nous 
exposerons  quelques  résultats  concernant  le  rayon  de  courbure 
des  trajectoires  auxquelles  donnent  lieu  des  forces  centrales 
données  comme  fonctions  de  la  distance  du  mobile  au  centre  des 
forces. 

2.  Nous  nous  posons  le  problème  suivant  : 

Quelles  sont  les  lois  de  forces  centrales  qui  peuvent  donner 
lieu  à  des  trajectoires  du  genre  indiqué  dans  le  paragraphe 
précédent? 

Ces  trajectoires  sont  caractérisées  par  le  fait  que  le  centre  de 
force  est  un  point  asymptote  de  ces  courbes,  le  rayon  de  courbure  p 
tendant  vers  zéro  eu  même  temps  que  le  rayon  polaire  r. 

Pour  traiter  ce  problème  nous  allons  utiliser  deux  formules 
indiquées  parles  mathématiciens  Resal  {Comptes  rendus,  t.  XC, 
p.  769)  et  Siacci  {Comptes  rendus,  t.  LXXXVIil),  savoir  : 

K     p  p/?-» 

m  désignant  la  masse,  K  la  constante  des  aires,  r  la  vitesse,  r  le 
rayon  polaire,  p  le  rayon  de  courbure,  p  la  distance  du  centre  de 
la  force  à  la  tangente  de  la  trajectoire  et  F  l'intensité  de  la  force; 
la  deuxième  formule  n'est  qu'une  conséquence  immédiate  de  la 
première  et  de  la  formule  classique  pv  =  K. 
La  relation  évidente  (*) 

/)  =  r  sino) 
nous  permet  d'écrire  la  formule  (2)  comme  suit  : 


(3)  F=  — mK«. 


p/-*siii'«i> 
Nous  allons  nous  borner  au  cas  011  la  force  F  dépend  de  la  seule 

(')  Dans  celle  formule,  Tunglc  ^  csl  choisi  inférieur  à  deux  angles  druili». 
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dislance  du  mobile  au  cenlre  de  force  ei  nous  remarquerons  que 
la  formule  (3)  nous  permet  de  conclure  que  les  lois  de  forces  cen- 
trales, fonctions  de  la  seule  distance  r  du  mobile  au  centre^  qui 
répondent  au  problème  ci-dessus  posé,  sont  de  la  forme  suivante  : 

Texposant  n  étant  plus  grand  que  deux. 

Citons  comme  exemple  la  spirale  logarithmique 

/•  =  e|A», 

qui  admet  le  pôle  comme  point  asymptote  et  que  décrit  un  mobile 
sollicité  par  une  force  centrale  dont  Fexpression  est 

F=  — /n(i-h[ji»)K»^, 

m  désignant  la  masse  et  K  la  constante  des  aires.  Cette  trajectoire 
correspond  aux  conditions  initiales 


Le  rayon  de  courbure  p  tend,  en  effet,  vers  zéro,  lorsque  le 
point  de  la  courbe  s^approche  indéfiniment  du  point  asymptote, 
qui  coïncide  ici  avec  le  centre  de  force. 

3.  D'une  façon  générale,  si  la  force  centrale  est  donnée  par  la 
formule 

a  étant  une  constante,  nous  aurons,  pour  le  rayon  de  courbure 
d^une  trajectoire  quelconque,  la  formule  suivante  : 

P  =^^  •   .     > 
'  sin'*(o 

\  désignant  une  constante  et  co  Tangle  défini  au  n®  2.  Nous  en 
déduisons  Tinégalilé 

(1)  plil^l/-^-», 

le  symbole  |X  |  désignant  la  valeur  absolue  de  la  constante  X. 
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Celte  inégalité  nous  conduit  à  plusieurs  corollaires  : 

a.  Si  q>9^^  le  rayon  p  de  courbure  tend  vers  l* injini 
lorsque  r  crott  indéfiniment  sur  une  branche  infinie,  s^ il  en 
existe. 

b.  Si  7<2,  le  rayon  de  courbure  p  tend  vers  r  infini, 
lorsque  la  distance  polaire  r  tend  vers  zéro  sur  une  brandie 
de  la  trajectoire  s^ approchant  indéfiniment  du  centre  de  la 
force,  s'il  existe  une  telle  branche. 

En  ce  qui  concerne  la  détermination  de  la  conslante  A,  elle  se 

fait  immédiatement  par  les  formules  du  paragraphe   précédeiii; 

nous  avons 

/wK» 

A  = y 

a 

et  nous  voyons  qu'elle  s'exprime  au  moyen  de  la  masse  du  point 
mobile,  de  la  conslante  des  aires  et  du  coefRcient  d'attraction  a. 
Si  nous  supposons  que,  sur  une  trajectoire,  la  vitesse  reste  infé- 
rieure à  une  certaine  limite  6,  la  formule 

psf  ^K 

nous  permet  d'établir  aussi  une  limite  supérieure  du  rayon  de 
courbure  de  la  trajectoire;  nous  avons  en  effel,  d'une  part, 


">? 

,         6« 

et,  d'autre  part, 

mK»  r»+« 

d'où  résulte 

P< 

ou  encore 

(5)                  p< 

/•»-', 

p<L/-»^-<, 

L  = 


Les  inégalités  (4)  et  (5)  présentent  un  intérêt  particulier  pour 
les  trajectoires  ayant  des  points  à  l'infini  ou  des  branches  s'appro- 
chant  indéfiniment- du  centre  d'attraction,  puisqu'elles  nous  ren- 
seignent sur  la  manière  dont  le  rayon  de  courbure  p  varie  avec  r 
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sur  une  branche  allant  à  Tinfinî  ou  sur  une  branche  s'approchanl 
indéfiniment  du  centre  d^altraction. 

L'existence  de  trajectoires  ayant  des  branches  non  fermées  est 
assurée  dans  les  cas  q^i  eXq  ^z^ — i  par  un  célèbre  théorème  de 
Bertrand,  d'après  lequel  les  seules  lois  de  force  qui  donnent  lieu 
à  des  trajectoires  fermées,  quelles  que  soient  les  conditions  ini- 
tiales, correspondent  aux  valeurs  y  =  2  et  y  =  —  i . 

Les  inégalités 

|X|r7-î<p<L/-7+i 

fournissent,  en  général,  des  limites  d'une  précision  remarquable 
pour  la  grandeur  du  rayon  de  courbure  d'une  trajectoire  et,  en 
particulier,  pour  l'ordre  d'infinitude  et  l'ordre  infinitésimal  dans 
les  cas  où  le  rayon  de  courbure  tend  vers  l'infini  ou  vers  zéro 
sur  des  branches  allant  à  l'infini  ou  s'approchant  indéfiniment  du 
centre  de  force. 


SUR  L'ISOTHERHIE  RELATIVE  DES  RÉSEAUX; 
Par  m.  L.  Raffy. 

Les  pages  qui  suivent  ont  pour  principal  objet  d'étendre  la 
notion  de  réseau  isotherme,  afin  de  faire  rentrer  dans  une  même 
théorie  diverses  classes  de  réseaux,  notamment  ceux  qui  caracté- 
risent soit  les  surfaces  isolhermiques,  soit  les  surfaces  dont  les 
ligues  de  courbure  ont  leur  représentation  sphérique  isotherme, 
et  ceux  que  M.  Bianchi  appelle  isothermes-conj ligués. 

Je  commence  par  définir  l'isothermie  relative  de  deux  réseaux 
et,  après  avoir  montré  qu'à  deux  réseaux  qui  présentent  cette 
propriété  on  en  peut  toujours  associer  un  troisième,  qui  est  dans 
la  même  relation  avec  chacun  d'eux,  je  donne  sous  l'orme  inva- 
riante les  conditions  qui  assurent  l'isothermie  relative  de  deux 
réseaux. 

J'applique  d*abord  ces  conditions  aux  surfaces  à  lignes  de  cour- 
bure isothermes,  et  je  ramène  l'un  à  l'autre  les  deux  critères  de 
S.  Lie  et  de  M.  Weingarlen  relatifs  à  ces  surfaces. 
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Une  secofide  application  concerne  les  surfaces  à  lignes  de 
courbure  isolhermes-conjuguées,  dont  Télnde  a  été  commencée 
par  M.  Eisenhart  (American  Journal  of  Mathematics,  t.  XXV, 
p.  2  1 3-248).  Par  le  fait  même  de  son  rattachement  à  une  nolioQ 
plus  large,  cette  étude  se  trouve  complétée  sur  divers  points.  Je 
calcule  à  nouveau,  en  la  généralisant,  Téquation  aux  dérivées  par- 
tielles des  surfaces  de  M.  Eisenhart  et  j'en  déduis  leurs  caractéris- 
tiques (lignes  de  courbure  et  lignes  asymptotiques). 

Après  diverses  indications  concernant  la  compatibilité  des  deux, 
conditions  d'isothermie  relative,  je  montre  que  toute  famille  de 
courbes  dont  Téquation  est  de  la  forme 

U(w)^  V(p)  =  const. 

appartient  à  un  réseau  isotherme  relativement  au  réseau  des  lignes 
coordonnées  («=  const.,  v  =  const.)  et  je  fais  rentrer  dans  une 
même  catégorie  les  surfaces  isothermiques,  celles  dont  les  lignes  de 
courbure  ont  leur  représentation  sphérique  isotherme  et  celles  dont 
les  lignes  de  courbure  forment  un  réseau  isotherme-conjugué. 


l.   —  Définition  et  conditions  pour  l'isothermie 

RELATIVE    DES    RÉSEAUX^ 

1.  Quand  deux  couples  de  variables,  a  et  jî  d'une  part,  o  et  y^ 
d^autre  part,  donnent  lieu  à  une  identité  telle  que 

si  les  équations  a  =  const.,  j3  =  const.  sont  celles  des  deux 
familles  de  lignes  de  longueur  nulle  d'une  surface,  on  dit  que  le 
réseau  des  courbes  ç  =  const.,  y^  =  const.  est  un  réseau  isotherme 
de  la  surface  (*). 

En  vue  de  généraliser  cette  notion,  nous  n'imposerons  plus,  au 

(')  Si,  au  lieu  de  ridcntité  (i),  on  posait 

rfarf?  =  W(«,  V)  [U(a)  rfa'-t-  V(i;)  dv'], 

le  réseau  u  =  consL,  v  =  const.  coïnciderait,  comme  il  est  bien  connu,  avec  le 
réseau  9  =  consL,  /  =  const. 


Digitized  by 


Google 


-  261  - 

moins  en  général,  aux  lignes  a  =  const.,  p  =  const.  la  condition 
d'être  des  lignes  minima,  et  nous  énoncerons  ie  fait  analytique 
exprimé  par  l'identité  (i)  en  disant  que  le  réseau  f  =  const., 
y=consl.  est  isotherme  relativement  au  réseau  a=:const., 
^  =  const.,  ou,  plus  brièvement,  que  le  réseau  (^ ,  y)  est  isotherme 
relativement  au  réseau  (a,  ^). 

D'après  cette  convention  de  langage,  une  surface  est  dite  iso- 
thermique  quand  le  réseau  de  ses  lignes  de  coorbure  est  isotherme 
relativement  au  réseau  formé  par  ses  lignes  de  longueur  nulle;  la 
représentation  spbérique  (des  lignes  de  courbure)  d'une  surface 
est  dite  isotherme  quand  le  réseau  de  ses  lignes  de  courbure  est 
isotherme  relativement  au  réseau  qui  correspond  aux  lignes 
minima  de  sa  représentation  spbérique;  un  réseau  est  dit  iso- 
therme-conjugué,  au  sens  de  M.  Bianchi,  quand  il  est  isotherme 
relativement  au  réseau  formé  par  les  lignes  as^^mptoliques. 

%  Revenons  à  l'identité  (i).  Pour  qu'elle  ait  lieu,  il  faut  et  il 
suffit  que  a  et  ^  soient  deux  fonctions  ne  dépendant.  Tune  que 
de  ç  -h  ly,  l'autre  que  de  cp  —  /^,  de  sorte  qu'on  a,  inversement. 

Ces  équations  entraînent 

Or,  le  réseau  (af,  ^i)  n'est  pas  distinct  du  réseau  (a,  ^);  d'où 
cette  conclusion  : 

Théorème  I.  —  Si  un  réseau  («p,)^)  est  isotherme  relativement  à 
un  réseau  (a,  P),  le  réseau  (a,  P)  est  isotherme  relativement  au 
réseau  (©,  ^),  et  réciproquement.  En  d'autres  termes,  pour 
qu'un  réseau  soit  isotherme  relativement  à  un  autre,  il  faut  et 
il  suffit  que  cet  autre  soit  isotherme  relativement  au  premier. 

Comme  application,  cherchons  la  condition  d'isothermie  des 
lignes  de  courbure  d'une  surface  (S)  rapportée  à  ses  lignes 
minima.  Soit 

son  élément  linéaire  et  soit  \  l'une  des  coordonnées  isotropes, 
XXXV.  17 
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x-^iy^  par  exemple,  d'un  point  variable  sur  cette  surface;  les 
lignes  de  courbure  sont  déterminées  (O.  Bonnet)  par  l'équation 

Soient  (p  =  const.,  ^  =  const.  leurs  équations  finies;  on  a 

^''^''x  =  ,4(!:i)''«'-4(r.)'^*- 

Pour  exprimer  que  la  surface  (S)  est  isothermique,  écrivons  que 
le  réseau  (a,  ^)  est  isotherme  relativement  an  réseau  (f ,  y)  :  nous 
trouvons  Immédiatement 


ce  qui  est  la  condition  connue. 

Gomme  autre  application,  considérons  une  surface  rapportée 
aux  coordonnées  tangenlielles  isotropes  d'Ossian  Bonnet,  qui 
sont  les  paramètres  (a,  j3)  des  lignes  minima  de  sa  représentation 
sphérique,  et  cherchons  la  condition  pour  que  Télément  linéaire 

de  la  sphère  de  Gauss  acquière  la  forme  ^(df^-^  dy^^)^  quand  on 
prend  pour  variables  les  paramètres  (f ,  y)  des  lignes  de  courbure. 
Le  plan  tangent  à  la  surface  a  pour  équation 

(  a  -  ?  )  a- -  t  (  «  -  ?  )  ^ -4- (  a  p  -  I  )  ^  H- 5  ==  o, 
et,  si  l'on  pose 

l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure  est 
de  sorte  qu'on  a 

Au  lieu  d'écrire  que  le  réseau  (»,  y)  est  isotherme  relativement 
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an  réseau  (a,  ^),  écrivons  que  celui-ci  est  isoltiernie  relalivemeul 
au  premier;  nous  trouvons  immédiatement 


c'est  )a  condition  p«>ur  que  la  représentation  sphérique  (des  lignes 
de  courbure)  de  la  surface  soit  isotherme.  Elle  entraîne  l'équalion 
aux  dérivées  partielles  du  quatrième  ordre 

d«    .      r 
â^'^S  — o, 

qui  lui  est  équivalente,  et  dont  les  caractéristiques  sont  définies 
par  la  relation 

Ainsi,  l'équation  aux  dérwées  partielles  des  surfaces  pour 
lesquelles  la  représentation  sphérique  des  lignes  de  courbure 
est  isotherme  admet  comme  caractéristiques  les  lignes  de  cour- 
bure et  les  lignes  qui  correspondent  aux  lignes  minima  de  la 
représentation  sphérique. 

3.  L'isothermie  relative  de  deux  réseaux  peut  se  reconnaître  à 
un  caractère,  théorique  comme  le  précédent,  et  que  voici  : 

Théorème  II.  —  Pour  que  deux  réseaux  soient  isothermes 
run  relativement  à  l'autre,  il  faut  et  il  suffit  :  i°  que  les 
tangentes  aux  courbes  de  l'un  d'eux  forment  en  tout  point  un 
faisceau  harmonique  avec  les  tangentes  aux  courbes  de  l'autre; 
1*"  qu'ils  soient  isothermes  l'un  et  l'autre  relativement  à  un 
troisième  réseau. 

i"  Soient  (a,  P)  et  (o,  y)  les  deux  réseaux.  On  a,  par  hypo- 
thèse, 

rfot  rfp  =  4*  (ç),  yj  (</<p«  4-  dyj). 

Or,  si  Ton  rapporte  le  second  membre  au  type  général 

^  =  X  d(f*-h  iB  do  df  H-  G  rf/*, 

on  aura 

A  =  0  =  ^,        B  =  o. 
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De  même,  si  i'on  compare  le  produit  2  <:^^^  au  type  général 

§x  =  A|  rfç*-f-  2B1  d9  c?x  -»-  Cl  dy}, 

on  aura 

AissGj=so,        Bissi. 

De  là  résulte  immédiatement 

ACi  — 2BBi-hCA,  =  o, 

ce  qui  exprime  que  les  tangentes  aux  courbes  du  réseau  ^=:  o  ou 
(a,  P)  forment  en  tout  point  un  faisceau  harmonique  avec  les 
tangentes  aux  courbes  du  réseau  ^,  =  o  ou  (cp,  5^).  Nous  dirons 
avec  M.  Darboux  (  Théorie  des  surfaces,  t.  IV,  p.  65)  que  les  ré- 
seaux  ê  et  §^  se  divisent  harmoniquement. 

a*'  Une  extension  facile  d'un  théorème  dû  à  M.  Tissot  conduit  à 
cet  énoncé  :  Étant  données  deux  formes  quadratiques  binaires 
de  différentielles,  il  existe  des  variables  telles  que  les  deux 
formes,  exprimées  au  moyen  de  ces  variables,  ne  contiennent 
pas  de  terme  rectangle.  Si  les  deux  formes  ^  et  ^i  ne  sont  pas 
proportionnelles,  ce  système  de  variables  est  unique  et  il  est 
fourni  par  tes  intégrales  de  Téquation 


W 


Ad^-hBdi    Xidf-¥-  B|  d-/^ 
B  ^9  -f-  G  rfy     Bi  rf<p  -+-  Cl  d-^ 


qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  covariant  jacobien  des  deux 
formes.  Dans  le  problème  qui  nous  occupe,  les  deux  réseaux  étant 
distincts,  les  formes  rf  et  ^1  ne  peuvent  pas  être  proportionnelles. 
Appliquons  cette  règle  au  cas  présent.  L'équation  différentielle 
du  réseau  qu'elle  fait  correspondre  aux  deux  réseaux  (a,  ^)  et 

j,  =  rfçp»  —  d"/^  =  o. 
Posons 

rfç  -h  dy  =  1  du,        d(f  —  dy=  2  dv. 

Nous  déduisons  de  là 
rfa rfp  =  4/  (d^^-h  dy* )  =  2^  (rfa*-+-  rfp*),        df  dy^  =  rfu*—  dv^, 

ce  qui  prouve  que  le  réseau  #2=0  ou  («/,  v)  est  isotherme  relati- 
vement aux  deux  réseaux  (a,  P)  et  (cp,  y),  et  que  ces  deux  réseaux 
sont  isothermes  relativement  à  lui. 
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Réciproquement,  supposons  qu'il  existe  un  réseau  (</,  i^)  tel 
que,  quand  on  rapporte  la  surface  à  ce  réseau,  les  deux  formes 
dcLcl^  et  d^d^  deviennent  respectivement 

doid^  =  1^  (du*-^dç*\        d9  dx  =  XIU(m)  du*—  \(v)dv*]. 

Si,  de  plusy  les  deux  réseaux  (a,  ^)  et  (^ ,  ^)  se  divisent  harmo- 
niquement,  on  devra,  d'après  la  condition  rappelée  plus  haut, 
avoir  U  =  V,  de  sorte  qu'il  viendra 

d^  d-^  =  [X  (rfa*—  rfp»). 

Dès  lors  ridentité 

^d{u-h  iv)  d(u  -^  iv)  =  [d(u  ■+■  p)]*-*-  [cf(u  —  p)]« 

prouve  que  le  réseau  (u-h  ^y  u  —  <^),  c'est-à-dire  le  réseau  (<p,  ^), 
est  isotherme  relativement  au  réseau  (u  -+-tV,  u  —  tV)  ou  (a,  P). 
La  proposition  est  donc  complètement  démontrée.  Le  réseau 
(£/,p),  isotherme  relativement  aux  deux  réseaux  proposés,  n'est 
autre  que  celui  qui  est  défini  par  l'extension  du  théorème  de 
M.  Tissot,  Son  équation,  que  nous  avons  dans  le  cas  général  mise 
sous  la  forme  (2),  peut  aussi  s'écrire 


rfX' 

-difd-^    d<f 

A 

B           C 

A, 

B,         C, 

Elle  exprime  simplement  que  ce  réseau  divise  harmoniquement 
les  deux  réseaux  proposés. 

4.  Remarques  et  exemples,  —  Faisops,  pour  un  instant, 
abstraction  de  Thypothèse  concernant  Tisothermie  relative  des 
réseaux  et  considérons,  sur  une  surface^  deux  réseaux  (R|)  et  (II2)) 
définis  respectivement  par  l'évanouissement  de  deux  formes  qua- 
dratiques de  diGTérentieiles 

^1  =  A|  c?çp«  -+-  2C1  û?<p  û?x  "•"  ^1  ^X*  =  ^>  * 
St  =  Al  rf<p«-+-  îCt  df^  dx  ■+•  Cl  rfx'  =  ^' 

En  égalant  à  zéro  le  co variant  jacobien  ^z  de  ces  deux  formes, 
on  définit  un  troisième  réseau  (R3),  qui  divise  harmoniquement 
et  le  réseau  (R|)  et  le  réseau  (R3).  Sidonc  ces  deux  réseaux  se  di- 
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visentharmoniquement,  quel  que  soit  celui  des  trois  réseaux  (Ri), 
(R2)9  (Rs)  que  Ton  considère,  il  divise  harmoniquement  chacun 
des  deux  autres  :  la  condition  est  nécessaire  et  suffisante. 

Quard  elle  est  réalisée,  les  trois  réseaux  présentent  une  liaison 
mutuelle  remarquable,  que  nous  rappellerons  en  disant  qu'iN 
forment  une  triade.  Voici  divers  exemples  de  triades  :  i®  tout 
réseau  orthogonal  tracé  sur  une  surface,  son  réseau  bissecteur 
et  le  réseau  des  lignes  niinima;  en  particulier,  les  lignes  de  cour- 
bure d'une  surface,  leurs  courbes  bissecti*ices  et  les  lignes  minima; 
2^  les  lignes  de  courbure  d'une  surface,  ses  lignes  asymplotiqnes 
et  ses  lignes  diagonales  (lignes  tangentes  aux  diamètres  con- 
jugués égaux  de  l'indicatrice);  3^  les  réseaux  considérés  par 
M.  Darboux  dans  sa  théorie  des  douze  surfaces  (/oc.  cit.)* 

A  l'hypothèse  qui  définit  la  /riatie  ajoutons  l'isothermie  relative 
de  deux  des  réseaux;  d'après  le  théorème  qui  précède,  le  troisième 
réseau  sera  isotherme  relativement  aux  deux  premiers.  En  consé- 
quence, pour  exprimer  l'isothermie  relative  de  deux  réseaux,  on 
pourra  introduire  le  réseau  qui  complète  la  triade  dont  ils  font 
partie  et  exprimer  que  ce  réseau  est  isotherme  relativement  à 
l'un  des  premiers.  Il  j  aura  donc  trois  manières  équivalentes 
d'énoncer  la  propriété  d'une  surface  sur  laquelle  deux  réseaux 
déterminés  sont  isothermes  l'un  relativement  à  l'autre.  Ainsi,  les 
surfaces  isothermiques  étant  définies  par  l'isothermie  relative 
de  letirs  lignes  de  courbure  et  de  leurs  lignes  minima,  on  a  ces 
théorèmes,  dont  les  réciproques  sont  vraies  :  Sur  toute  sur/ace 
isothermique,  le  réseau  bissecteur  des  lignes  de  courbure  est 
isotherme  relativement  au  réseau  des  lignes  minima;  il  est 
isotherme  relativement  au  réseau  des  lignes  de  courbure.  De 
même,  les  sur/aces  à  lignes  de  courbure  isothermes-conjuguées 
étant  définies  par  l'isothermie  relative  de  leurs  asjmptotiques  et 
de  leui*s  lignes  de  courbure,  en  considérant  le  réseau  des  lignes 
diagonales,  on  trouve  ces  deux  propriétés  caractéristiques  :  Sur 
toute  surface  à  lignes  de  courbure  isothermes-^conjuguées,  le 
réseau  des  lignes  diagonales  est  isotherme  relativement  aux 
lignes  asymptotiques;  il  est  isotherme  relativement  aux  lignes 
de  courbure. 

Il  résulte  immédiatement  de  là  que  les  surfaces  minima  ont, 
comme  Ta  démontré  M.  Ëisenhart,  leurs  lignes  de  courbure  iso^ 
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thermes-conjuguées.  En  effel,  les  lignes  asymptotiques  des  sur- 
faces minima,  élant  rectangulaires,  coïncident  avec  le  réseau 
bissecteur  des  lignes  de  courbure;  Tisothermie  relative  des  lignes 
de  courbure  et  de  leur  réseau  bissecteur,  que  les  surfaces  mioima 
présentent  parce  qu'elles  sont  isolhermiques,  revient  donc  à  Tiso- 
thermie  relative  des  lignes  de  courbure  et  des  lignes  asympto- 
tiques,  propriété  qui  déCnit  les  surfaces  à  lignes  de  courbure 
isot}iermes-conjuguées, 

5.  Nous  allons  maintenant  donner,  sous  forme  invariante,  les 
conditions  qui  assurent  Tisothermie  relative  de  deux  réseaux 
déterminés.  A  cet  effet,  nous  introduirons  une  notion  qui  paraît 
de  nature  à  intervenir  dans  bien  d'autres  recherches^  la  notion  des 
éléments  itii^ariants.  Soient 

(I)  ^  =z  X  du^-^  ih du dv -^  Cdç^ :==  o 

l'équation  d'un  premier  réseau  et 

(H)  Idu^-^imdudv-^  ndv*  =  o 

celle  d^un  second  réseau,  isotherme  relalivement  au  premier.  Cette 
dernière  équation  peut  être  remplacée  par  les  deux  suivantes  : 

(ir)  Il  du -h  Fil  dv  =  o,      ' t%  du -h  rii  d(f  ^  o, 

dont  les  premiers  membres  ne  sont  déterminés  chacun  qu'à  un 
facteur  arbitraire  près.  A  ees  premiers  membres  nous  subsiituerous 
des  expressions  différeniiellets  que  nous  appellerons  les  éléments 
invariants  de  la  forme  (II)  om  du  réseau  (II)  relativement  à 
la  forme  (I)  ou  au  réseau  (I)  et  qui  seront  indépendantes  non 
seulement  des  facteurs  arbitraires  dont  il  vient  d'être  question, 
mais  aussi  des  coordonnées  curvilignes  auxquelles  on  rapporte  la 
surface.  Ces  éléments  invariants^  auxquels  nous  attribuons  les 
expressions  suivantes 


/TTTT 5"! T — r  l\  du  -h  /l|  dv 

Cl  /Il — n\  it 


(El)  , 

/^,,    — 5-ï r — î  h  du  -h  /i,  rfp 

*i  n\ —  n\  *« 
sont  homogènes  et  du  degré  zéro  séparément  par  rapport  à  /|,ni 
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et  par  rapport  à  /),  /I3.  Us  se  réduisent  respectivement,  qaaod  la 
forme  (I)  est  l'élément  linéaire  delà  snrhcej  Boréléments  (Tare  {*) 
des  courbes  du  réseau  (II).  Pour  établir  dans  tous  les  cas  leur  in- 
variance, posons 

(  3  )  Il  du -h  iii  liv  =  tûx  da,        If  du  -i-  ntdQ  =  o>t  d^ 

et  désignons  par  Aa,  A^  les  paramètres  différentiels  de  a  et  de  ^ 
calculés  par  rapport  à  la  forme  quadratique  (I);  soit  enfin  6  (a,  ^) 
le  déterminant  fonctionnel  de  a  et  p,  divisé  par  ^AC  —  B*.  Les 
expressions  considérées  sont  respectivement  identiques  à  ces 
deux-ci 

où  ne  figurent  que  des  symboles  invariants. 

Cela  étant,  nous  pouvons  prendre  pour  courbes  coordonnées 
les  courbes  du  réseau  (II)  et  faire,  en  conséquence,  /|  =  /is=i, 
l2=zn^  =  o.  Les  éléments  invariants  (El)  se  réduisent  respecti- 
vement à  )/Xduy  ^Cdv  (*). 

Pour  que  le  réseau  (I)  soit  isotherme  relativement  au  réseau  (II), 
il  faut  et  il  suffit,  par  définition  même,  que  ^  ne  contienne  pas  de 
terme  en  du  ds^  et  que  les  coefficients  de  du'^  et  de  dv^  soient  pro* 
portionnels  à  deux  fonctions,  dont  l'une  ne  dépende  que  de  u  et 
l'autre  que  de  v.  C'est  ce  qu'expriment  les  deux  relations 

(4)  B=3o, 

^^^  U(a)"*V(i^)' 

La  condition  (4)  exprime  simplement  que  les  deux  réseaux  (I) 
et  (II)  se  divisent  harmoniquement. 


(*)  Les  éléments  d'arc  OQt  été  considérés  par  M.  von  Lilienthal  {Grundia- 
gen  einer  Kriimmungslehre  der  Kurvenscharen,  Leipzig,  1896;  p.  17)  et  lui  oDt 
fourni,  entre  autres,  un  résultat  que  nous  rapporterons  un  peu  plus  loin. 

(')  L'équation  Kdu^^Cdv^^o  définit  le  réseau  qui  dirise  harmoniquement 
le  réseau  (I)  et  le  réseau  (u,  i^).  D'où  cette  propriété  générale  :  En  égcdanl 
entre  eux  les  carrés  des  éléments  invariants  d'un  réseau  relativement  à  un 
autre,  on  obtient  l'équation  différentielle  du  réseau  qui  les  divise  harmoni- 
quentent  tous  les  deux, 
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D'après  la  condition  (5),  les  éléments  invariants  s^écrivent 

v/Ârfu  =  î  U(a)  du,        /G </p  =  C  V(p)rfp, 

c'est-à-dire  qu'iY^  admettent  un  facteur  intégrant  commun. 
Réciproquement,  si  les  deux  expressions  ^Adu  et  ^Cdç  ad- 
mettent un  facteur  intégrant  commun,  la  première  ne  dépendant 
que  de  u  et  la  seconde  que  de  i',  on  a  les  relations  précédentes, 
qui  entraînent  la  condition  (5). 

En  conséquence  nous  arrivons  à  cette  conclusion  : 

Théorème  111.  —  Pour  que  deux  réseaux  soient  isothermes 
Vun  relativement  à  Vautre,  il  faut  et  il  suffit  que  ces  deux 
réseaux  se  divisent  harmoniquement  et  que  les  éléments  inva-- 
riants  de  Vun,  calculés  relativement  à  Vautre,  admettent  un 
facteur  intégrant  commun. 

Nous  allons  faire  maintenant  diverses  applications  de  ce  théo- 
rème. Il  va  sans  dire  que  Ton  peut,  dans  les  applications,  multiplier 
chaque  élément  invariant  par  tel  facteur  constant  que  l'on  veut  et 
multiplier  simultanément  ces  deux  éléments  par  n'importe  quel 
facteur  constant  ou  variable,  par  exemple  négliger  le  dénominateur 
commun  l^n^ — n^l^. 


II.  —  Réseaux  isothermes  et  critères  divers  pour  l'isothermie 

DES    LIGNES    DE    COURBURE. 

6.  Un  réseau  isotherme  d'une  surface  est  un  réseau  orthogonal, 
isotherme  relativement  au  réseau  des  lignes  de  longueur  nulle  de 
la  surface.  En  raison  de  leur  orthogonalité,  les  tangentes  aux 
courbes  du  réseau  considéré  forment  un  faisceau  harmonique  avec 
les  tangentes  aux  lignes  minima.  Nous  avons  donc  simplement  à 
exprimer  que  les  éléments  invariants  du  réseau  relativement  à 
Vêlement  linéaire  admettent  un  facteur  intégrant  commun; 
en  d'autres  termes, /?ottr  qu'un  réseau  soit  isotherme,  il  faut  et 
il  suffit  que  les  éléments  d^arc  des  deux  familles  de  courbes 
dont  il  est  composé  admettent  un  facteur  intégrant  commun. 
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C'est  la  forme  même  donnée  par  M.  von  lâlienthal  {loc.  cit.)  au 
crilère  que  Sophus  Lie  (*  )  a  formulé  ainsi  : 

Pour  que  les  courbes  intégrales  d'une  équation 
Il  du  •+-  ni  dv  =s  o 

fassent  partie  d'un  réseau  isotherme  sur  une  sur/ace  d^ élément 

linéaire 

ds^^Edu^-^'iF  dudif^-G  rfp», 

il  faut  et  il  suffit  que  V  expression  l^  du  -h  /i|  dç  et  le  premier 

membre 

E/i,— F/,   ,        Fn,— G/i  - 

' [du-i-    .    \  ^dv 

/EG  -  F>  v^EG-F« 

de  l'équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales  de 
ces  courbes  admettent  un  facteur  intégrant  commun. 

Désignons,  en  effet,  ce  premier  membre  par  l^  du  -f-  n^  dv  et 
comparons  les  éléments  invariants  (El) 


/Tm 3T-- s— T  ^1  du  -H  ni  dv 

fjsm wi s— r  It  du  -f-  /ij  dv 

V^G/î-2F/,n,4-E/iJ-i--; -iy- 


avec  les  expressions  correspondantes  de  Sophus  Lie 

Il  du  +  ni  ^P|        /)  du  +  nt  <fp. 

Pour  prouver  qu^ils  leur  sont  proportionnels,  nous  n'avons  qu'à 
vérifier  l'identité 

G/}  — aF/,/i,-hEn|  =  G/î--aF/,ni-hEnî. 

Or  cette  vérification  est  immédiate,  eu  égard  aux  significations  de 
/a  et  /I9. 

7.  C'est,  au  fond,  le  critère  tiré  des  éléments  invariants  que 
M,  Darboux  {Théorie  des  surfaces,  t.  Il,  p.  248-^49)  ^  employé 
pour  former  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  isother- 

(*)  Vorleiungen  ûber  Differentialgletchungen  mit  bekcumten  infinilesinuUen 
Trcuu/ormcUionen,  Leipzig,  1891;  p.  i6a. 
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miqaes.  La  surface  étant  rapportée  aux  lignes  minima  (a  =  const., 
P  =  const.)  de  sa  représentation  sphérique  (voir  ci-dessus,  n**  2), 
si  Ton  pose 

l'élément  linéaire  a  pour  expression 

ds*  r=  [rdcL  •+-(-«  ■+-  S)  d^]  [{js-hs)doL-\-t  flfp], 

et  le  réseau  des  lignes  de  courbure  a  pour  équations 

Formons  ses  éléments  invariants  relativement  à  l'élément  linéaire, 
d'après  les  expressions  générales  (El);  nous  aurons  ici 

De  là  résulte 

C/î  — 2B/,/i,-4-An|=3     /rï(jj-t-5-h/ri)*, 
C/J  —  aB /j 71, -4- AnJ  =  — v/irF(« -H  5  — /rï)V 

Par  suite,  les  éléments  invariants  sont,  à  des  facteurs  numériques 
près, 

/  /—\\/rd%'^\/}d^  /  j^\\/rd(i—\/ldp 

S/rt  vrt 

Or  M.  Darboux  considère  les  deux  expressions 

}/rdoL-ir\/ld^  M'ld%—yftd^ 

z-\-$—^rt  z-\-$-\-^rt 

visiblement  proportionnelles  aux  deux  précédentes  et  il  écrit 
qu'elles  admettent  un  facteur  intégrant  commun,  ce  qui  conduit 
à  l'éqnation  du  quatrième  ordre  que  nous  formerons  un  peu  plus 
loin  {voir  ci-après,  n°  9). 

8.  Comparaison  avec  le  critère  de  M.  Weingarien.  —  Voici, 
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aux  notations  près,  comment  M.  Bianchi  expose  {*)  le  critère  de 
M.  Weingarten  : 

L'élément  linéaire  d'une  sur/ace  et  sa  seconde  forme  qua- 
dratique fondamentale  étant  respectivement 

Erftt«-h  aF  rfu  rfp  -H  G  dv^,        L  rfa*H-  aM  rfa  rfp  -4-  N  rfp«, 

on  introduit  trois  fonctions  X,  jx,  v,  définies  par  le  système 
Ev  — aFfA  -hGX  =  o, 


(6) 

^   '  '  Lv— aM(JH-NX  =  o, 


(7) 


OÙ  A,  A|,  B,  Bj,  C,  C|  50/if  /e5  symboles  de  Christoffel  formés 
avec  E,  F,  G.  V existence  des  fonctions  X,  jx,  v  est  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  surface  soit  isothermique. 
Pour  vérifier  les  équations  finies  (6),  on  pose 

X  =  p(EM  —  FL),        a  jji  «--  p(GL  -^  EN),        v  «  p(FN  -  GM). 

Substituant  dans  les  équations  aux  dérivées  partielles,  on  obtient 
deux  relations  qui  déterminent  les  deux  dérivées  de  logp  ;  on  écrit 
la  condition  d'existence  de  cette  fonction  auxiliaire  :  c^est  la  con- 
dition cherchée. 

Tout  revient  donc  ici  à  écrire  qu'une  certaine  expression  difi*é- 
rentielle  est  une  diflférentielle  exacte.  Pour  appliquer  le  critère  tiré 
des  éléments  invariants,  on  doit  écrire  que  deux  expressions  difie- 
rentielles  admettent  un  facteur  intégrant  commun.  Ces  deux  opé- 
rations ne  sont  pas,  au  fond,  distinctes  Tune  de  Tautre  :  en  eiTet, 
pour  vérifier  si  deux  expressions  différentiel  les  admettent  un 
facteur  intégrant  commun,  on  en  forme  une  troisième  et  Ton  écrit 
que  cette  expression  différentielle  est  une  différentielle  exacte. 

Pour  ramener  les  deux  procédés  Tun  à  Tautre,  rapportons  la 
surface  à  ses  lignes  de  courbure  (u  =  const.,  (>=:const.);  nous 
aurons  F  =  M  =  o  et,  par  suite,  X  =  v  =  o.  Les  équations  (7)  se 


(*)  Lezioni  di  Geometria  differenzUxle,  t.  Il,  p.  3o. 
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rédaisent  à 


(7)' 


et  la  condition  dUsothermie  des  lignes  de  courbure  exprime  sim- 
plement que  Tex  pression 

est  une  difiTérentielle  exacte. 

Or  les  éléments  invariants  (qui  sont  ici  les  éléments  d'arc)  du 
réseau  des  lignes  de  courbure  ont  pour  expressions  respectives 
yEduei  yGdv.  L'existence  d'un  facteur  intégrant  commun  re- 
vient à  la  condition  pour  que  l'expression 

QU  àv 

soit  une  différentielle  exacte.  Mais  l'identité 

iilog/EG=  cP'irid' 
montre  que  d!  el  dP  sont  en  même  temps  des  difTérentielles  exactes. 

Remarque^  —  Les  fonctions  X,  [x,  v  étant  proportionnelles  aux 
coefficients  de  la  forme  invariante  aux  lignes  de  courbure 

^=3 j- c?M» dudv-\ rj ûfp»      (H  =/EG  —  F*), 

il  paraît  préférable  d'introduire  cette  forme  elle-même,  en  posant 

W 

de  manière  à  avoir 

Alors  la  nouvelle  fonction  auxiliaire  W  a  une  signification  inva- 
riante, facile  à  trouver.  Reportons-nous,  en  efiet,  aux  équa- 
tions (7)'.   L'existence   de   la  fonction  |jl  entraîne  ^a  condition 
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D'autre  part,  les  rayons  de  courbure  principaux  étant  représentés 
par  Ri  et  R3,  la  l'orme  invariante  ^  se  réduit  ici  à 

^  =  /ËG(i--i-)rfarf.; 
la  fonction  auxiliaire  W  est  donc  liée  à  p,  par  la  relation 

Mais,  la  condition  (8)  étant  vérifiée,  on  peut  supposer  les  para- 
mètres des  lignes  de  courbure  choisis  de  façon  que  Ton  ait  E  =  G. 
Alors,  en  vertu  des  équations  (7)',  la  fonction  p.  se  réduit  à  une 
constante.  En  conséquence,  la  fonction  W,  dont  la  condition 
d'existence  exprime  l' isothermie  des  lignes  de  courbure,  est,  à 
un  facteur  constant  près,  V inverse  de 

c'est-à-dire  de  la  courbure  moyenne  de  l'une  des  transformées 
par  normales  parallèles  de  la  surface  considérée  (transforma- 
tion de  Bour-Christoffel;  voir  Annales  de  l'École  Normale  supé- 
rieure, igoS,  p.  419)* 

Ajoutons  que,  d'après  l'identité 

2  yidudv  =  W  ^y 

où  |JL  est  maintenant  une  constante,  Wcf  est  un  produit  de  deux 
différentielles.  Ainsi,  quand  une  surface  est  isofhermique,  pour 
changer  sa  forme  invariante  aux  lignes  de  courbure  ^  en  un 
produit  de  deux  différentielles,  il  suffît  de  diviser  cette  forme 
par  la  courbure  moyenne  de  l'une  des  transformées  par  nor- 
males parallèles.  Ceci  s'accorde  bien  avec  la  proposition  de 
Sophus  Lie,  aux  termes  de  laquelle  les  lignes  de  courbure  de  toute 
surface  isothermique  peuvent  être  déterminées  par  des  quadralur-es 
de  différentielles  exactes. 

On  peut  mettre  le  résultat  précédent  sous  une  forme   un  peu 
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différente  et  dire  :  A  toute  surface  isothermique  correspond  une 
fonction  (o  telle  que  Vêlement  linéaire,  multiplié  par  co,  dévient 
un  produit  de  deux  différentielles  et  que  la  forme  invariante 
aux  lignes  de  courbure  devient  aussi  un  produit  de  deux  diffé- 
rentielles lorsqu'on  la  multiplie  par  o)  et  qu'on  la  divise  par  la 
différence  des  courbures  principales.  En  effet,  si  l'on  désigne 
par  7,T  la  différence  des  courbures  principales,  on  a,  d'après  ce  qui 
vient  d'être  rappelé, 

^  =  !2r(v/Ërfa)(v/Ge/p). 

Ainsi  la  forme  ^  est  égale  au  produit  de  2 F  et  des  éléments  inva- 
riants y/Èrfa,  yGdv  du  réseau  des  lignes  de  courbure.  Soit  y/co  le 
facteur  intégrant  commun  à  ces  deux  éléments  :  nous  aurons 

V^/Ê=  U'iw),        v^/G=:  V'(P); 

d'où  résuite  immédiatement 

^=^d[]dy,        ds^^  Kdu^^Gd^^=  dU^-^d\^^ 
Cl)  co 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

III.  —  Les  surfaces  a  lignes  de  courbure  isothermes-gonjuguées 

ET    LEURS    CARACTÉRISTIQUES. 

9.  Pour  exprimer  la  propriété  qui  définit  ces  surfaces,  il  faut 
écrire  que  le  réseau  de  leurs  lignes  de  courbure  et  celui  de  leurs 
lignes  asymptotiques  sont  isothermes  l'un  relativement  à  l'autre. 
Les  tangentes  aux  courbes  de  ces  deux  réseaux  formant  en  chaque 
point  un  faisceau  harmonique,  nous  n'avons  à  tenir  compte  que 
de  la  condition  relative  aux  éléments  invariants.  Employons  encore 
les  coordonnées  tangentielles  isotropes  de  Bonnet  {voir  ci-dessus, 
n®*  â  et  7).  L'équation  des  lignes  asymptotiques  est 

A  rfa»-H  2B  û?a  rfp  -h  C  rfp«  =  r  da^-^-^iz  -+-  «)  </a  e/p  -f-  ^  ^,6»  =  o, 

ce  qui  permet  de  prendre 

A  =  r,        B  =  z-^Sj        C  =  r. 
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Pour  les  lignes  de  courbure,  nous  aurons,  comme  an  n^  7, 

De  là  résulte 

G /|  —  aB/j|/i, -h  A/i|  =  a/rZ(/r? -h  « -h  i), 

C/f  — aB/,ni-4-ArtJ  =  a/rî(v/rï  — -5  — *), 

/i/ii — /»i/t=  î/ïï. 

En  conséquence,  les  éléments  invariants  du  réseau  des  lignes  de 
courbure  relativement  aux  asymptotiques  sont,  à  des  facteurs  nu- 
mériques près, 

Il  suffira  donc  d'écrire  qu'il  existe  un  facteur  intégrant  commun 
aux  deux  expressions 

ce  qui  donne 

— 5p(\/7  5p">87T7:^j  =  °• 


(E) 


L'hypothèse  m  =  o  conduit  à  l'équation 

qui  caractérise  (n*^  2)  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  onl 
leur  représentation  sphérique  isotherme. 

En  faisant  m  ==  i^  on  retrouve  l'équation  de  M.  Darboux  relative 

aux  surfaces  isotliermiques.  Pour  /n=  -,  on  obtient  l'équation  de 

M.  Eisenhart  (/oc.  cit.,  p.  226)  relative  aux  surfaces  à  lignes  de 
courbure  isothermes-conjuguées. 

Ces  deux  dernières  équations  ne  différant  que  par  les  coeffi- 
cients de  leur  premier  terme,  les  surfaces  qui  les  vérifient  à  la  fois 


Digitized  by 


Google 


-  277  - 

satisfont  visiblemeDi  à  Téquation  (9);  il  suit  de  là  qae  la  repré- 
sentation sphérique  de  leurs  lignes  de  courbure  est  isotherme. 
Réciproquement,  toute  surface  qui  vérifie  à  la  fois  Téquation  (9), 
ainsi  que  Tune  des  équations  de  M.  Darboux  et  de  M.  Eisenhart, 
satisfait  aussi  à  l'autre.  En  conséquence,  si  le  réseau  des  lignes 
de  courbure  d'une  surface  est  isotherme  relativement  à  deux 
des  trois  réseaux  formés  par  ses  asympto tiques,  ses  lignes 
minima  et  les  lignes  minima  de  sa  représentation  sphérique,  il 
est  isotherme  relativement  à  tous  les  trois.  On  peut  encore  dire  : 
Toute  surface  qui  possède  deux  des  propriétés  suivantes,  lignes 
de  courbure  isothermes^  représentation  sphérique  des  lignes  de 
courbure  isotherme,  lignes  de  courbure  isothermes-conjuguées, 
possède  aussi  la  troisième.  Tel  est  le  cas  des  surfaces  de  révolu- 
.  tion,  des  quadriques  et,  plus  généralement,  de  toutes  les  surfaces 
isothermiques  à  représentation  sphérique  isotherme. 

Nous  allons  maintenant  chercher  les  caractéristiques  de  Téqua- 
tion  générale  (E). 

Le  groupe  des  termes   contenant  les   dérivées    du   quatrième 
ordre  est,  abstraction  faite  du  diviseur  commun  (5  +  5)^ — r/, 


miz-^s) 


rt 


de  sorte  que  les  caractéristiques  sont  définies  par  Téquation 

-+- [(^ -+-*)• -h  (2/n  —  i)r/](rrfa«—  td^*)dad^  =  Oj 
qu'on  peut  écrire 

Si  Ton  fait  m  =  o,  on  trouve 

Donc  les  caractéristiques  des  surfaces  dont  les  lignes  de  cour- 
bure ont  leur  représentation  sphérique  isotherme  sont  les  lignes 
de  courbure  et  les  lignes  qui  correspondent  aux  lignes  minima 
de  la  représentation  sphérique. 

Pour  w  =  1 ,  il  vient 

(rrfa*— <rfp«)[rrfa -4- (« -4- *)  rfp]f(* -H  5)  é/a -h  f  </p]  =  o, 
XXXY.  18 
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ce  qui  vérifie  un  théorème  que  j'ai  déjà  démontré  autrement  :  les 
caractéristiques  de  r équation  des  sur/aces  isothermiques  sont 
les  lignes  de  courbure  et  les  lignes  minima  (voir  Annales  d^ 
V École  Normale  supérieure,  1 906  ). 

Pour  2  /n  =  I ,  en  écartant  l'hypothèse  ^  +  j  =  o,  qui  correspond 
aux  surfaces  minima  signalées  plus  haut,  on  a 

Ainsi  les  caractéristiques  de  l'équation  des  surfaces  à  lignes 
de  courbure  isothermes-conjuguées  sont  les  lignes  de  courbure 
et  les  lignes  asymptotiques.  Cette  proposition  devra  intervenir 
dans  la  théorie  des  surfaces  dont  il  s'agit,  de  la  même  façon  que 
la  proposition  ci-dessus  intervient  dans  la  recherche  des  surfaces 
isothermiques  dépendant  de  fonctions  arbitraires. 

Ces  deux  théorèmes  ne  pouvaient  d'ailleurs  être  prévus  d'après 
les  seules  définitions  des  surfaces  qu'ils  concernent,  car  nous 
savons  (n^  4)  que  ces  surfaces  sont  également  définies  par  l'iso- 
thermie  relative  de  trois  couples  de  réseaux,  tandis  qu'un  seul  de 
ces  couples  de  réseaux  est  formé  de  leurs  caractéristiques. 


IV.   —  Compatibilité  des  conditions  d'isothermie 

ET    questions    diverses. 

10.  Dans  les  deux  cas  que  nous  venons  d'étudier,  l'une  des  con- 
ditions pour  l'isolhermie  relative  des  deux  réseaux  considérés, 
celle  du  faisceau  harmonique,  était  vérifiée  d'elle-même.  H  n  est 
resté  que  la  condition  concernant  les  éléments  invariants  :  ces 
éléments  étant  exprimés  au  moyen  d'une  fonction  inconnue  \  et 
de  ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres,  on  a  obtenu  dans  les 
deux  cas  une  équation  du  quatrième  ordre. 

Si  l'on  veut  exprimer  qu'une  surface  présente  l'isothermie  rela- 
tive de  deux  réseaux  déterminés,  on  aura  généralement  deux 
conditions  distinctes.  Supposons  que  les  équations  différentielles 
des  deux  réseaux  dépendent  d'une  fonction  inconnue  \  et  de  ses 
dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement.  La  condition 
du  faisceau  harmonique  s'exprime  par  une  équation  d'ordre  n;  la 
condition  relative  aux  éléments  invariants  donnera  une  équation 
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qui  sera  généralement  de  Tordre  /i  -H  2  el  ces  deux  équations  aux 
dérivées  partielles  pourront  n'admettre  que  des  solutions  fort  par- 
ticulières, ou  même  être  incompatibles.  C'est  ce  dont  on  s'assure- 
rait en  traitant  des  exemples  convenablement  choisis. 

Pour  définir  des  classes  très  étendues  de  surfaces  présentant 
l'isothermie  relative  de  deux  réseaux,  on  pourra  se  donner  les 
deux  familles  de  l'un  des  réseaux  et  seulement  rune  des  familles 
de  l'autre.  Si  les  équations  différentielles  de  ces  trois  familles 
dépendent  d'une  fonction  inconnue  \  et  de  ses  dérivées  partielles 
jusqu'à  Tordre  n  inclusivement,  celle  de  la  quatrième  famille,  qui 
sera  fournie  par  la  condition  du  faisceau  harmonique,  dépendra 
des  mêmes  dérivées  et  la  condition  relative  aux  éléments  invariants 
fournira  une  équation  de  l'ordre  /i  -h  2  en  général. 

On  peut  aussi,  dans* ce  cas,  répéter  le  raisonnement  bien  connu 
qui  conduit  à  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
courbes  9  =  const.  constituent,  avec  leurs  trajectoires  orthogonales 
^=rconst.,  un  réseau  isotherme  (au  sens  classique  du  mot)  sur 
une  surface  donnée.  La  condition  d'orthogonalité  A((p,  ^)  =  o 
exprime  simplement  que  les  courbes  o  =  const.,  ^=const.  qui  se 
croisent  en  chaque  point  de  la  surface  forment  un  faisceau  harmo- 
nique avec  ses  lignes  minima.  Elle  n'implique  aucunement  et  la 
suite  de  la  démonstration  n'implique  pas  davantage  que  la  forme 
quadratique  de  différentielles  dont  les  coefficients  figurent  dans 
les  paramètres  A^ ,  A^,  A(çp,  y),  Ajç  soit  un  rlémenl  linéaire.  En 
conséquence,  pour  que  les  courbes  o^^comt,  fassent  partie  d^un 
réseau  isotherme  relativement  au  réseau  défini  par  V équation 

il  faut  et  ilsuffit  que  le  quotient  des  deux  paramètres  Ajç  et  Aç, 
calculés  par  rapport  à  .f ,  soit  une  fonction  de  y.  On  arrive 
ainsi  aux  conclusions  qui  viennent  d'être  énoncées. 

11.  Il  y  a  plus.  La  règle  précédente  fait  connaître  l'équation  dont 
dépend  la  recliercke  de  tous  les  réseaux  isothermes  relativement 
au  réseau  défini  par  l'équation  rf=o.  En  outre,  les  symboles 
qu'elle  fait  intervenir  étant  essentiellement  invariants,  nous  pou- 
vons réduire   la   forme  «f  à  son   terme  rectangle,  en  supposant 
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A  =  C  =  o.  11  vient  alors  simplemeni 

Celle  équatioD  exprime,  comme  on  sait,  qae  f  est  une  fonction 
de  la  somme  U(m)-|- V(ç'),  où  U  et  V  sont  des  fonctions  arbi- 
traires de  leurs  arguments  respectifs.  Ainsi  l'équation 

U(a)-i-V(p)=s  const. 

définit  sur  une  sur/ace  quelconque  une  famille  de  courbes  qui 
fait  partie  d'un  réseau  isotherme  relativement  au  réseau  des 
courbes  coordonnées  u  =  consl.,  v  =  const.  Celle  remarque  géné- 
rale s^applique  en  particulier  à  diverses  classes  de  surfaces  dont 
les  courbures  principales  sont  fonctions  Tune  de  l'autre  :  le  réseau 
(u,  ç)  étant  composé  des  lignes  de  courbure,  les  rayons  principaux 
sont  fonctions  de  U{u)'^\(v)  pour  les  hélicoïdes,  pour  les  sur- 
faces isothermiques  (voir  la  thèse  de  M.  Caronnet,  Paris,  1894)9 
pour  celles  dont  la  représentation  sphérique  est  isotherme,  pour 
celles  dont  les  lignes  de  courbure  sont  isothermes-coojuguées 
(Eisenhart),  pour  celles  qui  présentent  une  famille  de  lignes  de 
courbure  planes  (Dini,  Dobriner)  oû  sphériques  et,  sans  doute, 
pour  d'autres  encore. 

12.  Proposons-nous,  en  terminant,  la  question  inverse  de  celle 
qui  fait  Tobjet  du  théorème  III  : 

Étant  données  deux  expressions  différentielles 

Mi{lidu'hnidv)y     M,(/,  rfa-f- /iirfv) 

qui  sont  supposées  admettre  un  facteur  intégrant  commun, 
trouver  le  réseau  isotherme  relativement  au  réseau  (R)  défini 
par  r  équation 

{Il  du -h  ni  dv)  (It  du  -i-  fit  dv)  =  o. 

Les  deux  inconnues  du  problème  sont  les  rapports  des  coeffi- 
cients A,  B,  C  de  Téquation 

^  =  A  du*-h  2B  dudv-hC  ds?^  =  o, 
qui  définit  le  réseau  cherché.  Pour  déterminer  ces  rapports,  nous 
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allons  écrire  que  les  deux  expressions  données  sont  proportion- 
nelles aux  éléments  invariants  (El)  du  réseau  (R)  relativement  au 
réseau  ^  =  o  ;  il  vient  ainsi 

G/î  — 2B/,/i,-hAnî  =  XMî, 
G/}— 2B/,A,-t-A/iî=XMÎ, 

X  étant  une  indéterminée.  De  plus^  les  réseaux  (R)  et  (^)  devant 
se  diviser  harmoniquement,  nous  avons 

G/j/t—  B(/i/it-+- Ai/i)-+-Ani/ijeso. 

Ainsi  se  trouve  constitué  un  sjrstème  de  trois  équations  du  pre- 
mier degré  à  trois  inconnues  dont  le  déterminant  (/|/it — /^i /a)' 
est  différent  de  zéro.  Il  fait  connaître  A,  B,  G  en  fondions  des 
données  et  du  coefficient  \  auquel  on  peut  attribuer  telle  ex- 
pression qu'on  veut. 

En  appliquant  la  règle  précédente  aux  deux  expressions  diffé- 
rentielles 

considérées  ci-dessus  (n^  9),  on  trouve  sans  peine  Téquation 

^  =[(^  ^  *  -h  v/ri)"«— (^  H-  s  — v/rif)""](r  rfflt»-H  t  rfp«) 

pour  définir  le  réseau  isotherme  relativement  au  réseau  des  lignes 
de  courbure 

Si  Ton  rapporte  la  surface  à  ses  lignes  de  courbure  du  dv  =  o, 
on  voit  facilement  qu'il  htai  remplacer  les  expressions  précédentes 
par  ces  deux-ci  : 

/Ëdu       y/Gdv 


(10) 


Rj-'"  '      R}- 


dont  les  numérateurs  sont  les  éléments  d'arc  ds^  et  ds2  des  lignes 
de  courbure;  dans  chaque  dénominateur  figure  le  rayon  de  la  sec- 
tion principale  tangente  à  la  ligne  de  courbure  considérée. 

Supposons  que  ces  deux  expressions,  visiblement  invariantes, 
admettent  un  facteur  intégrant  commun  et  cherchons  le  réseau 
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dont  celle  hypolhèse  entraîne  Fisothermie  relativement  aux  lignes 
de  courbure  du  dv  =  o.  Par  Tapplication  des  formules  ci-dessus, 
on  trouve  immédiatement 

E  '^ 


d'où  résulte  l'équation  du  réseau  cherché 

Pour  m  =  o,  on  a  les  ligues  minima  de  la  représentation  sphé- 
rique;  pourm=i,  celles  de  la  surface  elle-même;  pour  ain  =  i 
ses  lignes  asymptotiques.  Ainsi  les  surfaces  dont  les  lignes  de 
courbure  ont  leur  représentation  sphérique  isotherme,  les  surfaces 
iso thermiques  et  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  isothermes- 
conjuguées  rentrent  dans  la  catégorie  plus  générale  des  surfaces 
dont  les  lignes  de  courbure  forment  un  réseau  isotherme  relative- 
ment au  réseau  défini  par  l'équation  ^=  o,  où  m  est  une  constante 
arbitraire.  On  peut  donc  définir  ces  trois  classes  de  surfaces  par  la 
condition  que  les  deux  expressions  (lo)  admettent  un  facteur  inté- 
grant commun,  pour  les  trois  valeurs  correspondantes  de  m. 
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